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Page  44,  dernière  ligne  de  l'énoncé  en  italiques,  au  lieu  de  «  toutet  les  autrui  données 
égalée  »,  lire  <  tous  les  facteurs  donnés  égaux  ». 

^     m,  lignes  4i  par  en  haut,  et  5  (de  texte)  par  en  bas,  aprto  les  mots  <  quantité  totale 

de  chaleur  gagnée  »,  rétablir  les  mots  omis  <  ou  perdue  », 
— '     S6^  7*  ligne  de  texte,  idem. 

—  56,  l'équation  (47)  doit  être  rétablie  ainsi  qu'il  suit 

—  73,  équation  (65),  au  second  membre,  au  lieu  de 

L(pp._...^  lire  i(PV -....). 

—  i04,  lignes  9  et  iO  de  texte,  au  lieu  de  «  l'équation  (128)  comprendra  bien  alors  dans 

l'expression  de  ses  coefScients  (129)  >,  lire  <  l'ensemble  des  coefficients  de 
l'équation  (1S8)  comprendra  bien  alors  dans  leur  expression  (139)  ». 

—  117,  4»  ligne  de  la  note,  au  lieu  de  (pp.  98-99),  lire  (pp.  98-100), 

—  118,  dernière  ligne  du  texte,  après  les  mots  c  les  trois  axes  »,  intercaler  ceux-ci 

«  de  chaque  surfoce  en  particulier  ». 

—  143,  3«  ligne  par  le  bas  de  la  note,  au  lieu  de  «  se  produira  »,  lire  c  se  produisant  ». 

—  147,  ligne  d'équations  qui  suit  celles  (32),  au  lieu  des  premiers  membres, 

T' —  =  •••,     T' — as...     y —  =  •..,         lire  T'  -I  =»  ,      t'-I  =,     Y'-J.«b... 

dx  dy  dz  dx  dy  dz 

—  154,  équation  de  droite  (e)  de  la  note,  au  lieu  de 

^f ,  {X  -^  iy)  lire  J,  {x  -  iy). 

—  158,  4«  ligne  de  texte,  au  lieu  de  «  dont  la  première  »,  lire  «  en  sorte  que  la  pre- 

mière ». 

—  160,  équations  <(50),  dans  les  premiers  membres,  au  lieu  de 

àt^        et        A,CT,  Jire  A«^       et        a«ct. 

—  9Ù%  dernier  terme  de  la  dernière  ligne  d'équations  du  groupe  qui  suit  celles  (121; 

au  lieu  de 
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Page  917,  avant-dernière  ligne  de  texte,  au  lien  de  «  des  deux  équaiiens  »,  lire  «  des 
trois  équations  ». 

—  990,  4c  ligne,  an  lieu  de  «  formules  (65)  »  lire  «  formules  (67)  i. 

—  93i,  3«  ligne  de  texte,  au  Heu  de  (48),  lire  (40). 

—  932,  6*  ligne,  par  le  bas,  an  lieu  de  c  fractions  »,  lire  <  fonctions  ». 

—  940,  4*  ligne  de  la  note,  au  lieu  de  «  eu  et  %  (1i 4)  »,  lire  <  a»  et  %  <46)  ». 

->   941 1  4«  ligne  d'équations  de  la  note,  au  second  membre  de  l'équation  de  droite,  au 
lieu  de  sin  7%  lire  iin  v, 

—  949,  équation  de  droite  (i89),  au  lieu  de 

(sn  U  dn  V  —  sn  V  dn  U)«  il  faut  (sn  U  dn  V  4-  sn  V  du  CJ)«. 

—  9S7,  ¥  ligne  de  texte,  après  le  mot  «  Or,  >  rétablir  les  mots  omis  :  a  chacune  des 

équations  (13)  se  réduisant  alors  à  un  seul  terme,  par  exemple  ». 

—  96S,  6«  ligne  de  texte,  au  lieu  de  «  des  plans  o  »,  lire  «  des  plans  f  ». 

—  980,  8*  ligne  de  texte,  au  lieu  de  <  la  page  63  »,  lire  «  la  page  48  ». 

—  98S,  9^  ligne  de  texte,  au  lieu  de 

P      Q      R  ..  B      P      Q 

-,     -,     -  lire  -.     -,     ^. 

—  340,  3<  ligne  de  texte,  par  U  bat,  au  lieu  de  (30),  lire  (30)  et  (31). 

^    317,  9"  et  3<  ligne  de  la  note  par  le  bas,  au  lieu  de  «  i.â  +  9.1.9»6,  au  total 
douze  »,  lire  «  19  4-9.9.1.9  «  10,  au  total  seiie  ». 

—  330,  l**  et  9*  lignes  de  la  note,  par  le  bas,  au  lieu  des  mots  «  réel  et  plus  petit  que 

l'unité  »,  lire  «  ou  à  son  complémentaire,  tous  deux  réels  et  plus  petits  oue 
l'unité  B. 

^    351,  10«  ligne  de  texte,  au  lieu  de  «  indiqué  seul  >,  lire  «  employé  seul  ». 

—  353,  3«  et  4*  lignes  de  texte,  au  lieu  de  «  mais  que  n'indiquent  cependant  ni  Lamé 

ni  Betti  »,  lire  «  qui  est  bien  indiqué,  mais  non  utilisé  par  Lamé  ». 

—  355,  l^*  ligne  d'équations,  dernier  terme,  an  lieu  de 

~I—L  •♦-•■,  lire  >    _L-H--. 

—  379,  dernière  ligne  d'équations,  au  lieu  de 

^vV(i«)  lire  -t-lvYW. 

~~    *fn,  9*  et  3*  lignes,  au  lieu  des  mots  «  chacune  comme  une  solution  »,  lire  «  comme 
constituant  ensemble  une  solution  ». 

—  385,  équations  (151),  dernier  terme  de  la  première,  au  lieu  de  As)*,  il  faut  A|). 

—  385,  3*  ligne,  par  le  bas,  après  le  mot  <  vérifient  »  rétablir  le  mot  omis  a  simulta- 

nément. 


—  vu  — 

Page  387»  3«  ligne  de  texte  de  la  note,  au  lieu  de  (148),  lire  (447). 

—  404,  4«  ligne,  au  lieu  de  (page  S7),  lire  (page  (i{f7). 

—  484,  1^  ligne,  au  lieu  de  (478*^),  lire  (478). 

—  4S4,  4«  ligne,  au  lieu  de  «  par  le  système  ■,  lire  t  pour  le  système  b 
^    4S9,  i^  ligne,  au  lieu  de  «  à  ce  plan  »,  lire  t  au  plan  des  xy  ». 

•  433,  4«  ligne,  par  le  basy  au  lieu  de  (i57),  lire  [iJSS). 

—  435,  équation  de  gauehe  {y)  de  la  note,  au  lieu  de  »  fK|  »  .^  lire  :  /K|  «* 

—  443,  3"  ligne  de  texte,  au  lieu  de  «  D'autre  part  t,  lire  <  De  même  ». 

—  4I>9,  au  dernier  membre  de  la  dernière  équation  du  tableau  (73),  au  lieu  de 


1/  _  (1  -  jfctj(j  _  ff*i%^^  il  fout  ■  K— <1  —  t*)  (1  -  m^. 

—  466,  dans  les  deux  dernières  lignes  d'équations  de  la  note,  au  dernier  membre  de  la 

première,  an  lieu  de 

H,dt4»  -I-  K,dv*  -+-  J,du?«,  il  faut  H,dtt«  -l-  K^v*  -+-  Jgdr», 

et  aux  premiers  membres  de  la  seconde,  au  lieu  de 
H,  =  K,  = ... ,  J,  —  ...,  il  faut  H,  r=  K,  —  ...,  J,  = ... , 

—  473,  iO«  ligne  de  texte,  par  le  bas,  au  lieu  de  c  cbaque  élément  »,  lire  <  chaque  terme  ». 
•    476,  5«  et  6«  lignes,  au  lieu  de  i  — /ilr,'  à  +  /Ar^  >  lire  «  —  /  à  -4-  /  ». 

—  487,  4*  ligne  d'équation,  pour  le  dernier  terme,  au  lieu  de 

2«!     {—\rg'                .,  ^                      2.«!     (-l)«y* 
il  faut  


(flt-2)!     1.2    1.2'  («  — 2)î     1.2    1.2' 

—  487,  4<  ligne  de  texte,  au  lieu  de  (106)  lire  (109). 

—  489,  6<>  ligne  de  texte,  supprimer  les  mots  «  comme  nous  l'avons  dit  ». 

—  500,  rétablir  le  numéro  omis  (130*'«)  devant  le  premier  groupe  d'équations. 

—  501,  5*  ligne,  après  les  mots  f  jusqu'è  /  —  1  »,  rétablir  les  mots  omis  i  valeurs 

(fiisont  ». 

—  503,  3«  ligne  de  texte,  au  lieu  de  c  relatiUs  j  lire  c  relatives  >. 

—  504,  rétablir  le  numéro  (133^^  devant  l'équation  qui  suit  celle  (133). 

—  513,  Dans  la  rubrique  en  majuscules,  au  lieu  de  c  les  éléments  b,  lire  c  les 

EXPRESSIONS  ». 

*  516,  4«  ligne,  au  lieu  de  (109),  lire  (100). 

•  519,  équation  (141),  au  lieu  de 

T=:-Ti»^.*=s...,  Ure  T=  — Tir+4=r   .• 

—  538,  équation  qui  suit  le  groupe  (151*w),  au  Heu  de 

P^r=..,  lire  p^^F=... 


—  vni  — 

Pige  548,  dernière  ligne  de  la  note,  au  lieu  des  mots  c  et  les  termes  »,  lire  <  et  les  quan* 
tités  H«,  Hy,  Hs.  qui  entrent  dans  les  termes  >. 

—  5M,  dernière  ligne,  au  lieu  de  (pp.  474475),  lire  (page  4SS). 

•    S59I,  équation  du  milieu  (179),  à  la  i'«  ligne  du  déterminant,  pour  Télément  de  la 
3*  colonne,  au  lieu  de  fRS(8n>u)f,  il  fant  mS(snSv)}. 

—  570,  rétablir  le  numéro  omis  (906)  devant  l'unique  groupe  d'équations  de  cette  page. 


RAPPORTS 

présentés  à  la  Première  Section  de  la  Société  sciontifiq^Mo  am 
BwêÊoeeU^ë,  par  M.  p.  MANSION,  membre  de  l'Académie 
royale  de  Belgique,  sur  le  Mémoire  de  M.  le  V^«  de  S  al  vert, 
ayant  pour  titre  :  «  Mémoire  sur  la  recherche  la  plus  géné- 
rale d'an  système  orthogonal  triplement  isotherme  ». 


I 

La  partie  du  Mémoire  de  M.  de  Salvert  dont  j'ai  à  vous  rendre 
compie  aujourd'hui  comprend  deux  Chapitres. 

La  première  partie  du  premier  Chapitre  traite  de  la  propriété 
caractéristique  des  invariants  différentiels 

exprimés  en  coordonnées  curvilignes  (p,  \p,  m.  L'Auteur  démontre, 
d'une  manière  élégante  et  rapide,  les  formules  connues 

rfu'  dw*  do" 

d(à  du  dod  d*v  d^u  d^a 

A*«  =  A,y--  -*-  A,^  — -f-  A,a  j-  -f-  (Aif)'-—  -*-  (A|«|»)'-—  -H  (A^a)»  — 
df  a^  dts  df  dyp  da 

sur  lesquelles  sont  basées  les  équations  générales  du  problème 
établies  dans  un  chapitre  subséquent. 

Dans  la  seconde  partie  du  premier  Chapitre,  M.  de  Salvert 
établit  les  équations  du  mouvement  de  la  chaleur,  d'abord  en 
coordonnées  rectilignes,  puis  en  coordonnées  curvilignes,  soit 
par  transformation  de  coordonnés,  soit  directement.  Cette  seconde 
démonstration  en  coordonnées  curvilignes  est  présentée  avec  une 
grande  clarté,  et  offre  un  bon  exemple  de  l'emploi  direct  de  ces 


coordoiinces.  L'Auteur  critique  avec  raison,  comme  plusieurs  de 
ses  devanciers,  au  point  de  vue  de  la  rigueur,  les  raisonnements 
qui  ont  servi  à  Fourier  et  à  Lamé  pour  établir  ces  équations. 
Ces  raisonnements,  imités  de  celui  d'Ëuler  pour  obtenir  Téqua- 
tion,  dite  de  continuité,  en  Hydrodynamique,  sont  remplacées 
par  la  considération  de  volumes  finis,  reposant  sur  le  lemme 
suivant  :  Si,  pour  tout  volume  pris  à  Tintérieur  d'une  certaine 
enceinte,  l'intégrale  tripley"F(ac,  ?/,  z)dxdydz  est  nulle,  la  fonc- 
tion F  est  nulle  pour  les  points  de  cette  enceinte.  Pour  terminer, 
TAuteur  établit  l'équation  aux  limites. 

Le  second  Chapitre  est  beaucoup  plus  étendu  que  le  premier, 
et  est  consacré  principalement  à  la  recherche  des  familles  iso- 
thermes de  surfaces  du  premier  et  du  second  ordre.  L'Auteur 
donne  d'abord  leur  équation  aux  dérivées  partielles,  soit  sous  la 
forme  A^S  =  0,  0  étant  le  paramètre  dit  thermométrique ^  soit 
sous  la  forme,  en  apparence  plus  générale,  A^X  h-  (A^X)*/X  =  0, 
1  étant  un  paramètre  géométrique  lié  au  paramètre  thermomé- 
trique par  une  relation  de  la  forme  1^=  FO.  Il  fait  ensuite  obser- 
ver que  la  connaissance  de  l'intégrale  générale  de  Tune  ou  l'autre 
de  ces  équations  ne  permet  pas  de  voir  si  telle  ou  telle  catégorie 
de  surfaces,  déterminée  par  le  degré  ou  la  forme  de  l'équation, 
peut  constituer  une  famille  isotherme.  En  effet,  pour  identifier 
I  intégrale  générale,  qui  contient  des  fonctions  arbitraires,  avec 
une  surface  d'espèce  donnée,  il  faut  particulariser  ces  fonctions 
arbitraires,  et  il  n'existe  aucun  procédé  certain  conduisant,  dans 
tous  les  cas,  a  la  réalisation  de  l'identification  cherchée.  En  outre, 
à  priori^  on  ne  sait  pas  s'il  existe  ou  non  des  familles  isothermis 
correspondant  à  une  solution  singulière  de  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  A^O  =  0.  Or  l'Analyse,  dans  son  état  actuel,  n'a 
pas  de  méthode  générale  de  recherche  des  solutions  singulières 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  M.  de 
Salvert  appuie  ces  remarques  générales  de  l'examen  d'un  cas 
particulier  :  il  cherche  directement,  en  vue  d'en  faire  usage  pour 
une  question  ultérieure,  l'intégrale  générale  en  coordonnées 
rectilignes   de  Téquation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 


—  m  — 


coniques  isothermes.  Celte  équation  peut  (comme  pour  les  sur- 
faces cylindriques)  être  mise  sous  la  forme 

et  il  semble  impossible,  au  premier  abord,  de  déduire  de  l'inté- 
grale générale  une  solution  particulière  évidente  de  celte  dernière 
équation. 

Puisque  Tintégrale  générale  de  Téqualion  Aj9  =  0,  ou 
^fl  •+-  (AiX)YX  =  0,  ne  peut  servir  à  voir  à  coup  sûr  si  une 
catégorie  donnée  de  surfaces  L(x,  y,  j3,  i)  =  0  peui  constituer 
une  femille  isotherme,  il  y  a  lieu  de  chercher  une  solution 
directe  de  cette  question.  Voici,  en  substance,  celle  que  M.  de 
Salvert  a  imaginée,  dans  ce  but,  pour  les  surfaces  algébriques. 
Il  déduit  de  la  relation  L  =  0, 


0, 


et  deux  couples  de  relations  analogues  en  y  et  z.  En  ajoutant 
les  trois  secoiïdes  équations  de  chaque  groupe,  après  en  avoir 
éliminé  ^,  5^,^  au  moyen  des  premières,  et  tenant  compte  de  la 
relation  A^i  -+-  (A|X)Yi=0,  il  obtient  la  relation  fondamentale 

4S-Kh)'][(S*^©'^'0]=»- 


il     31  dx      „ 

^L      „  i'L  dx      ^'Lrfx*      âld'x 

—  H =  0, 

H  2 h 1 

*i;      ixdx 

3x*         SxSxdx      Sx^dx^      Sxdx* 

(S) 


Si  L  >=3  0  est  de  degré  m  et  a  n  coefficients,  Téquation  (S) 
sera  de  degré  3m  —  S  et  en  aura  un  nombre  N,  toujours 
supérieur  è  2n,  si  m  surpasse  Tunité.  L'équation  (S),  si  L  =  0 
représente  une  famille  isotherme,  devra  être  vérifiée  quels  que 
soient  x,  y,  z.  Elle  se  dissociera  donc  en  N  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  en  X,  entre  les  n  coefficients  de  Téqua- 
tion  L  B=3  0;  ces  équations  sont   linéaires  par  rapport  aux 


—   IV  — 


dérivées  secondes,  et  comme  leur  nombre  esi  supérieur  au 
double  du  nombre  des  inconnues,  on  peut  espérer  qu*en  général 
elles  se  réduiront  à  un  nombre  de  N  —  n  équations  du  premier 
ordre,  formant  un  système  surabondanL  Par  suite,  sauf  le  cas 
que  nous  allons  dire  où  ces  N  —  n  éqiiations  ne  seraient  pas 
toutes  distinctes,  leur  système  intégrai  général  contiendra  au 
plus  n  constantes  arbitraires,  résultat  extrêmement  important, 
comme  on  le  verra  plus  bas.  Dans  le  cas  exceptionnel  mentionné 
tout  à  rbeure  au  contraire,  où  lelimination  des  dérivées  secondes 
ne  fournirait  ainsi  qu*un  nombre  n^k  d*équations  distinctes  du 
premier  ordre,  les  inconnues  se  trouveront  déterminées  par  un 
système  qui,  ramené  à  la  forme  dite  normale^  serait  d*ordre 
n  +  ky  et  conséquemment  il  ne  pourra  entrer  au  plus,  dans  leur 
expression  la  plus  générale,  que  ce  même  nombre  n  +  A:  de 
constantes  arbitraires. —  D  ailleurs,  dans  tous  les  cas,  comme  la 
question  ne  dépend  plus  que  d*équations  différentielles  ordi- 
naires, on  ne  risque  plus  de  laisser  échapper  les  solutions  sin- 
gulières, comme  dans  le  cas  où  la  question  était  traitée  au  moyen 
des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Le  reste  du  Chapitre  contient  la  recherche  des  familles 
isothermes  de  plans,  de  sphères,  de  surfaces  du  second  ordre, 
et  enfin  la  démonstration  de  ce  théorème  :  //  n'existe  pas  de 
famille  isotherme  de  la  forme  Ax"^  -4-  By*  -i-  Cz**  ■«  consl.,  si  m 
est  entier  et  supérieur  à  %  ChBCun  de  ces  différents  sujets  est 
traité  à  fond  et  minutieusement,  et  pour  chacun  d'eux  le  résultat 
confirme  exactement  les  prévisions  déduites  à  priori  de  la  théorie 
générale  que  nous  venons  de  résumer.  Il  convient  de  dire  un  mot 
en  particulier  des  surfaces  isothermes  du  second  ordre.  M.  de 
Salvert  démontre  deux  fois  qu'il  n  y  en  a  pas  d'autres  que  celles 
qu'avait  indiquées  Lamé.  Dans  TAppendice,  il  le  prouve  directe- 
ment, en  considérant  les  trente-cinq  équations  différentielles  dans 
lesquelles  se  décompose  (S)  quand  on  considère  une  surface 
générale  du  second  degré.  Au  moyen  de  notations  condensées, 
il  parvient  à  mener  à  bonne  fin  les  calculs  en  apparence  effrayants 
auxquels  conduit  son  ingénieuse  méthode,  et  à  retrouver  les 
résultats   obtenus   plus   simplement  dans  le  texte   même   du 


Mémoire.  Là»  il  cherche  et  trouve  les  surfaces  isothermes  de  la 
forme  Ax'  -f-  By*  h-  Cz*  =  H,  en  appliquant  la  méthode  basée 
sur  la  relation  (S),  puis  il  en  déduit  les  paraboloïdes  isothermes 
par  déformation  des  surfaces  primitivement  trouvées.  Effectuant 
ensuite  un  changement  de  coordonnées  rectilignes»  il  montre  que 
les  surfaces  isothermes  obtenues  antérieurement  contiennent 
alors  n  =  10  constantes  arbitraires,  et,  par  suite,  qu*ellcs  sont  les 
plus  générales  de  Tespèce  proposée.  Comme  conclusion,  il  énonce, 
en  les  complétant  selon  qu*il  vient  d'être  dit,  les  théorèmes  de 
I^mé  relatifs  aux  propriétés  des  quadriques  isothermes. 

Gomme  on  le  voit  par  cette  analyse  de  ces  deux  Chapitres,  ils 
contiennent  deux  résultats  principaux  sur  lesquels  il  convient 
d'appeler  Tattention.  En  premier  lieu,  une  méthode  ingénieuse 
pour  trouver  les  solutions  algébriques,  de  forme  déterminée, 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  en  n'intégrant  que  des 
équations  différentielles  ordinaires.  En  second  lieu,  la  preuve 
rigoureuse  de  la  non-existence  de  surfaces  isothermes  du  second 
ordre  autres  que  celles  découvertes  par  Lamé. 

Le  Mémoire  est  d'ailleurs  écrit  d'un  bout  h  laulre  avec  une 
clarté  remarquable;  partout  où  nous  avons  soumis  les  calculs  de 
l'Auteur  à  une  vérification  détaillée,  nous  les  avons  trouvés 
minutieusement  exacts  et  conduits  d'une  manière  élégante.  Peut- 
être  le  désir  de  donnera  son  travail  toute  la  perfection  didactique 
qu'il  comporte  a-t-il  parfois  entraîné  M.  de  Salvert  dans  dos 
détails  un  peu  longs,  principalement  dans  les  observations  qui 
précèdent  et  qui  suivent  les  calculs.  Mais  ce  défaut  s'excuse 
aisément,  si  l'on  a  égard  au  but  d'enseignement  oral  réalisé  par 
l'Auteur. 

Nous  proposons  donc  h  la  section  de  voler  l'impression  dos 
Chapitres  que  nous  venons  d'analyser  dans  le  tome  XIII  dos 
Annales  et  d'adresser  des  remerciements  à  l'Auteur. 

•  (Séance  du  2  mai  1889.) 


VI  — 


II 


Nous  avons  rendu  compte  anlcrieurement  des  deux  premiers 
chapitres  du  Mémoire  de  M.  de  Salvert,  consacrés,  le  premier, 
aux  propriétés  fondamentales  des  invariants  différentiels  Ài 
et  Aj  de  Lamé  et  aux  équations  du  mouvement  de  la  chaleur 
en  coordonnées  quelconques;  le  second,  à  la  recherche  et  aux 
propriétés  caractéristiques  des  surfaces  isothermes  du  premier  cl 
du  second  ordre. 

Nous  allons  maintenant  analyser  les  deux  chapitres  suivantv<%, 
où  la  question  de  la  détermination  des  systèmes  orthogonaux 
triplement  isothermes  est  traitée  complètement  dans  un  grand 
nombre  de  cas  particuliers,  et  où  elle  est  résolue  quant  à 
la  moitié  de  la  recherche  dans  le  cas  général. 

Au  début  du  Chapitre  III,  FAuteur  établit  d'abord  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  d'un  système  triplement  orthogonnl 
(juclconque,  trouvées  par  Lamé. 

Il  arrive  à  ces  équations  en  opérant  une  substitution,  invei\<:c 
(le  celle  de  l'illustre  géomètre,  dans  des  formules  qu'il  a  établies 
antérieurement  dans  son  Mémoire  sur  la  Courbure  des  Surfaces, 

Dans  ce  même  travail,  il  avait  obtenu,  entre  les  six  courbures 
principales  de  trois  surfaces  appartenant  à  un  système  orthogo- 
nal triplement  isotherme,  des  relations  que  Ton  ne  trouve  pi\< 
dans  Touvrage  do  Lamé  ;  transformées  de  la  façon  que  nous 
venons  de  dire,  ces  relations  lui  fournissent  le  premier  des  deux 
groupes  d*équations  aux  dérivées  partielles  de  ce  système,  savoir: 

^  ai}  ^R      ^  (TR  âP      ^  ^P  âQ 

P  — — ==Q +  R ,  etc.;     .    .    .    .    (I) 

[^p    ^*pi    r    <yp'      ^p'    <îo^Ri 

OÙ  (p,  ^,  w  sont  les  fonctions  définissant  les  coordonnées  curvi- 
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lignes,  devenues  variables  indépendantes,  comme  dans  les  calculs 
de  Lamé,  ei  où 


Ai'i/A|0  AitjAjf  AifAi^ 

Le  second  groupe  (2)  n'est  autre  que  celui  posé  par  Lamé 
pour  un  système  triplement  orthogonal  quelconque,  mais  toute- 
fois développé  complètement  par  le  calcul  des  dérivées  indiquées 
seulement  par  Tillustre  Auteur.  Les  trois  équations (1)  se  rédui- 
sent, d'aiileurs,  à  deux,  car  on  peut  établir  entre  elles  une  rela- 
tion identique  non  donnée  par  Lamé;  de  plus,  Tune  d'elles 
peut  être  remplacée  par  la  suivante,  qu'il  indique  au  contraire 
et  qui  correspond  à  un  beau  théorème  découvert  par  lui  : 

(^P'îQJR      (îP(yQ(îR_ 

rj'l    (^O    ^'f  (?Gr    ^p     (T-f    ~"       ' 

d'après  les  conditions  d'isothermie,  P  est  d'ailleurs  indépendant 
de  9,  Q  de  tj/,  R  de  st. 

Pour  résoudre  le  problème  que  s'est  proposé  M.  de  Salvert, 
il  faut  d'abord  intégrer  de  la  façon  la  plus  générale  les  équations 
(!)  et  (2),  puis  trouver,  au  moyen  d'un  autre  groupe  d'équations 
aux  dérivées  partielles  qui  lient  x,  y,  z  è^  9,  ^,  m,  les  anciennes 
(  oordonnées  en  fonction  des  coordonnées  curvilignes.  Dans  son 
Chapitre  IV,  M.  de  Salvert  résout  complètement,  et  de  la  ma- 
nière la  plus  heureuse,  la  première  de  ces  deux  questions.  Mais 
le  procédé  ingénieux  auquel  il  a  recours  repose  sur  des  calculs 
dont  la  légitimité  présuppose  qu'aucune  des  six  dérivées  par- 
tielles qui  entrent  dans  l'équation  (3)  ne  soit  constamment 
nulle.  Il  ne  s'applique  donc  pas  aux  cas  particuliers  où  quelques- 
unes  de  ces  dérivées  (deux  au  moins,  à  cause  de  l'équation  (3)) 
sont  nulles.  De  là,  la  nécessité  d'examiner  préalablement  ions 
CCS  cas  particuliers.  Tout  le  reste  du  Chapitre  III  (pp.  142-282) 
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est  consacré  h  une  discussion  minutieuse  de  ces  cas  qui,  géomc- 
iriquemeni,  correspondent  aux  sysièmes  triplement  isothermes 
dont  fait  partie  une  famille  de  surfaces  développables.  Il  ne  se 
contente  pas,  dans  ce  chapitre,  de  Tintégration  des  équations 
(t)  et  (2),  il  achève,  chemin  faisant,  la  solution  de  la  question 
en  déterminant  x,  i/,  z  par  l'intégration  du  second  système 
d'équations  aux  dérivées  partielles  dont  il  est  question  plus 
haut. 

Voici  i'énumération  des  problèmes  spéciaux  ainsi  abordés  suc- 
cessivement par  M.  de  Salvert  dans  les  cent  quarante  dernières 
pages  de  son  Chapitre  troisième. 

1**  Les  six  dérivées  partielles  de  la  relation  (3)  sont  identi- 
quement nulles.  Le  système  se  compose  de  trois  séries  de  plans 
parallèles,  perpendiculaires  deux  à  deux. 

2**  Cinq  des  dérivées  partielles  sont  identiquement  nulles.  Le 
système  ne  contient  que  des  cylindres  de  révolution  parallèles, 
des  plans  normaux  suivant  les  génératrices,  et  des  plans  paral- 
lèles. Pour  ce  second  cas  déjà,  de  même  que  pour  les  cinq  sui- 
vants, l'Auteur  invoque  les  théorèmes  relatifs  aux  propriétés 
caractéristiques  des  familles  isothermes  de  surfaces,  démontrés 
par  lui,  dans  ce  but,  au  cours  du  Chapitre  II,  et  qui  peuvent  seuls 
fournir  la  certitude  que  les  résultats  analytiques  renferment  bien 
la  totalité  de  la  solution. 

S*"  Quatre  des  dérivées  partielles  sont  identiquement  nulles. 
L'Auteur,  en  se  servant  habilement  des  équations  (1),  (2),  (3), 
montre  que  les  deux  dérivées  non  nulles  doivent  se  rapporter 
toutes  deux  à  une  même  fonction  P,  Q,  R,  puis  il  établit  succes- 
sivement par  deux  calculs  différents  que  le  système  se  compose 
de  deux  séries  de  cylindres  isothermes  parallèles ,  normaux 
entre  eux,  et  de  plans  perpendiculaires  à  leurs  génératrices. 
Enfin  il  déduit  des  formules  trouvées  pour  résulat  quatre 
exemples  de  systèmes  cylindriques  à  la  fois  orthogonaux  ci 
isothermes. 

4*"  Ti'ois  des  dérivées  partielles  sont  identiquement  nulles.  Ici 
encore,  à  cause  des  relations  (1),  (2),  (3),  ces  dérivées  nulles  ne 
sont  pas  arbitraires.  Chacune  des  trois  fonctions  P,  Q,  R  doit 
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avoir  une  dérivée  nulle,  mais  deux  de  ces  dérivées  nulles 
doivent  éire  prises  par  rapport  à  une  même  variable  cp,  <{;,  ou  cr, 
et  la  troisième  doit  être  prise  par  rapport  à  une  nuire  varinblr. 
1/Auteur  détermine  la  nature  du  système,  d'abord  en  s'aidant  de 
considéra  lions  géoniéiriques  ingénieuses,  puis  au  moyen  de 
l'analyse  ;  ensuite,  il  achève  complètement  la  solution.  Le 
syslème  comprend,  dans  le  cas  acluel,  des  sphères  concen- 
triques, des  plans  méridiens  passant  par  un  diamètre  de  la 
sphère,  et  des  cônes  de  révolution  autour  de  ce  diamètre. 

5"  Deux  des  dérivées  sont  identiquement  nulles.  Il  faut,  dans 
ce  cas,  que  ces  dérivét-s  appartiennent  à  des  fonctions  différentes. 
Deux  cas  subsidiaires  sont  alors  à  distinguer.  En  premier  lieu, 
si  les  dérivées  sont  relatives  à  des  variables  indépendantes  diffé- 
rentes, par  un  choix  convenable  de  nouvelles  variables  indé- 
pendantes, Fauteur  ramène,  pour  ce  cas,  les  équations  du  pro- 
blème à  une  forme  identique  à  celle  qui  a  déjà  été  rencontrée 
lors  du  cas  précédent  3",  relatif  aux  cylindres.  Le  système  se 
compose,  dans  ce  premier  cas,  de  sphères  concentriques,  et  de 
deux  séries  de  cônes  isothermes  ayant  pour  sommets  le  centre 
des  sphères.  L'Auteur,  dans  une  proposition  qu'il  croit  nouvelle, 
signale  ensuite  un  choix  de  variables  auxiliaires  qui  permet  de 
comprendre  dans  un  même  type  de  formules  générales  tous  les 
systèmes  orthogonaux  et  isothermes,  soit  de  cônes,  soit  de 
cylindres,  et  il  indique  également  le  choix  qu'il  faudra  faire  des 
fonctions  arbitraires  qui  y  figurent  pour  en  tirer  notamment  les 
deux  systèmes  importants  composes,  soit  de  cônes,  soit  de 
cylindres,  homofocaux  du  second  ordre. 

En  second  lieu,  les  deux  dérivées  nulles  peuvent  être  prises 
par  rapport  à  une  même  variable.  Pour  ce  second  cas,  qui  offre 
un  exemple  remarquable  d'application  de  la  réciproque  (signalée 
antérieurement  par  M.  de  Salvert)  d'un  théorème  dû  à  Lamé,  la 
solution  est  obtenue  en  intervertissant  les  fonctions  inconnues 
et  les  variables  indépendantes  Le  système  se  compose  alors  de 
plans  passant  par  im  même  axe,  et  de  deux  familles  de  surfaces 
de  révolution  autour  de  cet  axe;  les  méridiens  sont  des  ellipses 
et  des  hyperboles  homofocales.  L'Auteur  fait  observer  avec  raison 
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quil  est  assez  curieux  que,  dans  le  cas  précédent,  la  solution 
contienne  deux  fonctions  arbitraires,  tandis  que,  dans  le  cas 
actuel,  elle  ne  renferme  que  des  constantes  arbitraires. 

Après  avoir  épuisé  ainsi,  dans  le  Chapitre  III,  tous  les  cas 
spéciaux  où  deux  des  six  dérivées  partielles  sont  identiquement 
nulles,  M.  de  Salvert  peut  aborder  le  cas  général,  dans  le  Cha- 
pitre IV.  Il  peut  multiplier,  diviser  les  équations  du  problème  et 
leurs  transformées,  par  ces  six  dérivées,  sans  craindre  d'introduire 
ou  de  supprimer  des  solutions. 

Tout  d*abord,  après  diverses  transformations,  dérivations,  etc., 
il  démontre  que  Ton  a 

P--hW  +  n,(a)]»,    Q=[n,(a)  +  *,(?)J»,    R=-r[*i(?)  +  Y,(^)]«, 

lexposant  n  étant,  pour  le  moment,  encore  indéterminé.  En 
substituant  ces  valeurs  de  P,  Q,  R,  évidemment  trop  générales, 
dans  réquation  (3),  et  dans  la  somme  des  trois  équations  (1), 
on  parvient  à  réduire  à  trois  les  fonctions  qu'elles  contiennent. 
On  trouve 

P  =-  «  [t  (^)  -  n  (a)]",         Q  =  p  [n  (a)  -  ♦  (?)]% 

Une  transformation  des  équations  (2)  permet  ensuite  de  prou- 
ver que  n,=  1,  résultat  important,  qui  ramène  dès  lors  les 
expressions  à  la  forme  assignée  par  Lamé  sans  démonstration, 
dans  son  ouvrage  classique. 

Une  fois  arrivée  ces  expressions,  l'Auteur  établit,  en  quelques 
pages,  que  chacune  des  trois  fonctions  <&,  ^,  IT  satisfait  à  une 
même  équation  différentielle  du  cinquième  ordre  y  savoir,  en  appe- 
lant u  Tune  quelconque  de  ces  fonctions. 


"[k^m 


'0, (4) 


proposition  remarquable,  qui  n'est  énoncée  ni  dans  l'ouvrage  de 
Lamé,  ni  dans  le  mémoire  de  Betti  sur  la  question.  Toutes  les 
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solutions  du  problème  non  obtenues  dans  le  Chapitre  III  sont 
donc  contenues  virtuellement  dans  Téqualion  (4).  Lamé, 
remarque  M.  de  Salvert,  a  trouvé  la  solution  complète,  mais 
les  raisonnements  par  lesquels  il  y  est  arrivé  semblent  si  peu 
prouver  qu*aucun  cas  nVsl  oublié,  qu'il  était  indispensable,  pour 
la  validité  de  la  théorie,  de  rétablir  directement.  C'est  ce  que 
permet  de  faire  Téquaiion  (4). 
On  trouve,  en  riniégranl, 


r/<^ 


—  =  1/ A  (t  -^  a*)  (4»  -4-  6*)  (*  -f-  c'), 
(if 

I»  =»  —  a*c/i*  igf  -^  h)  —  6'  sn'  {gf  -♦-  h), 


et  des  formules  analogues  pour  V,  II.  Ces  valeurs  des  trois  fonc- 
tions ^,  ^,  n,  et  les  valeurs  correspondantes  de  P,  Q,  R,  con- 
tiennent des  constantes  surabondantes  qu'il  s'agit  de  déterminer 
en  exprimant  que  P,  Q,  R  vérifient  les  équations  (2). 

Si  Ton  voulait  faire  directement  cette  détermination,  on  serait 
conduit  à  des  calculs  inextricables,  où  l'on  devrait  manier  des 
équations  contenant  de  six  à  sept  cents  ternies.  L'Auieur  introduit 
de  nouvelles  variables,  de  nouvelles  constantes,  les  détermine 
toutes  au  moyen  de  dix  d'entre  elles  par  la  considération  do 
valeurs  spéciales  des  variables,  et  parvient  à  prouver,  au  moyen 
de  transformations  nouvelles,  que,  sans  plus  particulariser  les 
résultats  obtenus,  ils  vérifient  les  équations  (2). 

Nous  croyons  inutile  de  transcrire  ici  les  valeurs  définitives 
de  <t,  m,  n.  L'Auteur  termine  le  chapitre  en  démontrant  la  pro- 
priété suivante  :  Si  l'on  prend  pour  variables  indépendantes  les 
fonctions  0,  ^,  Il  à  la  place  de  cp,  ^^  iet,  l'expression,  pour  le  cas 
le  plus  général,  des  trois  invariants  A,,  relatifs  à  ces  nouvelles 
coordonnées,  est  exactement  la  même,  à  un  même  facteur 
constant  près,  que  pour  le  système  ellipsoïdal.  Cela  permet  de 
soupçonner  une  remarquable  connexité  entre  la  solution  du  pro- 
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blême  à  résoudre  dans  le  cas  le  plus  général,  et  dans  celui 
du  système  ellipsoïdal  ;  mais  c  est  dans  le  chapitre  suivant  que 
TAuteur  mettra  cette  connexiié  en  pleine  lumière.  . 

Tel  est  le  résumé  des  Chapitres  111  et  IV  du  Mémoire  de 
iM.  de  Salvert,  sur  lequel  nous  sommes  chargé  de  faire  rapport. 
Nous  ne  pouvons  dissimuler  qu*il  y  a,  en  plus  d*un  endroit,  des 
longueurs  de  rédaction,  mais  c*esi  le  seul  défaut  de  ce  travail  con- 
sidérable. Nous  devons  avouer  d'ailleurs  que  certains  détails  un 
peu  longs,  que  nous  avons  critiqués  dans  le  Chapitre  11,  lors  de 
notre  précédent  rapport,  étaient  à  peu  près  indispensables  pour 
Tintelligence  du  troisième;  et,  sans  doute,  quelques-uns  des 
passages  qui  aujourd'hui  nous  semblent  inutiles  ont  aussi  leur 
raison  d'être,  en  vue  de  développements  ultérieurs.  Nous  ne 
voulons  donc  pas  insister  sur  le  défaut  indiqué  ici  en  termes 
généraux. 

Mais  nous  nous  plaisons  à  signaler  les  qualités  du  Mémoire  de 
notre  confrère  de  Lille.  L'intégration  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles non  linéaires,  telles  que  les  équations  (1)  (2)  (et  aussi  les 
équations  principales  du  Chapitre  III),  constitue  un  problème  réel- 
lement difficile,  pour  la  solution  duquel  il  n'existe  aucune  méthode 
générale.  Les  autres  auteurs(*),qui  ont  traité  depuis  Lamé  la  ques- 
tion des  surfaces  orthogonales  triplement  isothermes  ont  reculé 
devant  la  difficulté  de  l'intégration  des  équations  (!),  (2),  et  ont 
préféré  obtenir  la  solution  par  d'autres  voies.  Autant  que  notre 
incompétence  dans  la  théorie  des  surfaces  nous  permet  d  appré- 
cier la  méthode  directe  et  plus  élémentaire  de  M.  de  Salveri,  il 
nous  semble  qu'en  ramenant  l'intégration  des  équations  (1)  (2) 


(*)  0.  Bonnet  a  simplifié  la  solutioa  de  Lamé  dans  deux  mémoires  insérés  dans  le  tren- 
tième cahier  du  Journal  de  VEcole  polytechnique  et  le  tome  XI  Vdu  Journal  de  Liouville 
aS^,  pp.  40i-4i6).  Darboux  a  traité  des  questions  plos  générales  dans  le  %  XII  de  son 
mémoire  Sur  lei  sur/acex  orthogonales  (Annales  de  l'École  normale  supérieure,  1886, 
t  UI,  pp.  97-141)  et  dans  les  SS  XVil-XX  de  son  mémoire  sur  la  théorie  des  coordonnées 
curvilignes  et  des  systèmes  orthogonaux  (Ib.,  ^  série,  i878,  pp.  101-liSO;  â35-S60; 
â75-3S8}.  Betti,  Sopra  i  siuemi  di  superficie  isoterme  e  ortogoncdi  (Annali  di  Mate- 
matica,  9<  série,  t.  VUI,  pp.  188-1 4i(,  1877)  esquisse  la  solution  dans  le  cas  général  par 
une  méthode  originale,  mais  dont  le  point  de  départ  est  loin  d'être  élémenuire. 
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à  celle  de  Inéquation  unique  (4),  il  a  fait  faire  un  progrès  sérieux 
à  la  théorie  des  systèmes  orthogonaux  triplement  isothermes. 
Sans  doute,  si  Lamé  avait  rencontré  cette  équation  (4),  il  aurait 
trouvé,  dans  la  simplicité  même  de  ce  résultat,  une  raison  suffi- 
sante pour  croire  qu'elle  contenait  implicitement,  non  seulement 
le  point  de  départ  de  la  recherche  des  systèmes  orthogonaux  tri- 
plement isothermes,  dans  le  cas  général,  mais  aussi  dans  les  cas- 
limites,  que  M.  de  Salvert  a  étudiés  si  minutieusement  dans  son 
Chapitre  III.  Au  point  de  vue  didactique,  ce  Chapitre  III  est  d'ail- 
leurs un  bel  exemple  de  discussion  complète  de  tous  les  cas  par- 
ticuliers d*une  question.  Rien  n'y  est  oublié  :  l'Auteur  aborde  et 
résout  toutes  les  diSicuItés,  au  fur  et  à  mesure  qu'elles  se  pré- 
sentent, sans  redouter  aucun  calcul.  Dans  le  Chapitre  IV,  il  sub- 
divisé non  moins  habilement  la  question,  de  manière  à  guider 
pas  à  pas  le  Lecteur  jusqu'au  résultat  final,  sans  jamais  exiger  de 
lui  une  trop  grande  contention  d'esprit*  L'exposition  est  d'une 
clarté  extrême  d'un  bout  à  l'autre  des  deux  cent  treize  pages 
dont  se  composent  les  Chapitres  111  et  iV  du  Mémoire. 

Nous  proposons  donc  à  la  section  de  voter  l'impression  de  ces 
deux  chapitres  dans  le  tome  XiV  de  nos  Afinales,  et  d'y  joindre 
l'introduction  historique,  où  l'Auteur  indique  à  grands  traits  le 
but  et  l'esprit  de  son  travail  en  même  temps  que  l'état  antérieur 
de  hi  question. 

(Séance  du  15  avril  1890.) 


RAPPORT 

Iirésenté  à  la  Première  Section  de  la  mœi^i^  4rr«^M«#/i9w«  am 
mrtÊor^u^ëy  par  M.  G.  HUMBERT,  Ingénieur  an  Corps  des 
Mines,  Répétitenr  à  TÉcoIe  Polytechnique,  snr  le  Chapitre  VI 
et  dernier  du  Mémoire  de  M.  le  V<«  de  Salvert,  ayant  ponr 
titre  :  •  Mémoire  snr  la  Recherche  la  plus  générale  d'un 
Système  Orthogonal  triplement  Isotherme  »• 


La  dernière  partie  du  Mémoire  de  M,  le  Vicomte  de  Salvert 
—  Mémoire  dont  les  cinq  premiers  Chapitres  ont  été  insérés 
dans  les  Annales  —  a  pour  but  l'application  à  diverses  ques- 
tions de  Géométrie  et  de  Mécanique  des  coordonnées  que  TAuteur 
nomme  Thermoméiriques. 

Dans  ce  système,  les  Coordonnées  Cartésiennes  d*un  point 
quelconque  de  Tespnce  s*expriment  en  fonction  doublement 
périodique  de  trois  arguments,  u,  v^w\  les  formules  obtenues 
par  M.  de  Salvert  sont  remarquablement  simples  et  symétriques, 
et  les  arguments  u,  t;,  to  y  figurent  sous  les  signes  classiques  des 
fonctions  elliptiques  <n,  en,  et  dn  ;  toutefois  les  fonctions  ellip- 
tiques introduites  sont  formées  avec  trois  modules  différents. 
D'autres  formules,  non  symétriques  cette,  fois  et  déduites  des 
précédentes,  ne  renferment  que  les  fonctions  <n,  en,  dn  formées 
avec  deux  modules  complémentaires.  Les  limites  entre  lesquelles 
on  doit  faire  varier  les  arguments  pour  obtenir  tous  les  points 
de  Tespace  sont  établies  avec  précision;  dans  celte  question  s'in- 
troduisent naturellement  les  intégrales  complètes  de  première 
espèce,  relatives  aux  trois  modules  primitifs  et  aux  trois  modules 
complémentaires;  elles  sont  liées  entre  elles,  et  aux  intégrales 
complètes  de  seconde  espèce,  par  des  relations  simples,  qui  sont 
démontrées  par  deux  méthodes  difTérentes. 

£n  Coordonnées  Thermométriques,  l'élément  de  volume  se 
présente  sous  la  forme  d'un  déterminant  dont  les  trois  colonnes 
contiennent  chacune  une  et  une  seule  des  variables  u,  v,  tu;  cette 
remarque  capitale  conduit  l'auteur  du  Mémoire  à  des  applica- 
tions nombreuses. 


Si  l*on  considère,  en  effet,  le  parallélipipède  curviligne  dont 
les  faces  sont  formées  par  trois  couples  de  surfaces  homofocales 
du  second  ordre,  appartenant  chacun  è  une  famille  différente,  la 
forme  trouvée  pour  Télément  de  volume  montre  que  Tintégrale 
triple  qui  exprime  le  volume  du  solide  se  ramènera  è  des  inté- 
grales simples,  portant  séparément  sur  u,v^w:  cela  est  évident 
si  Ton  observe  que  les  surfaces  u^^const.,  t;  =  const.,  u7  =  const. 
sont  les  trois  famifles  d'un  système  homofocal  du  second  ordre. 
Une  propriété  analogue  appartient  aux  inlégralesy]/y  (yz)*""*"*  dM 
ei/Jyac^dii^  dM  désignant  Télément  de  masse  (ou  de  volume). 

Les  quadratures  auxquelles  on  est  ainsi  ramené  peuvent  se 
calculer  de  deux  manières. 

On  peut  d'abord  prendre  pour  nouvelles  variables,  à  la  place 
de  ti,  V,  U7,  des  quantités  que  fauteur  appelle  p^  9,  r,  et  qui  sont 
respectivement  des  fonctions  elliptiques  simples  de  u,v,w;  une 
seconde  méthode  consiste  à  conserver  les  anciennes  variables,  et 
à  intégrer  directement  les  fonctions  doublement  périodiques  qui 
se  présentent  au  cours  des  calculs.  Le  premier  procédé  est  celui 
que  développe  et  qu'emploie  presque  exclusivement  M.  de  Sal- 
vert. 

Les  conclusions  analytiques  auxquelles  on  parvient  ainsi  sont 
les  suivantes  :  les  intégrales ^^(2/2)**^*  dM  se  ramènent  à  des 
sommes  d'intégrales  triples  de  la  forme 

///F{p)F,(q)?,{r)dpdqdr, 

où  F,  F|,  F2  sont  des  polynômes  entiers;  quant  aux  intégrales 
f/J*  x*dM,  leur  calcul  se  réduit,  en  dernière  analyse,  à  celui 
d'intégrales  elliptiques  classiques.  Toutes  les  transformations, 
tions,  souvent  longues  et  compliquées,  par  lesquelles  on  établit 
ces  résultats,  sont  exposées  et  conduites  avec  beaucoup  de  clarté 
et  d'élégance. 

A  titre  d'exemple,  l'Auteur  détermine  le  centre  de  gravité,  le 
volume,  les  plans  principaux  et  les  moments  principaux  d'inertie 
du  solide  considéré  plus  haut;  les  calculs  sont  toujours  poussés 
jusqu'au  bout,  et  vérifiés  chaque  fois  dans  le  cas-limite  où  le 
corps  se  réduit  à  un  octant  d'ellipsoïde;  malheureusement  les 
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formules  générales   sont  assez  compliquées,  et  ne  paraissent 
entraîner  aucune  conséquence  géométrique  immédiate. 

Une  application  d*nn  intérêt  moins  théorique  est  la  détermi- 
nation de  faction  totale  exercée,  suivant  la  loi  d'attraction  de 
Newton,  par  un  ellipsoïde  homogène  qtieiconque  sur  le  solide 
considéré;  la  question  est  complètement  résolue  et  les  formules 
finales  sont  prêtes  pour  le  calcul  numérique.  Comme  conséquence 
se  présente  cette  proposition  intéressante  :  lorsque  le  centre  de 
gravité  de  Fellipsoîde  et  celui  du  solide  coïncident.  Faction  se 
réduit  à  un  couple  qui  tend  à  faire  tourner  le  corps  attiré  autour 
du  centre  de  gravité  commim. 

Enfin,  la  seconde  méthode  de  caKul  des  intégrales  triples  à 
laquelle  nous  avons  fait  allusion  plus  haut  est  exposée  dans  un 
appendice  (Note  VI);  M.  de  Salverl  évalue,  en  conservant  les 
variables  w,  t;,  w,  Vinicf^rsile  JJJ'xdM  :  la  longueur  des  calculs 
met  en  évidence  Tavantage  que  présente  Tintroduction  des 
variables  p,  9,  r. 

Peut-être  cet  avantage  eût-il  été  moins  réel  si  Fauteur  avait 
employé  les  Coordonnées  Thermomélriques  sous  la  forme  que 
leur  donne  Halphen  dans  son  Traité  des  Fonctions  Elliptiques 
(tome  14,  f)ages  458  et  suiv.);  Fintroduction  des  fonctions  p  et  <j 
de  M.  Weicrstrass  permet  d'exprimer  les  Coordonnées  Carté- 
siennes d'un  point  quelconque  de  l'espace  à  l'aide  de  trois  argu- 
ments u,  v,  ti7,  d'une  manière  aussi  simple  et  aussi  symétrique 
que  Fa  fait  M.  de  Salvert;  de  plus,  les  fonctions  p  et  9  des  argu- 
ments qui  figurent  dans  les  formules  d'Halphen  ont  un  seul  et 
même  module.  L'élément  de  volume  se  présente,  à  un  facteur 
constant  près  (page  461  ),  sous  la  forme 

{pu — pv)  (pv  —  pw)  (pw  —pu)  (lu  (Iv  du\ 

qui  parait  l'emporter  en  simplicité  sur  le  déterminant  de  M.  de 
Salvert;  c'est  ainsi  que  le  volume  du  solide  étudié  dans  le 
Mémoire  se  calcule  pour  ainsi  dire  immédiatement,  puisqu'on 
connatl  les  intégrales  ypu  du  eij^p^u  du\  de  même,  les  inté- 
grales iriplcs  jyy  xd}A  ei///  (yz)dM  sont  faciles  à  réduire  en 
prenant  pour  variables  \/pu  —  e, ,  K/;r  — e,,  \/pw  —  e,,  ce  qui 
correspond  au  changement  de  variables  fait  par  M.  de  Salvert. 
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En  résumé,  le  fascicule  qui  nous  a  été  adressé  renferme  des 
résultats  analytiques  et  géométriques  intéressants,  et  Ton  ne  peut 
qu  admirer  Thabileté  avec  laquelle  TAuteur  les  a  élablis^en  sur- 
montant les  diflicultés  des  calculs  algébriques  et  la  complication 
des  formules;  les  démonstrations  et  les  discussions  sont  menées 
avec  autant  do  sûreté  que  de  rigueur.  Nous  prions  la  Société 
d*en  voter  Tinsertion  aux  Annales,  à  la  suite  des  remarquables 
Chapitres  déjà  publiés. 

A  Tun  de  ces  Chapitres  se  rapporte  une  nouvelle  Note(NoteV), 
qui  contient  une  démonstration  simple  du  Théorème  d'Abel  pour 
les  intégrales  hyperelliptiques  de  genre  deux;  c'est  une  consé- 
quence naturelle  de  résultats  établis  et  publiés  par  M.  de  Salvcrt; 
elle  fait  corps  avec  les  premières  parties  du  Mémoire,  et  nous  ne 
pouvons  qu'en  demander  également  la  publication. 


(Séance  du  37  Octobre  1892.) 


ANALYSE 

présentée  par  TAuteur,  de  la  Note  V  de  F  Appendice  du  «  Mémoire 
sur  la  Recherche  la  plus  (générale  d'un  Système  Orthogonal 
triplement  Isotherme  ». 


Le  Mémoire  Sur  la  Recherche  la  plus  générale  d'un  Système 
Orthogonal  triplement  Isotherme^  ainsi  que  les  Mémoires  précé- 
dents Sur  la  Théorie  de  lu  Courbure  des  Surfaces  et  Sur  l'Emploi 
des  Coordonnées  Curvilignes  (Annales  de  la  Société  Scientifique 
DE  Bruxelles,  Tomes  V,  X,  et  XI)  auxquels  il  fait  suite,  mani- 
fesienl  clairement,  comme  inspiration  originaire  et  comme 
objectif  commun,  la  pensée  de  reprendre  en  entier,  pour  Tadapier 
à  rétat  présent  de  l'Analyse  et  Tapproprier  aux  exigences  rigou- 
nuses  de  TEnseignement  classique  en  sa  forme  actuelle,  toute 
la  partie  de  l'œuvre  admirable  de  Lamé,  qui  se  rapporte  à 
la  notion  si  féconde  des  Coordonnées  Curvilignes.  Cette  donnée 
étant  admise,  la  Note  V  de  V Appendice  dudit  Mémoire,  insérée 
au  Tome  XVI  de  ces  Annales^  correspond  exactement,  dans  le 
plan  de  TAuteur,  à  In  partie  théorique  des  Leçons  sur  les  Fonc- 
tions Inverses  des  Transcendantes  (*)  dans  Tœtivre  de  Lamé, 
mais  en  étendant,  toutefois,  comme  on  va  le  voir,  notablement 
le  terrain  étudié  par  rilltistre  Géomètre  dans  cet  ouvrage,  ei  en 
nVnvisageant  exclusivement,  comme  éléments  analytiques,  pour 
représenter  les  différentes  transcendantes,  que  les  types  classi- 
ques eux-mêmes,  aux  lieu  et  place  des  types  très  voisins,  mais 
non  identiques,  considérés  par  lui,  et  dont  Tusagc  ne  s  est  jamais 
répandu. 

En  effet,  Tétroiie  connexité,  qui  existe  essentiellement  entre 
la  notion  des  Intégrales  Elliptiques  et  celle  du  Système  triple- 


(*)  Nous  voulons  diw  louie  la  première  moitié  de  cet  ouvrage  (pages  1-J95).  la  seconde 
ayant  trait  à  des  applicilions  à  lu  Physique  Maihématiqur  (Problème  de  l't^quilibre  de 
Température  pour  divers  corps  successivement  étudiés^ 


ment  Isotherme  quelle  que  soit  la  forme  adoptée  pour  les  calculs 
qui  devront  aboutira  la  découverte  de  ce  Système,  devait  inviter 
tout  naturellement,  aussi  bien  le  modeste  commentateur  que 
rillustre  créateur  de  la  théorie,  à  déduire  immédiatement  de 
ces  calculs  une  démonstration  facile  et  intéressante  des  for- 
mules fondamentales  des  Fonctions  Elliptiques, dont  la  notion  se 
trouve  alors  ressortir  de  la  question  elle-même.  Mais,  tandis  que 
Lamé  borne  son  élude  aux  seules  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce,  TAuteur  de  la  Note  en  question  y  considère  succes- 
sivement, pour  en  établir  les  formules  d*addition,  non  seulement 
les  trois  espèces  de  fonctions  elliptiques  à  la  fois,  mais  encore 
les  transcendantes  qui  sWrent  dans  le  Calcul  intégral,  immé- 
diatement après  celles-là  par  ordre  de  complication,  nous  voulons 
dire  les  Fonctions  Hyperclliptiques  de  la  première  classe,  et  en 
outre  comme  point  de  départ,  et  à  litre  d'instrument  général 
pour  procéder  à  cette  étude,  le  célèbre  théorème  d'Abel,  dont  la 
notion  ressort  également  d*elle-méme  des  théories  et  des  calculs 
développés  antérieurement,  en  vue  d'arriver  précisément  à  la 
définition  géométrique  du  Système  triplement  Isotherme. 

Voici,  au  reste,  Tindicalion  sommaire  de  Tobjet  et  des 
résultats  de  chacun  des  cinq  paragraphes  dont  est  composée  In- 
dite Note  intitulée  :  Sur  une  démonstration  élémentaire  du  Théo- 
rème d'A  bel^  pour  le  cas  particulier  des  Fonctions  Hyper  elliptiques, 
renfermée  implicitement  dans  les  résultats  de  la  Note  III  précé- 
dente. 

Suivant  que  Tindique  ce  titre,  dans  le  premier  paragraphe,  le 
théorème  en  question  est  déduit  très  aisément  des  calculs  déve- 
loppés pour  un  tout  autre  objet  dans  une  Note  antérieure,  sous 
la  forme  suivante  : 

«  5î  Cou  désigne  par  F  (p)  un  polynôme  quelconque  du  cin- 
»  quième  degré  à  facteurs  simples,  que  l'on  pourra  toujours 
»   représenter  par 

(1)  F(e)  =  (p  H-  (,*)(p  +  6^)(p  -h  c*j(i'  H^  Up  -+-  V), 
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»   et  si  l'on  fait,  en  outre,  comme  pour  le  SyMèttte  triplement 

•  Isotherme^ 

_  (fl'•»-A)(fl»-^A^)(a'-^v)  __  (6*-4-A)(//.^A*)(6Vy) 

l       ~      (a«— A«)'(â«-c«)      *  "      (/>«  — r«)(ft«-.a«, 

(2)      { 

•  le  système  différentiel  hifperelUpttque  à  trois  variables 

dx               dfi              dv                         Xr(/\            fjidpL            vdv 
(5)        — -4-  H zrz==0,        — ^^:;^  H :::::2  H =  0. 

i^F^x)      1/F(m)      l/P^v)  l/F(x)      l/F(ft)       ï-^F^v) 

■  OM/re  l'intégrale  transcendante  évidente 

y^  d\      r  du       r  dv  rxtix      r  f^^h     r^^^ 

1/F(A)    ^  V'V\h)    •>^  l/FÔô  -^  \/F(X)    ^l/Ff*)    *J  V^{y) 

■  admettra  encore  l'intéf/rale  algébrique  formée  des  deux  équations 
(y^^tj.f   -*-  («Z— vX)*  -f-  (6X— aY)* 


(5) 


a*(rY-  6Z)^  +  /,«,aZ— rX)*-4-r*(6X— «Y)* 

==  6V««-^  c«a*6«-h  a*/>V'-  V , 

•  dans  lesquelles  a,  6,  y  sont  trois  constantes  supposées  liées  par 
»   la  seule  relation 

(6)  «»  +  €• -+-r*=  I, 

»   d«  manière  que  deux  d'entre  elles  demeurent  complètement 
»  arbitraires.  ■ 

Ce  résultat  a  été,  depuis  l'impression  de  la  Note,  généralisé 
par  TAuteur  pour  un  nombre  quelconque  de  variables,  telles  que 
^'.  1^9  V-  (Voir  Comptes  Rendus,  Séance  du  6  Février  î  893.)  Il  n'est 
malheureusement  pas  susceptible,  en  cette  forme,  d'être  rapporté 
ici  parce  qu'il  exigerait  de  trop  longues  explications,  mais  il  sera 
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possible  néanmoins  cl*en  donner  un  aperçu,  en  indiquant  égale- 
ment, eomme  il  suit,  celle  que  revêt  la  même  solution  pour  le 
cas  immédiatement  suivant  de  quatre  variables  X,  p,  v,  6. 

«  5t  l'on  désigne  semblablement  par  f(w),  <^(w),  et  F(tt)),  les 
»   trois  poh/nômes  à  facteurs  simples, 

/(«)=(û)^-a*)(tf-4-6')(«-4-c")(«-*-rf*).      <^(«)  =  («-♦- A)  («-Hfi)(«-*-y)(«-4-d), 

F(»)  =  /"(«)  (»'  ■+  Uû)«  -♦-  Vo  +.  W) , 
■    et  si  l'on  fait,  par  analogie  avec  les  expressions  précédentes ^2)9 


<«)   -^'-w^bô'  ^-=?^i'  ^-^r:^'  ^-^7^- 

»  le  système  différentiel  hyperelliplique  à  quatre  variables,  dans 
»  t écriture  duquel  nous  faisons,  pour  abréger,  p  =  ).,  ^,  y,  9, 
»   savoir 

(9)  2^  =  0,        2-^  =  0,        l^È^-o, 

f  \/F(p)  P  l/F(p)  /»  l/F,p) 

••   outre  l'intégrale  Iratucendanle  évidente 

(,o)    5/-^=w.,     2A^=-w,.    If^^w., 

»  admettra  encore  rintégrale  algébrique  formée  des  trois  équa- 
«   lions 

I        1/  +  M*  ^  N*  -*-  P*  -H  Q*  -*-  R« 
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B  dam  lesquelles,  L,  M»  N,  P,  Q,  R  tenanl  lieu,  pour  abréger, 
»  des  six  différences 

(  L  =  6X  —  «Y  ,        M  =  rX  —  aZ,        N  =  «  —  «T, 
I  P==rY  — 6Z  Q=^Y— 6T,        R  =  (W:-rT, 

•  a,  S,  y,  d  désignetii  de  nouveau  quatre  constantes  liées  par  la 
m  seule  relation 

(15)  a*^-6»  +  y«^(î*-«1, 

»  de  manière  que  trois  d'entre  elles  demeurent  encore  entièrement 
»   arbitraires,  » 

Ces  deux  résultats,  ainsi  formulés,  constituent,  pour  les  deux 
cas  successivement  envisagés  de  trois  ou  de  quatre  variables, 
renoncé  complet  du  théorème  d'Abcl,sous  la  forme  même  où  il 
est  présenté  par  Jacobi  dans  le  paragraphe  final  (§  8,  p.  11)  du 
célèbre  Mémoire  intitulé  :  Considerationes  générales  de  Transcen- 
dentibus  Abelianis  (Journal  de  Crellb,  Tome  IX,  p.  394),  mais 
en  y  ajoutant  à  chaque  fois  Tindication  de  la  forme  explicite  de 
rintégrale  algébrique  dont  Ténoncé  de  Tillustre  Auteur  se  borne 
à  certifier  rexistence,sans  produire  toutefois  cette  intégrale  elle- 
même.  Enfin,  étant  joints  à  la  communicatfon  susmentionnée 
tout  à  l'heure  {Comptes  Rendus  du  6  Février  1893),  dont  ils  con- 
stituent les  deux  cas  particuliers  les  plus  simples,  ils  fournissent 
la  réponse  complète  au  desideratum  formulé  par  la  dernière 
phrase  du  magistral  exposé  que  nous  venons  de  citer  à  Finstant, 
et  qui  a  fondé,  pour  la  première  fois,  sur  ses  véritables  bases  la 
théorie  des  transcendantes  abeliennes  :  t  Ita  etiam  operœ  pre- 
»  tium  fore  credimus,  duarum  illarum  œqualionum  differentia- 
■  lium  iniei' très  variabiles  dua  integralia  compléta  algebraica, 
»  sive  generalius  m  —   1   œquatiouum  illarum  differentialium 

•  inter  m  variabiles  m  —  1  integralia  compléta  algebraica,  per 
»  methodos  directas  iniegrationis  investigare,  atque  ita  nova 
>  nec  minus  singulari  demonslratione  Theorema  Abelianum 
»  adomare  ». 

Toutefois,   TAuieur  de  la  Note  analysée  ne  se  borne  pas  à 
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celte  seule  forme  du  Théorème  d^Abel  ;  mais,  au  moyen  de  trans- 
formations faeilesjl  en  déduit  encore  celle  plus  propre  aux  appli- 
cations pratiques,  sous  laquelle  ce  même  théorème  est  présenté, 
dans  Texcellent  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique  de 
M.  Jordan,  et  qui  est  une  générah'sation  aussi  large  que  possible 
de  Tautre  forme  sous  laquelle  ce  même  théorème  est  énoncé  en 
premier  lieu  par  Jacobi  dans  le  §  2  (page  5)  des  Considerationes 
que  nous  venons  de  citer. 

Dans  le  second  paragraphe  de  la  Note  analysée, TAuieur  pro- 
duil  semblablement  la  forme  explicite  des  formules  d'addition 
des  deux  fonctions  hyperelliptiques,que  nous  représenterons  par 
?  (ti,  t;)  et  0/  (Uf  v\  dont  il  est  question  dans  le  théorème  du  §  6 
(pp.  8-9)  des  mêmes  Considerationes ^  formules  dont  Texistence 
est  encore  certifiée  simplement  par  Ténoncé  de  Tillustre  Géo- 
mètre, sans  aucune  indication  sur  la  forme  même  de  ces  équa- 
tions. Dans  ce  but,  T  Auteur  envisage  d'abord,  à  la  place  des  deux 
fonctions  précitées,  deux  autres  <I>  (u,  v)  et  W  (ti,  v),  appartenant 
à  la  même  catégorie  analytique,  c'est-à-dire  ne  différant  des  pré- 
cédentes que  par  l'introduction,  dans  chacun  des  arguments, 
d'une  certaine  constante  additive  [tout  comme  le  cosinus  se  rat- 
tache au  sinus  par  la  relation  cos  x  =  sin  (x  h-  |)]  ,  ou  ,  en 
d'autres  termes,  telles  que  Ton  ait 

et,  avec  ces  nouvelles  fonctions,  si  l'on  convient  alors  de  repré- 
senter par  Xj,  Y-i,  Z|,  ou  par  Xj,  Yj.  Z^,  ce  que  deviennent  les 
quantités  X,  Y,  Z  définies  par  les  équations  (2)  ci-dessus,  après 
que  l'on  y  a  remplacé  X,  /ji,  y  respectivement  par 

OU  par 

les  formules  d'addition  annoncées  par  Jacobi  seront,  sous  forme 
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(16) 


explicite,  pour  lesdites  fonctions  ^  et  W^  les  deux  suivantes  : 

(Y,Z,-Z,Y,)»  H-  (Z.X.-X.Z,»*  ^  (X,Y,-Y,X,)« 

^-|[T«(^,«^c«)|(X,-X.)«H-|U-(c»  i-a«)j(Y, -Y,)'-h|U-(a'H-6«)|(Z,~Z,r^ 

a'(Y,Z,— Z,Y,f  ^  ^^Z^X,  — XA)*  +  e'(X,Y.  -  Y.X,)* 
-«-(V~frV)(X.-X,)«  ^  (V-rV)(Y.-Y,r  -*-  (V^aV)(Z,-Z,)»=.0. 

Il  serait  facile  de  déduire  de  même  de  Pintégrale  algé- 
brique (li)  les  formules  d'addition  analogues  des  fonctions 
hyperelliptiques  de  la  seconde  elasso,  c'est-à-dire  à  trois  varia- 
bles :  4>  (w,  Vf  w),  m  (m,  u,  w),  n  (h,  V,  w).  Mais  pour  ne  pas 
allonger  outre  mesure  celle-ci,  nous  les  réserverons  pour  une 
autre  communication. 

Les  équations  précédentes  (16)  étant,  de  même  que  les  expres- 
sions X,  Y,  Z,  irrationnelles  par  rapport  à  chacune  des  six  quan- 
tités (14)  et  (15),  TAuteur  se  propose  ensuite  de  les  ramener  à 
une  forme  qui  soit  rationnelle  H  entière  non  pas  seulement,  ainsi 
qiion  le  demande  habituellement,  par  rapport  aux  deux  dernières 
de  ces  deux  séries  de  quantités,  auquel  cas  ces  équations  seraient 
alors  du  second  degré  seulement  par  rapport  à  elles  (Considéra- 
tionesy  §  3,  p.  5  au  baSy  et  $  6,  p.  8  idem\  mais  bien  par  rapport 
aux  six  fonctions  (14)  et  (15)  à  la  fois,  comme  le  sont  par  exemple 
les  formules  qui  donnent  sin(a-h6)  etcos(aH-6)  ou  comme 
le  seraient  celles  qui  donnent  sn  (a-i-6),cn(a-f-6),dn(rt -+-6), 
après  qu'on  en  aurait  chassé  le  dénominateur.  Dans  ce  but, 
TAuteur  fait  voir  que  ces  mêmes  équations  sont  équivalentes 
ensemble  à  deux  autres  équations  réalisant  ces  conditions  qu'il 
écrit  explicitement  sous  la  forme  de  déterminants,  Tune  du 
quatrième  et  l'autre  du  cinquième  degré  par  rapport  à  Tune 
quelconque  de  ces  six  quantités  (14)  et  (15)  isolément,  ou  du 
huitième  et  du  dixième  degré  par  rapport  à  l'ensemble  des  deux 
dernières  fonctions  considérées  comme  les  inconnues.  Puis  il 
indique  le  moyen  de  déduire  de  ces  formules  d  addition  (16) 
relatives  aux  fonctions  0  et  Y,  à  l'aide  d'une  simple  élimination 
algébrique,  celles  des  fonctions  primitivement  considérées  9  et  '^ 


(<7) 
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de  Jacobi,  ainsi  que  les  formules  analogues  pour  un  nombre 
quelconque  d*arguments. 

Enfin,  à  titre  de  vériGcation  en  même  temps  que  d*exemple 
d'application  desdites  formules  (16), il  montre  aisément,  par  un  cal- 
cul direct,  qu'elles  meUent  bien  en  évidence  les  périodes  connues 
des  fonctions  ^  et  W^  qui  sont  évidemment  les  mêmes  que  celles 
des  fonctions  9  et  (p  de  Jacobi. 

Les  (rois  paragraphes  suivants  ont  pour  but  de  présenter  un 
exemple  d'application  des  théories  et  des  méthodes  développées 
dans  les  deux  premiers,  à  propos  du  cas  plus  simple  des  fonctions 
elliptiques  qui,  correspondant  à  Thypothèse  d'une  variable  en 
moins,  permettra  toujours  d'effectuer  en  réalité  complètement  tous 
les  calculs. 

Partant  de  cette  donnée,  l'Auteur  établit,  les  unes  après  les 
autres,  les  formules  fondamentales  (nous  voulons  dire  celles 
d'addition,  dont  peuvent  être  à  la  rigueur  tirées  toutes  les  autres) 
des  trois  espèces  de  fonctions  elliptiques,  en  appliquant  le 
théorème  d'Abel,  démontré  dans  le  paragiaphe  1,  successive- 
ment aux  trois  types  d'intégrales 

/     J!I^  f     L^j  I      P  "^  "'    ^P 

dans  récriture  desquelles  il  est  fait,  pour  abréger, 

Dans  le  paragraphe  III,  le  calcul  reproduit,  à  cet  effet,  de 
point  en  point,  avec  une  variable  de  moins,  celui  développé  dans 
le  paragraphe  II  précédent  pour  trouver  les  formules  d'addition 
des  fonctions  hyperelliptiques,  et  constitue  dès  lors  un  nouveau 
mode  de  démonstration  des  formules  qui  donnent  sn  (en- v), 
en  (t«  -4- 1;),  et  dn  (m  -+■  t?),  à  ajouter  à  la  série  déjà  si  nombreuse 
des  démonstrations  connues  de  ces  formules 

Semblablement  dans  le  paragraphe  IV,  considérant  à  tour 
de  rôle  les  deux  dernières  intégrales  (17),  et  leur  appliquant  pas 
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à  pas  tous  les  raisonnements  et  les  procédés  de  calcul  qui  ont 
servi  dans  le  paragraphe!  à  démontrer  le  théorème  d'Abel, 
TAuteur  parvient  ainsi  successivement,  pour  les  fonctions  de 
deuxième  et  de  troisième  espèce,  aux  deux  formules  connexes 

IZ(^v^)=»Z(î»)   -♦-  Z{^)    -4-     fe*snf  snd»sn(9 -4-,^), 
„  ^       „       ,       _       .,     1  .      i-»-fe'sn?snt^sn/4sn(î»  ♦^-4-A) 

''^  ^  2        1— A"8nysn4'snAsn(?-t-f — h) 

dont  la  première  peut  d*ailleurs  éire  déduite  aisément  comme 
cas-limife  de  la  seconde,  en  divisant  simplement  cette  dernière 
par  le  paramètre  A,  et  faisant  ensuite  A  «=»  0. 

Enfin,  dans  le  paragraphe  V,  en  s*aidant  tant  de  ces  dernières 
formules  que  des  calculs  qui  ont  servi  à  les  établir,  et  parlant  de 
la  considération  de  la  différence,  symétrique  (au  signe  près)  en 
p  et  r,  de  deux  intégrales  de  troisième  espèce,  telle  que 


-a* 


»^?WP-''    "L^  ^tirV 


puis  transformant,  à  Taide  d'un  procédé  dû  à  Jacobi  pour  les 
intégrales  hyperelliptiques  en  général,  chacune  de  ces  deux 
intégrales  en  intégrales  doubles  aux  mêmes  limites  en  p  et  r,  et 
remarquant  enfin  que  Tintégrale  double  par  laquelle  peut,  dans 
ces  conditions,  être  exprimée  cette  différence  elle-même,  se 
décompose  alors  en  intégrales  simples  de  première  et  de  seconde 
espèce,  TAuteur  établit  par  ce  moyen,  tout  d  abord,  la  formule 
connue  de  rechange  de  Targument  et  du  paramètre,  savoir 

n(»,  h)  —  n(/»,  ») — Az»  —  »z(A), 

de  laquelle  il  déduit  ensuite,  en  quelques  lignes,  ainsi  qu*on  le 
fait  habituellement,  en  premier  lieu,  la  formule  connexe  de  la 
seconde  fonnule  (1 8),  relative  à  Taddition  des  paramètres  dans 
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la  fonction  de  troisième  espèce,  savoir 

D  (»,p  -H  ^  )= n  («.  p)  -*-  n  {»,  q) — k^o  s  1 1  p  sn  ç  sn  (/>  -f-  ç) 

\       i  -*'  k^snpsnqfinasnip'^q-^o) 
2       I  —  k*si\p  sn  9  sn  6)  su  (p-n  q — a)  ' 

et,  de  ces  deux  dernières  elles-mêmes,  enfin,  la  romiiile  générale 
d*addition  pour  cette  espèce  de  fonction,  formule  nouvelle  qui 
les  comprend  Tune  et  Tautre  à  titre  de  cas  particulier,  savoir 

--fc"i?-*-'f')snpsn7sn(pH-9)-^-logû, 

12  désignant  une  certaine  fonction  déterminée  des  sinus  d*ampli- 
tude  des  combinaisons  les  plus  simples  des  quatre  quantités 
(P,  (/»,  p,'  et  q. 

En  résumé,  grâce  à  la  merveilleuse  fécondité  du  théorème 
d'Abel  qui  fait  le  sujet  principal  de  la  Note  analysée^  les  for- 
mules fondamentales  se  trouvent  établies,  pour  les  trois  espèces 
de  fonctions  elliptiques,  simultanément,  par  un  procédé  uni- 
forme et  à  Taide  des  mêmes  éléments  analytiques,  en  partant 
exclusivement,  comme  on  Ta  vu,  de  la  notion  des  intégrales  de 
première,  de  deuxième,  ou  de  troisième  espèce,  qui  donnent 
naissance  aux  différentes  fonctions  envisagées  :  alors  que,  dans 
tous  les  traités  d^Analyse  les  plus  estimés  et  les  plus  répandus, 
la  démonstration  de  ces  mêmes  formules  procède  de  deux 
points  de  départ  absolument  différents  selon  les  cas,  étant  tou- 
jours déduite  de  la  notion  desdiles  intégrales,  quand  il  s*agit  des 
fonctions  de  première  espèce,  et  reposant,  au  contraire,  exclusi- 
vement sur  la  notion  beaucoup  plus  complexe  des  développe- 
ments en  série  ou  en  produits  infinis  qui  consliiuent  les  fonc- 
tions 6  de  Jacobi,  lorsque  Ton  considère  celles  de  deuxième  ou 
de  troisième  espèce.  En  y  joignant  la  considération  des  for- 
mules (5),  (11),  et  (16),  qui  n  avaient  peut-être  pas  encore  été 
produites,  c'est  dans  cette  particularité  que  consiste  le  caractère 
le  plus  saillant  du  travail  qui  vient  d^étre  analysé. 


THEORIE  NOUVELLE 
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SYSTËHË  ORTHOGONAL  TRIPLEMENT  ISOTHËRHË 


INTRODUCTION 

Parmi  les  questions  d'ordre  majeur  que  Ton  rencontre  dans 
{'Analyse  des  Surfaces,  Tune  de  celles  qui  méritent  le  mieux  de 
fixer  Pattention,  tant  à  cause  de  son  intérêt  propre  que  deTimpor- 
tance  de  ses  applications,  est  assurément  la  détermination,  de  la 
façon  la  plus  générale  possible,  d*nn  Système  Orthogonal  triple- 
ment Isotherme.  Mais,  par  une  coïncidence  heureuse,  qui  se  ren- 
contre d*ailleurs  assez  fréquemment  dans  la  Science,  parce  qu  elle 
tire  sa  raison  d'être  de  fétroiteconnexité^  dans  les  régions  élevées, 
des  divers  ordres  de  spéculation  mathématique,  cette  même  ques- 
tion, dont  la  possession  de  la  solution  semble  ainsi  des  plus 
désirables,  se  trouve  être  en  même  temps  Tune  de  celles  dont 
Pétude,  considérée  intrinsèquement,  c'est  à-dire  abstraction  faite 
des  conséquences  du  résultat  à  intervenir,  présente  à  un  esprit 
eurieux  le  plus  d'attrait,  en  raison  des  problèmes  d'Analyse  mul- 
tipliés et  intéressants  qui  se  posent  successivement  lorsque  Ton 
veut  en  poursuivre  la  solution,  et  qui  constituent  dès  lors  comme 
autant  de  défilés  ou  d'obstacles  qu  il  faudra  franchir  Tun  après 
Tautre  avant  de  parvenir  au  terme  de  la  recherche. 

C'est  à  Lamé  que  revient  l'honneur  d'avoir  posé  le  premier  la 
question  dans  des  termes  tels  que  ces  différents  problèmes  ne 
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semblent  pas  inabordables,  malgré  la  complication  du  sujet,  dans 
fétat  actuel  de  TAnalyse,  et,  en  traçant  d*une  main  sûre  le 
programme  des  opérations  successives  à  accomplir  pour  cet  objet, 
d^avoir  ainsi  découvert  et  indiqué  la  route  qui  devra  conduire 
sans  incertitude  à  la  solution  tout  entière  de  la  question.  Malheu- 
reusement, lorsqu'il  en  vient  à  traiter  le  problème,  Lamé  ne 
remplit  ce  programme  que  d'une  manière  insuffisante,  et,  pour 
l'une  des  opérations  précitées  tout  au  moins,  la  façon  dont  il 
Taccomplit  et  les  procédés  d'Analyse  auxquels  il  a  recours,  ne 
créent  aucune  certitude  quant  à  la  généralité  de  la  solution 
rencontrée  par  lui,  laquelle  devra  dès  lors,  jusqu'à  nouvel 
examen,/  être  envisagée  comme  une  solution  remai*quable,  mais 
très  particulière  :  en  sorte  que  l'on  est  bien  forcé  de  dire,  qu'après 
avoir  posé  le  problème,  Lamé  ne  le  résout  pas,  et  que  sa  théorie, 
si  remarquable  qu^elle  soit,  laisse  la  question  réellement  ouverte 
quant  à  l'étendue  et  à  la  généralité  de  la  solution. 

C'est  sans  doute  ce  fait,  que  l'inventeur  lui-même  n'est  arrivé, 
après  des  efforts  considérables,  à  tirer  de  sa  méthode  qu'un 
résultat  qui  est  loin  d'être  satisfaisant,  qui  semble  avoir  détourné, 
pendant  un  assez  long  temps,  les  Géomètres  d'étudier  la  question 
du  Système  triplement  isotherme  à  l'aide  de  cette  méthode  elle- 
même,  et  de  reprendre  le  problème  d'Analyse  dans  les  termes 
précis  où  Lamé  l'avait  posé  :  car  les  remarquables  travaux  qui 
ont  été  publiés  sur  la  question,  postérieurement  au  travail  déii- 
DÎtif  de  Lamé,  par  divers  Géomètres  éminents,  tels  par  exemple 
que  Bonnet  (*)  et  M.  Bertrand  (**)  font  intervenir  tous  d'ingé- 
nieuses considérations,  d'ordre  géométrique  la  plupart  du  temps, 
complètement  étrangères,  ou  ne  se  rattachant  que  d'une  manière 
éloignée,  à  la  méthode  exclusivement  analytique  spécifiée  en  ter- 
mes si  précis  par  Tillustre  Auteur  des  Leçons  sur  les  Coordonnées 
Curvilignes. 

Ce  n'est»  à  notre  connaissance,  que  vingt-quatre  années  après 
le  travail  définitif  de  Lamé,  nous  voulons  dire  le  Mémoire  sur  ks 


(')  Journal  de  Liouville,  Tome  XIV,  pages  401-416. 
,  (!*).  IBID.^  Tome  IX,  page  317, 
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Surfaces  Orthogonales  et  Isothermes  (*),  qui  est  de  1843,  que  le 
problème  se  trouve  repris  incidemment,  en  1867,  exactement 
dans  les  mêmes  termes >  et  traité  assurément  avec  un  progrès 
notable,  quoique  incomplècemenl  encore,  comme  nous  le  dirons 
un  peu  plus  loin,  dans  un  remarquable  Mémoire  de  M.  Combes- 
cure,  où  r Auteur  traite  avec  un  réel  succès  la  question  beaucoup 
plus  générale  et  plus  difficile  des  Coordonnées  Curvilignes  non 
Orthogonales  {**).  Puis,  dix  ans  après,  en  1877,  le  problème  est 
enGn  résolu  pour  la  première  fois  d'une  façon  complète  et  satis- 
faisante, dans  une  brillante  esquisse  de  quelques  pages  seulement 
de  M.  Enrico  Betti,  dont  nous  allons  parler  également  tout  à 
rheure  C**)*  ^^^^  9^^'»  empruntant  son  point  de  départ  aux  récents 
travaux  de  Lipschitz  et  ChristofTel  sur  les  formes  quadratiques 
de  o  difierentielles,  ne  s'adresse  point  à  la  même  cntégorie  de 
Lecteurs  que  le  présent  travail,  et  qui  par  conséquent,  même  en 
supposant  celui-ci  réduit  à  la  seule  recherche  de  la  solution  la 
plus  générale  du  problème,  ne  lui  enlèverait  encore,  croyons-nous, 
ni  son  utilité  ni  son  intérêt. 

£nGn,  nous  devons  relater  également  ici  que  presque  en  même 
temps  que  le  premier  de  ces  Auteurs,  en  1866,  M.  Darboux,  dans 
une  Thèse  hors  de  pair  (i^),  dont  le  dernier  paragraphe,  connexe  à 
ce  sujet,  se  trouve  reproduit  et  amplifié  douze  ans  plus  tard,  dans 
un  Mémoire  plus  étendu  sur  les  Coordonnées  Curvilignes  C), 
a  résolu  également  par  le  fait  le  même  problème  par  Tintégra- 
lion  directe  des  équations  de  Lamé  relatives  à  la  recherche  des 
Systèmes  Orthogonaux  en  général,  en  substituant  à  la  condition 
de  risothermie  des  trois  familles  de  surfaces  du  Système,  cette 


n  Journal  de  Liouville,  Tome  Vni,  4848  (pp.  397-4d4). 

O  Annales  de  l'Ëcole  normale»  i'«  série,  Tome  IV  (4867).  Sur  Us  Déierminanu 
Ponciionnelt  et  les  Cfoordonnées  Curvilignes,  page  93  [le  |  VJl  (p.  iS3),  qui  seul  eonceroe 
le  Système  Isotherme,  étant  par  conséquent  seul  en  cause  dans  la  relation  sommaire  que 
nous  allons  en  faire]. 

(***)  AHNAU  Di  Matematica  pdra  ed  applicata.  Série  II,  Tume  VIII  (i8T7)  (pp.  438- 
i4S.) 

(n)  Annales  de  l'École  normale,  i^*  série.  Tome  III  (1866),  pp.  97-14i. 

(^  Iud.,  Il*  Série,  Tome  VU  (4878).  Mémoire  sur  la  Théorie  des  Coordonnées  Cur^ 
wUigmêê  Si  des  Systèmes  Orthogonaux;  3«  Partie,  |  XVif,  pp.  303-34a 


nutrè,  plus  générale,  qirelles  soient  comme  elles  divisées  chacune 
en  carrés  inflniment  petits  par  leurs  lignes  de  courbure  (*).  Mais 
les  équations  qu'il  intégre  ainsi  avec  un  rare  bonheur,  malgré  la 
difficulté  du  problème,  bien  qu'empruntées  au  départ  à  la  théorie 
de  Lamé,  ne  sont  donc  pas  celles  posées  par  Pillustre  Auteur  pour 
la  recherche  du  Système  triplement  Isotherme,  mais  correspon- 
dent à  un  problème  plus  général,  dont  fidée  n'a  pu  lui  être  sug- 
gérée que  par  la  belle  propriété  de  ce  Sysième,  découverte  par 
M.  Bertrand  dans  le  travail  déjà  mentionné  plus  haut;  et  dés  lors, 
le  problème  d'Analyse  qu'il  résout  différant  entièrement  de  celui 
que  nous  nous  sommes  proposé,  il  nous  suffit  d'avoir  signalé  ce 
travail  remarquable,  sans  que  nous  ayons  à  en  rechercher  les 
points  de  contact  qui  pourraient  exister  avec  le  présent  Ouvrage. 
Nous  nëtablirons  donc  ici  cette  comparaison  que  relativement 
aux  seuls  Mémoires  précités  de  Lamé,  de  M.  Gombescure,  et 
de  M.  Betti. 


Dans  le  travail  dont  nous  voulons  parler,  de  mémo  que  dans 
les  Leçons  (beaucoup  plus  connues)  sur  les  Coordonnées  Curvili^ 
gneSj  Lamé  divise,  comme  on  sait,  la  recherche  en  deux  étapes 
ou  problèmes  subsidiaires  distincts,  l'un  ayant  pour  but  la  déter- 
mination des  paramètres  différentiels  des  trois  coordonnées  cur- 
vilignes en  fonction  de  ces  coordonnés  elles-mêmes,  et  l'autre  celle 
de  l'expression  en  fonction  des  mêmes  coordonnées  des  trois 
coordonnées  reciitignes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celle  de 
l'équation  des  familles  de  surfaces  qui  composent  le  Système  triple* 
ment  Isotherme.  Pour  le  premier  de  ces  problèmes  (§§IX-XVII), 
sou  analyse,  bien  qu'affreusement  compliquée  et  d'une  lecture 
extrêmement  pénible,  résout,  il  est  vrai,  la  question  pour  le  cas 
le  plus  général,  d'une  façon  complète  et  satisfaisante.  Mais  il  est 
bien  loin  d'en  être  ainsi  quant  au  second  problème  subsidiaire, 
pour  lequel  son  calcul  élégant  et  facile,  qui  reproduit  simplement 


(*)  Voir  notamment  les  deux  derniers  alinéas  du  trayail  en  question,  page  141  da  Recueil 
indiqué  dans  la  note  précédente. 
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celui  des  Leçons  sur  les  Coordonnées  Curvilignes,  ne  justifie  que 
d'une  façon  u*ês  insuffisante  la  conclusion  qu*il  en  formule,  et  ne 
crée  nullement  la  certitude  au  sujet  du  théorème  célèbre,  ainsi 
découvert  et  articulé  par  lui,  et  auquel,  à  cause  de  cela,  son  nom 
restera  néanmoins  toujours  justement  auaché. 

Ayant  déduit,  en  effet,  par  la  différentiation  des  équations  du 
problème  en  question,  qui  sont  du  premier  ordre  et  non  linéaires^ 
trois  équations  du  second  ordre  linéaires,  toutes  trois  de  même 
forme,  auxquelles  devra  satisfaire  simultanément  chacune  des 
coordonnées  rectilignes  en  particulier  (*),  Lainé  se  propose  d'at- 
teindre le  but  en  calculant,  à  Taide  de  considérations  de  symé- 
trie, une  solution  commune  à  ces  trois  équations  envisagées  à  la 
fois,  et  astreignant  cette  solution,  une  fois  découverte,  à  satisfaire 
ensuite  aux  conditions  relatives  aux  limites  du  Système,  qui  sont 
représentées  précisément  pour  chaque  famille  par  les  plans  coor- 
donnés eux-mêmes. 

Cette  méthode  serait  légitime  si,  pour  le  calcul  de  cette  solu- 
tion commune,  Lamé  commençait  par  rechercher  et  obtenir  effec- 
tivement rintégrale  la  plus  générale  de  Tune  des  trois  équations 
en  question  en  particulier,  et,  partant  alors  d'intégrales  sem- 
blables, restreignait  ensuite  pas  à  pas  les  arbitraires  qu'elles 
renfermeraient  par  l'obligation  de  satisfaire  successivement, 
d'abord  aux  deux  autres  équations  analogues,  puis  aux  équations 
du  premier  ordre  proposées  elles-mêmes,  et  enfin,  aux  conditions 
relatives  aux  limites  du  Système.  Mais  ce  n'est  point  là  du  tout  la 
marche  du  calcul  suivie  effectivement  par  Lamé,  ni  les  résultats 
réalisés  par  son  analyse. 

En  effet,  pour  intégrer  les  équations  linéaires  du  second 
ordre,  qui  sont  à  deux  variables  indépendantes  seulement. 
Lamé  emploie  le  procédé  général  de  la  Physique  Mathématique, 
consistant  à  composer  la  solution  d'une  série  infinie  de  solutions 
particulières,  satisfaisant  isolément  aux  diverses  conditions  impo- 
sées, et  multipliées  chacune   par   un   coefficient  indéterminé. 

(t)  N«»  vottlonB  parler  df  s  équations  (499)  de  notre  Chapitre  V  (page  895  du  Tome  I.) 
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Mais,  bien  qu*enlralné  par  l^analogie  de  ce  nouveau  problème 
avec  ceux  de  la  Physique  Mathématique,  pour  lesquels  ce  genre 
de  solution  permet  de  satisfaire  à  la  fois  à  toutes  les  conditions 
arbitraires  que  comporta  la  nature  physique  de  la  question.  Lamé 
décore  du  nom  d'intégrale  générale  la  solution  qu'il  obtient  par 
ce  procédé  pour  Tune  quelconque  des  trois  équations  du  second 
ordre  précitées  (*),  il  est  bien  visible  qu^une  semblable  solution 
ne  saurait  constituer,  en  réalité,  Vinlégrale  générale  (dans  le  sens 
que  Ton  attribue  à  ce  mot  en  Analyse)  d*ancune  des  trois  équa- 
tions en  question  ;  attendu  que  cette  intégrale  générale  devrait 
renfermer  deux  fonctions  entièrement  arbitraires,  tandis  que 
rindétermination  des  coeiBcients  de  la  série  envisagée,  sur 
laquelle  repose  seule  la  généralité  d'une  solution  ainsi  formée, 
étant  complètement  épuisée  par  la  seule  condition  que  Tinconnue 
se  réduise  à  une  fonction  arbitrairement  donnée  de  Tune  des 
variables  indépendantes  pour  une  valeur  numérique  donnée 
de  Tautre  variable,  cette  solution  ne  peut  donc  être  considérée 
comme  renfermant  qu'une  seule  fonction  arbitraire;  et  dans 
ces  conditions,  la  solution  d'où  part  Lamé,  pour  la  restreindre 
ensuite  comme  nous  Tavons  dit,  n'étant  qu'une  solution  particu- 
lière, rien  ne  montre  que  celte  solution  soit  la  seule  admissible, 
ni  par  conséquent  que  le  résultat  auquel  aboutit  son  analyse 
contienne  bien  en  réalité  toutes  les  solutions  possibles  du  pro- 
blème. 

En  se  plaçant  à  un  autre  point  de  vue,  d'ailleurs,  et  sans  rap- 
peler, comme  nous  venons  de  le  faire,  les  caractères  essentiels 
de  l'intégrale  générale  en  Analyse,  il  saule  aux  yeux  que  l'appa- 
reil analytique  composé  du  signe  sommatoire  £  et  des  coeffi- 
cients indéterminés,  dont  Lamé  fait  état  et  s'autorise  pour  quali- 
fier d*intégrale  générale  une  semblable  solution,  ne  saurait  être 


(')  Ces  équations,  en  effet,  toutes  simples  qu'elles  paraissent,  offrent  néanmoins  une 
réelle  difficulté  quant  k  leur  intégration  générale,  car  bien  que  rentrant  à  la  fois  dans  les 
deux  types  étudiés  par  Laplack  et  par  Ampère,  elles  ne  réalisent  pas  les  conditions  exi- 
gées pour  être  intégrables;  soit  par  l'une,  soit  i^ar  l'autre  des  méthodes  qui  s'y  rapporteot. 
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a  priori  qu*un  véritable  irompe-l'œil  dans  la  question  actuelle, 
dont  les  équations  primitives  (celles  du  premier  ordre)  ne  sont 
pas  linéaires,  attendu  qu^alors  chacune  des  séries  ainsi  envisa- 
gées ne  pourra  fournir  une  solution  effective  du  problème  qu'à 
la  condition  de  se  réduire  à  un  seul  terme,  ainsi  que  Lamé  est 
tout  aussitôt  contraint  de  le  faire,  en  alléguant,  il  est  vrai,,  des 
raisons  tirées  de  considérations  accessoires,  mais  commandé  en 
réalité,  en  cela,  sans  qu'il  fût  nécessaire  de  faire  intervenir  ces 
considérations,  par  la  nature  non  linéaire  des  équations  du 
système. 

La  même  critique  s  applique  exactement  dans  les  mômes 
termes  à  lanalyse  de  Lamé,  pour  la  même  partie  de  la  recherche 
relative  aux  Cas  particuliers  du  problème  qu'il  traite  dans  les  cinq 
paragraphes  précédents  (§§  III-IX),  et  au  stijet  desquels  nous 
nous  bornerons  en  conséquence  à  signaler  une  grave  omission 
de  sa  part  dans  Ténumération  des  dits  Cas  particuliers,  et  dans 
l'indication  des  solutions  du  problème  non  comprises  dans  la 
solution  générale. 

Lamé  ne  mentionne,  en  effet,  dans  son  Introductian,  relative- 
ment à  cette  dernière  catégorie  de  solutions  (page  599,  avant- 
dernier  alinéa»  in  fine),  et  par  suite  ne  recherche  et  ne  découvre 
dans  son  Mémoire,  que  les  seuls  Systèmes  des  Cylindres  Iso- 
thermes, oubliant  ainsi  complètement  les  Systèmes  des  Cônes 
Isothermes  en  général,  qui  constituent  une  solution  parallèle  en 
quelque  sorte  à  la  précédente,  et  dont  celle-ci  peut  être  envisagée 
comme  un  cas-limite  (*). 

Nous  réparons  cette  omission,  et  donnons  en  son  lieu  les 
équations  complètes  de  ce  Système  [formules  (162)  et  (163), 
pages  231-232,  Tome  I],  en  mettant  en  lumière  ce  parallél- 
lisme  des  deux  solutions  en  question,  à  laide  d*une  proposition 


(*)  Lkmè  ne  mentionne,  en  effet,  quelques  lignes  plus  haut,  que  les  seuls  Cônes  Isothermes 
du  Second  Ordre,  lesquels  rentrent  très  aisément  dans  la  solution  générale  à  l'aide  d'un 
simple  changement  des  constantes  du  Système,  ainsi  qu'il  le  fait  voir  lui-même  dans  son 
ëtrnier  paragraphe  (|  XVI I,  pages  43 1  -4^ . 


intéresoante  qui,  eroyons-nous,  n'avait  pas  encore  été  formulée 
(pages  955-356. /6td.)- 

Enfin,  quant  aux  applications  que  fait  Lamé  de  son  Système 
triplement  Isotherme,  et  au  parti  qu*il  tire  ainsi  de  son  admirable 
découverte,  nous  nous  contenterons  de  rappeler  qu'elles  sont 
exposées  en  détail  dans  ses  deux  Ouvrages  très  connus  Sur  les 
Coordonnées  Curvilignesei  Sur  les  Fonctions  Inverses  des  Transcen* 
dantes,  auxquels  il  nous  suffira  d*engagerle  Lecteur  è  se  reporter. 

Passons  maintenant  aux  deux  autres  Mémoires  qui  ont  suc- 
cessivement amélioré  ou  perfectionné  l'analyse  de  Lamé. 

Le  premier  paru,  qui  est  celui  de  M.  Combescure,  apporte 
une  simplification  incontestable  aux  calculs  touffus  et  d'aspect 
si  peu  engageant  de  son  illustre  devancier,  et  au  point  de  vue 
de  la  clarté  et  de  la  facilité  de  la  lecture,  il  marque  donc  un 
progrés  sensible,  pour  le  premier  problème  subsidiaire  de  Lamé, 
sur  le  Mémoire  célèbre  que  nous  venons  de  critiquer.  Mais  il 
est  une  part  importante  de  cette  recherche  pour  laquelle  cette 
facilité  ne  nous  semble  obtenue  dans  son  analyse  qu'au  détriment 
de  la  rigueur  et  de  la  certitude  du  résultat,  et  qu'il  nous  est, 
pour  cette  raison,  impossible  d'accepter,  à  savoir  la  partie  de  son 
calcul  qui  a  pour  but  la  détermination^  en  fonction  de  la  coor- 
donnée curviligne  correspondante,  de  chacune  des  inconnues 
auxiliaires  qu'il  nomme  JU,  ifb,  C  (nos  fonctions  ^,  ?,  Il),  et 
qui  représentent  les  quantités  A*,  —  Aî,  et  Aî  de  Lamé. 

Étant  parvenu,  en  effet,  à  déterminer,  à  l'aide  d'un  calcul 
remarquable  par  sa  simplicité  et  son  élégance,  la  forme  de 
l'équation  différentielle  du  premier  ordre  à  laquelle  devra  satis- 
faire Tune  de  ces  inconnues  en  particulier,  il  forme  immédiate- 
ment les  trois  équations  analogues  correspondant  aux  trois 
fonctions  précitées,  c'est-à-dire,  en  fait,  aux  trois  cooordonnées 
curvilignes,  en  changeant  simplement,  pour  passer  de  l'une  à 
rautre,les  dénominations  de  la  fonction  inconnue  et  délia  variable 
indépendante,  mais  en  maintenant  «  par  symétrie  •,  dit-il, /et 
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mêmes  coefficients  constante  pour  les  (rois  équations  à  la  fois  [toc. 
cm  pp,  125-126). 

L*Aiiteur  nous  semble,  en  cela,  faire  un  emploi  fout  &  fait  illé- 
gitime de  la  considération  de  la  symétrie,  et  supposer  gratuite- 
ment une  propriété  Irès  partîculiëre  et  remarquable  de  ces 
équations  qu'il  s^agissait  en  réalité  d'établir,  car  la  symétrie  qui 
ressort  des  calculs  antérieurs  impose  seulement  Tobligation  que 
CCS  trois  équations  aient  la  même  forme^  mais  nullement  que  les 
coefficients  des  termes  correspondants  soient  les  mêmes  con- 
stantes, en  passant  d'une  équation  à  l'autre  (*).  Or,  c'est  précisé- 
ment la  démonstration  de  ce  fait  capital  qui  constitue,  comme  on 
1^  verra  dans  notre  travail,  la  partie  peuf-étre  la  plus  difficile, 
ou  tout  ao  moins  assurément  la  plus  laborieuse,  de  cette  première 
étape  de  la  recherche,  seule  traitée  d^ailleurâ  dans  celui  de 
M.  Combescure. 

Quant  à  Fa  seconde,  en  effet,  c'est-à-dire  «  quant  à  la  déter- 
mination finale  de  x,  |/,  js,  il  n'y  a  rien,  dit-il,  à  substituer  au 
calcul  de  M.  Lamé  >.  La  critique  que  nous  avons  développée 


{*)  Si  l'on  deyait  donner  à  la  notion  de  symétrie  la  signification  restreinte  queTAuteur 
Im  aitriboe  indûment,  à  notre  avis,  dans  cette  circonstance,  l'on  serait  conduit  forcément 
à  cette  coBclasion  que,  dans  tout  système  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales, 
l'eipression  de  celles-ci  en  fonction  des  coordonnées  rectilignes  serait  toujours  les 
trois  racines  d'une  même  équation  en  x,  y,  s,  ou,  en  d'autres  termes,  que  dans  tout  Système 
Orthogonal,  les  trois  familles  de  surfeces  qui  le  composent  seraient  nécessairement  trois 
classes  de  surfaces  comprises  à  la  fois  dans  la  même  équation,  chacune  pour  des  limites 
différentes  du  paramètre.  Or,  il  n'en  n'est  nullement  ainsi  dans  la  réalité,  et  si  cette  cir- 
coBstance  se  trouve  réalisée  dans  le  Système  Ellipsoïdal,  ou  des  Coordonnées  Elliptiques, 
elle  constitae  alors  une  propriété  très  remarquable,  spéciale  k  ce  Système  et  à  celui  plus 
général  des  surfaces  du  quatrième  ordre,  étudiées  par  H.  Darboux  dans  le  travail  sus- 
mentiomié,  ainsi  que  cet  éminent  Géomètre  le  déclare  en  termes  explicites  dans  les  deui 
passages  soivaiits  de  ses  ouvrages  :  «  Remarquons  que  ce  système  triple  jouit  de  la  pro- 
priété si  remarquable  àM  système  des  surfaces  du  second  degré.  Les  trois  familles  qui  le 
composent  sont  représentées  par  la  même  équation.  >  {Mémoire  sur  la  Théorie  des  Coor- 
données Curvilignes,  etc.,  II«  Partie,  8  XI,  loc.  cil.,  page  241,  troisième  alinéa.)  «  Ainsi 
tfotre  système  du  quatrième  ordre  comprend  comme  cas  particulier  le  système  des  surfaces 
homofocales  du  second  degré,  et  comme  lui,  il  est  formé  de  trois  cla<(ses  de  surfaces 
comprises  dans  la  même  équation...  Tous  les  autres  systèmes  connus  sont  formés  de  trois 
séries  de  surfaces  différentes...  La  propriété  que  nous  signalons  met  donc  à  part  les  deux 
systèmes  orthogonaux  formés  des  surfaces  du  quatrième  et  du  deuxième  ordre.  >  [Thèse 
dTAnalyse,  |  9,  p.  %  avant-dernier  alinéa.) 


tout  à  Phenre,  avec  tout  le  respect  du  au  grand  nom  de  Lamé^  a 
montré  suffisamment  que  ce  n^était  point  là  du  tout  notre  senti- 
ment, et  que  nous  pensions,  contrairement  à  Ta  vis  de  M.  Combes- 
cure,  que  c*élait  surtout  ce  second  calcul  de  Tillustre  Auteur  qui 
nous  paraissait  défectueux  et  contestable,  et  qui  demandait,  avant 
tout  autre,  à  être  repris  sur  d  autres  bases  et  par  d'autres  pro- 
cédés. 

Venons  enfin  au  dernier  en  date  des  travaux  susmentionnés, 
à  savoir  celui  de  M»  Betti. 

Celte  analyse  beaucoup  plus  complète  et  plus  satisfaisante 
que  les  deux  précédentes,  malgré  lextrème  concision  de  sa 
rédaction  qui  dissimule  imparfaitement  la  réelle  complication  de 
ses  calculs,  résout  le  second  problème  subsidiaire  de  Lamé  en 
le  ramenant,  ainsi  que  nous  le  ferons  nous-méme,  à  Tintégra- 
tion  d'un  système  d'équations  aux  différentielles  totales,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  à  celui  d'un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  à  une  seule  inconnue.  Mais  pour  traiter  ce 
dernier  problème,  au  lieu  de  procéder  comme  nous  à  une  inté- 
gration  directe  du  système  en  question,  il  se  contente  d'en 
démontrer  l'inlégrabilité  (*),  et  ce  fait  une  fois  acquis,  de 
remarquer,  que  ledit  système  étant  linéaire  et  homogène  par 
rapport  aux  inconnues,  il  suffira  dès  lors,  pour  avoir  son  inté- 
gj-ale  générale  d'en  posséder  trois  solutions  particulières,  solu- 
tions qui  lui  sont  alors  fournies,  sans  calcul  nouveau,  par  l'ana- 
lyse élégante  de  Lamé  qui,  pour  cet  objet  restreint,  n'encourt 
plus  aucun  des  reproches  que  nous  étions  dans  l'obligation  de 
lui  adresser  tout  h  l'heure,  pour  le  rôle  tout  différent  qu'elle 
était  destinée  à  remplir  dans  la  théorie  de  l'illustre  Géomètre. 


(*)  Si  l'on  Voulait  partir,  comme  oous»  des  équations  mêmes  de  LAMt,  sans  avoir  recours 
aux  notations  et  aux  formules  empruntées  k  la  théorie  des  formes  quadratiques  de  diffé- 
rentielles qu'emploie  M.  Betti,  la  simple  vérification  de  ces  conditions  connues  d'Integra- 
bilité  pour  le  système  envisagé  serait  alors  tout  aussi  pénible  et  assurément  beaucoup 
plus  fastidieuse  que  l'intégration  directe  que  nous  faisons^de  ces  mêmes  équations.  C'est 
pourquoi  la  marche  du  calcul  adoptée  par  M.  Bbtti,  qui  est  assurément  moins  naturelle, 
lie  nous  paraîtrait  offrir  alors  aucune  espèce  d'avantage. 
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MaiSy  bien  que  la  question  soit  ainsi  résolue  complètement  en 
un  très  petit  nombre  de  pages,  nous  croyons  que  notre  analyse, 
pour  le  moins  aussi  rigoureuse,  paraîtra  en  réalité  d'une  lecture 
beaucoup  plus  facile,  malgré  qu'elle  s^oit  notablement  plus 
longue,  en  même  temps  qu'elle  n'exigera  la  connaissance  d'aucune 
des  théories  récentes  de  haute  Analyse  auxquelles  M.  Betti  a  cru< 
devoir,  ainsi  que  nous  Pavons  déjà  dit,  emprunter  lé  point  de 
départ  de  ses  calculs  (*). 

ËnGn,  quoique  les  deux  systèmes  d'équations  aux  dérivées 
paruelles  successivement  envisagés  par  M.  Betti  soient  exacte* 
ment,  avec  d'autres  notations  toutefois,  ceux  Imèmes  indiqués 


0  Sans  parier  de  l'appareil  analytique  assez  insolite  emprunté  à  ces  tkéories  encore 
fort  peu  connues,  il  s'est  glissé  malbeureusement  dans  le  travail  très  remarquable  de 
H.  Betti  une  série  de  fautes  d'impression  regrettables,  qui,  à  ravant-demière  page  notam- 
ment, rendent  Tenchalnement  et  les  détails  de  son  calcul  complètement  incomprébeasibles 
pour  qui  ne  connaîtrait  pas  la  manière  réelle  dont  il  doit  être  rétabli. 

N'ayant  pas  sous  les  yeux  le  volume  môme  du  Recueil  dans  lequel  a  été  publié  ce  travail, 
et  ignorant  paf  suite  s'il  existe  un  Erratum  ob  ces  fautes  soient  indiquées  et  corrigées, 
nous  croyons  devoir  signaler  ici  les  plus  importantes  pour  le  Lecteur  qui  ne  posséderait, 
comme  nous,  ledit  travail  qu'en  exemplaire  tiré  à  part  ou  Extrait  du  Recueil  en  question. 

Sabs  parler  de  fautes  évidentes,  et  qui  se  rétablissent  très  aisément,  à  la  quatrième  et  à 
la  dernière  page,  et  pour  nous  borner  à  Tavant-demière  seulement  : 

{o  A  la  5"  ligne  de  texte  de  cette  page,  il  faut  }.#,{&«,  y«  à  la  place  de  )i.  (Xi,  ><.  et  de 
même  aussi  dans  la  ligne  d'équations  qui  suit  celle-là,  en  y  écrivant  en  même  temps,  poar 
plus  de  carte,  ^  à  la  place  de  ^,  ainsi  qu'il  est  fait  dans  les  équations  subséquentes; 

S*  Dans  les  trois  équations  similaires  qui  suivent  les  équations  (8).  il  faut,  aux  seconds 
membres,  k  la  place  de  0,  respectivement  B|,  B^  B,; 

^  A  l'équation  suivants  (unique),  il  faut  de  même  au  second  membre,  B<  à  la  place  de  1. 

Enfin,  relativement  à  cette  dernière  équation  elle-même,  il  semble  qu'il  eût  fallu»  pour 
le  développement  intégral  de  la  méthode  adoptée,  et  pour  une  démonstration  complète  k 
l'égard  d'un  Lecteur  supposé  ignorant  de  la  proposition  k  établir,  il  eût  fallu,  k  notre  sens, 
disons-nous,  s'assurer,  avant  de  terminer,  que  les  solutions  particulières,  désignées 
synthéiiquement  par  le  symbole  Y«^,  qu'Q  obtient  par  le  calcul  de  Lamé,  et  dont  il  se  sert 
quelques  lignes  plus  bas  pour  constituer  sa  solution  définitive,  vérifiaient  bien  effectÎTC- 
meot  les  équtions  du  type  que  nous  venons  de  dire«  car  c'est  sur  cette  hypothèse  que 
repose  l'interprétation  qu'il  donne  des  constantes  d'intégration  l»,  {<•«,  v«.  3iaMt«>^  y«>, 
et  comme  conséquence  la  réduction  de  la  solution  la  plus  générale  du  problème  k  la 
connaissance  d'un  seul  Système  satisfaisant  k  la  question. 

Assurément,  ce  dernier  calcul  n'est  pas  bien  difficile  k  établir,  une  fois  obtenu  le 
résultat  final  auquel  on  doit  arriver;  mais  encore  était-il  nécessaire^  k  notre  sens,  de  men- 
tionner, au  moins  en  quelques  mots,  l'opération  à  faire  pour  cela,  faute  de  laquelle  le  cycle 
des  raisonnements  nécessaires  pour  constituer  la  démonstration  ne  peut  être  considéré 
I  complet  et  définitivement  fermé. 
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par  l^mé,  nous  croyons  devoir  faire  observer  qu*il  ne  8*aslreinl 
pas  à  la  mardie  si  logique  ei  si  satisfaisante,  indiquée  par 
Fillustre  Auteur  et  rigoureusement  observée  par  lui,  ainsi  que 
par  nous  dans  le  présent  travail  (*),  et  consistant  à  intégrer  ces 
deux  systèmes  successivement  et  séparément,  nous  voulons  dire 
à  n'aborder  fintégration  du  second  que  lorsque  Ton  est  assuré, 
par  la  possession  effective  de  la  solution  du  premier,  que  eetle 
solution  existe  réellement. 

En  effet,  quant  au  premier  de  ces  systèmes  (c'est-à-dire  pour 
le  premier  problème  subsidiaire  de  Lamé),  M.  Betti  se  b(H*ne  à 
calculer  Texpression  de  Télément  d*arç  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  celle  des  inconnues  primitives  H,  H|,  Hj  en  fonction  des 
inconnues  auxiliaires  A,  A|,  A^  de  Lamé,  et  ne  se  préoccupe  en 
rien  de  rechercher  celle  de  ces  dernières  inconnues  en  fonction 
des  coordonnées  curvilignes  elles-mêmes.  Or,  comme  on  est 
ici  sur  un  terrain  analytique  pour  lequel  les  théories  générales 
font  complètement  défaut  (rintégration  de  systèmes  d'équations 
aux  dérivées  pariielles  entre  plusieurs  inconnues)^  eV  qu*on  ne 
peut  dès  lors  être  certain  de  Texistence  effective  de  ces  quantités 
auxiliaires  que  lorsque  Ton  aura  obtenu  en  réalité  leurs  expres- 
sions que  nous  venons  de  dire,  Texisience  de  ces  inconnues 
H,  H^,  H2  n'est  donc  nullement  assurée  dans  la  question  par  la 
seule  possession  de  leur  expression  précitée  en  fonction  des 
quantités  A,  A|  A21  prises  comme  inconnues  auxiliaires  pour  la 
facilité  du  calcul  ;  et  par  suite,  il  semblera  peut-être  peu  rationnel 
et  méthodique  de  tenter  laborieusement,  à  Taide  de  procédés 
savants  et  compliqués,  Tintégration  du  second  des  systèmes 
susmentionnés,  dont  les  coeflicienls  sont  formés  précisément 
avec  les  mêmes  fonctions  A,  A|,  A2  et  leurs  dérivées,  et  qui 
n^aurait  plus  dès  lors  aucune  signification  au  cas  où  lesdites 
quantités  n'auraient  pas  d'existence  effective  dans  la  question  (**)• 


(*)  Et  aussi  par  M.  Gombescure,  en  supposant  qu'il  eût  repris  de  même  4  nouTeau  le 
second  problème  subsidiaire  de  Lamé. 

("*)  En  d'autres  termes  plus  concis,  le  problème  total  du  Système  triplement  Isotherme 
posé  par  Lamé  consistant,  d'une  manière  générale,. dans  l'inlégration  simultanée  d'un 
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Rappelons  enfin,  en  terminant  cet  exposé  des  travaux  de  nos 
deux  devanciers,  qu'admettant  tous  deux  eomme  point  de  départ 
réquation  connue  du  Mouvement  de  la  Chaleur,  ils  ne  pro- 
cèdent ni  Tun  ni  rantre  à  la  recherche  des  Cas  particuliers  du 
problème  non  compris  dans  la  solution  générale,  ni  à  rétude 
des'  applications  aux  Coordonnées  Curvilignes  que  Ton  pourra 
faire  des  résultats  obtenus  pour  ces  solutions»  soit  particulières, 
soit  générales»  en  sorte  que  leurs  travaux  que  nous  venons  d'ana- 
lyser correspondent  uniquement  à  lobjet  de  nos  Chapitres  IV 
et  V  (*),  lesquels,  s'ils  constituent  au  fond  la  partie  la  plus 
essentielle  de  notre  Ouvrage,  représentent  à  peine,  comme 
étendue,  la  septième  partie  de  son  développement  total  seulement 
(H7  pages  sur  850).  Il  nous  reste  donc  ù  présent,  en  faisant  con- 
naître le  plan-  et  la  division  de  notre  travail,  à  indiquer  en 
quelques  mots  les  raisons  qui  nous  ont  conduit  à  étendre  d'une 
façon  aussi  notable  le  cadre  des  questions  que  nous  y  avons 
successivement  introduites. 

Cet  Ouvrage,  qui  comprend  ainsi,  groupées  en  vue  de  TEnséi* 
gnement,  tout  un  ensemble  de  questions  en  connexion  immé- 
diate avec  la  Recherche  la  plus  générale  d'un  Système  Orthogonal 
triplement  Isotherme  (titre  sous  lequel  nous  l'avons  fait  paraître 
par  portions  successives  en  forme  de  Mémoire)  (**),  est  composé 
de  deux  Parties  principales,  formant  le  Tome  I,  subdivisées  cha- 
cune en  trois  Chapitres,  et  d'un  Appendice  formant  le  Tome  II, 
subdivisé  lui-même  en  six  Notes,  lesquels  seront  consacrés  aux 
objets  suivants. 

Dans  le  Tome  I,  et  la  Première  Partie  intitulée  Préliminaires 


système  d'équations  aux  dérivées  partielles  entre  les  six  inconnues  H,  fli,  H^  x,  y,  s,  qui 
se  décompose  lui-même  en  deux  systèmes  partiels  dont  l'un  ne  renferme  que  les  trois 
inconnues  H,  H|,  H,  seulement,  la  seule  marche  véritablement  logique  et  raiionneUe 
consiste  évidemment  à  commencer  par  traiter  celui-là,  et  à  n'aborder  le  second  que 
lorsqu'on  sera  assuré,  par  le  succès  de  l'intégration  relative  au  premier,  que  ce  môme 
système  admet  bien  réellement  unf%  solution. 

(*)  Celui  de  M.  Combescurk  même  à  notre  seul  Chapitre  IV  (50  pages),  puisque  cet 
ÀBieur  ne  traite  que  le  premier  problème  subsidiaire  de  Lamé. 

(**)  Ahnales  de  la  Société  scient,  de  Bruxelles,  Tomes  XIII,  XIV,  XV,  XVI,  et  XVIf . 
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et  Cas  Particuliers  Remarquables,  le  Chapitre  I  se  propose  pour 
but  de  remédier  à  I^insuffisance,  universellement  reconnue 
aujourd'hui,  de  ta  démonstration  primitive  de  Téquation  du 
Mouvement  de  la  Chaleur,  due  à  Fourrier  et  reproduite  par  Lamé, 
dont  les  procédés  sont  imités  de  eeux  d*Euier  en  Hydrosta- 
tique, et  de  Bernoulli  en  Hydrodynamique,  pour  Téquation  dite  de 
continuité.  Dans  ce  but,  cette  équation  fondamentale,  point  de 
départ  obligé  de  toute  la  théorie  qui  va  suivre,  se.trouve  établie, 
pour  un  système  de  coordonnées  quelconque,  à  laide  d'un  rai- 
sonnement entièrement  nouveau,  présentant  tontes  les  conditions 
de  rigueur  justement  exigées  à  Tépoque  actuelle  pour  renseigne- 
ment classique;  et  le  fait,  que  la  forme  de  Téquation  précitée  est 
ainsi  reconnue  indépendante  du  système  de  coordonnées  envi- 
sagé, fait  ressortir  nettement,  à  Taide  d'une  interprétation  intui- 
tive convenablement  déduite,  toute  Timportance  qu'offre  la  ques- 
tion du  Système  triplement  isotherme  pour  les  différents  pro- 
blèmes de  la  Physique  Mathématique,  et  justifie  ainsi  à  i*avance  le 
développement  considérable  des  calculs  qu'entraînera  la  recherche 
intégrale  de  toutes  ses  solutions. 

A  la  vérité,  tous  les  éléments  essentiels  qui  constituent  la 
démonstration  que  nous  venons  de  dire  se  trouvent  bien  repro- 
duits, avec  d'autres  notations  et  sans  explications  suffisantes,  sous 
la  forme  d'une  question  générale  d'Analyse,  dans  une  courte  Note 
du  regretté  M.  Gilbert  (l'un  des  derniers  travaux  qu'il  ait 
publiés),  en  sorte  que  le  Lecteur  du  présent  Ouvrage  pourrait  être 
très  naturellement  amené  à  penser  que  nous  l'avons  empruntée 
en  réalité  à  cet  éminent  Professeur.  H  suffira,  pour  maintenir 
nos  droits  à  la  priorité  de  signaler  ce  simple  fait,  que  le  premier 
Chapitre  de  notre  travail,  dans  lequel  se  trouve  notre  démonstra- 
tion en  question,  a  été  publié  dans  le  Tome  XHl  (1888-89)  des 
Annales  de  la  Société  Scientifique  de  Bruxelles,  tandis  que  le  tra- 
vail similaire  de  M.Gilbert  n'a  paru  que  dans  le  Tome  suivantXlV 
(1889-90)  (soit  tin  an  entier  plus  tard)  de  la  même  Revue  (*). 


n  Le  présent  Ouvrage  ne  devant  être  offert  au  Publie  que  quelques  années  aprto  ie 
travail  en  question  dell.  Gilbkiit,  et  le  nom  de  cet  Auteur  ayant  dans  le  monde  savant  nne 
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Le  Chapitre  II,  après  avoir  montré,  (i*aprës  Lamé,  comment 
8*in(roduit  la  notion  des  familles  isothermes  de  surfaces,  et  rap- 
pelé les  solutions  fournies  par  Tillustre  Auteur  pour  les  Ques- 
tions fondamentales  qui  s'imposent  au  début  de  leur  théorie, 
développe  et  applique  une  méthode  nouvelle  pour  la  recherche 
générale  de  semblables  familles,  méthode  qui  pourrait  aussi  bien 
être  étendue  en  Analyse  à  la  recherche  des  solutions  de  forme 
déterminée  d*une  équation  quelconque  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  à  trois  variables  indépendantes.  Les  résultais  analy- 
tiques de  lapplication  de  cette  méthode  aux  trois  catégories  de 
surfaces  les  plus  simples  et  les  plus  usuelles,  nous  voulons  dire 
le  plan,  la  sphère,  et  les  surfaces  du  second  ordre  en  général^ 
viennent  compléter  à  un  point  de  vue  essentiel,  pour  la  recherche 
de  tous  les  Systèmes  Isothermes  sans  exception,  ceux  déjà  signa- 
lés par  Lamé  pour  ces  différentes  classes  de  surfaces;  et,  étant 
formulés  en  théorèmes,  pour  en  faciliter  renonciation  et  le  sou- 
venir, ils  nous  fournissent  alors,  dans  le  Chapitre  III  suivant,  la 
base  solide  qui  nous  garantira  seule  la  certitude  que  notre  ana- 
lyse ne  laissera  échapper  aucune  solution  possible  du  problème. 

Le  Chapitre  III  enfin  pose,  également  d*après  Lamé,  les 
équations  générales ,  aux  dérivées  partielles  auxquelles  satisfait 
tout  Système  Orthogonal  triplement  Isotherme,  et  entame  la  ques- 
^  tion  par  Texamen  des  Cas  particuliers  remarquables,  dont  les 
uns,  à  savoir  ceux  qui  constituent  les  trois  systèmes  de  coordon- 
nées classiques,  pourront  être  déduits  ultérieurement  de  la  solu- 
tion générale,  ainsi  que  le  fait  voir  en  terminant  Lamé  (foc.  cilaLf 
SS  XVIIXVIII,  pp.  431-434),  à  titre  de  cas-limiles,  à  Faide 
d'un  simple  changement  des  constantes,  tandis  que  les  autres,  ne 
pouvant  être  tirés  de  cette  même  solution  générale  par  aucune 
modification  des  paramètres  du  Système,  constituent  en  quelque 


notoriété  qui  est  bien  loin  de  nous  appartenir,  l'on  trouvera  sans  doute  tout  naturel  que 
BOUS  ayons  à  cœur  de  défendre  notre  priorité  scientifique  au  sujet  de  celte  démonstration 
qui  nous  parait  offrir  on  sérieux  intérêt,  non  pas  seulement  pour  la  question  spéciale  de  la 
Chaleur,  à  propos  de  laquelle  nous  la  formulons,  mais  encore  pour  l'équation  de  continuité 
en  Hydrodynamique  (ainsi  que  nous  l'avions  remarqué,  et  que  le  fait  aussi  H.  Gilb^t),  à 
laquelle  elle  s'applique  tout  aussi  exactement,  en  changeant  purement.et  simplement  le 
aom  et  l'interprétation  physique  de  chacune  des  quantités  qui  y  figurent 
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sorte  des  solulioDS  singtMèreê  du  problème  proposé,  doni  la 
recherche  simpose  dès  lors  avec  la  même  aitentîon  et  la  même 
rigueur  que  celle  de  cette  solution  la  plus  générale  elle-même. 
Le  caractère  commun  de  ces  solutions,  tant  particulières  que 
singulières,  étant,  en  effet,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  aisément  de 
prime  abord,  d  admettre  des  surfaces  développables  dans  la  corn-- 
position  du  Système,  rien  ne  montre  a  priori  que  les  plans,  les 
cylindres,  et  les  cônes  soient  les  seuls  genres  de  surfaces,  emprun* 
tés  à  cette  catégorie  si  étendue,  qui  soient  capables  de  fournir  des 
solutions,  et  par  conséquent,  que  les  deux  Systèmes  des  Cylindres 
et  des  Cènes  isothermes  constituent  effectivement  les  deux  seules 
solutions  singulières  que  eomporie  le  problème. 

Le  Lecteur  voudra  bien  remarquer,  au  sujet  de  notre  analyse 
relative  à  la  détermination,  tant  de  ees  solutions  particulières 
ou  singulières  dans  ledit  Chapitre  III,  que  de  la  solution  la  plus 
générale  dans  les  Chapitres  suivants  IV  et  V,  le  soin  minutieux 
que  nous  apportons,  parfois  au  prix  d'apparentes  longueurs,  à 
toujours  rechercher  et  obtenir  effeetivement  la  solution  la  plus 
générale  possible  pour  chacune  des  questions  partielles  ou  subsi- 
diaires qui  s'imposentà  nous  successivement, et  dont  la  superposi- 
tion constitue  précisément,  dans  chaque  cas,  rensemble  de  la 
recherche;  car,  vu  la  multiplicité  de  ces  problèmes  subsidiaires, 
la  moindre  négligence  à  cet  égard  pour  un  seul  d'entre  eux  suffi- 
rait pour  ouvrir  dans  notre  théorie  comme  une  Gssure,  par  laquelle 
pourrait  nous  échapper  une  part  importante  de  la  solution  défi- 
nitive, c'est-à-dire,  en  fait,  pour  enlever  aux  résultats  de  notre 
recherche  le  caractère  certain  d'universalité  que  nous  avons  le 
plus  h  cœur  de  letir  imprimer,  et  dont  la  mise  en  évidence,  à  l'abri 
de  toute  contestation,  constitue  précisément  l'un  des  intérêts  prin- 
cipaux de  notre  travail. 

Dans  la  Seconde  Partie,  consacrée  exclusivement  à  l'examen 
du  Cas  général  du  Problème  et  des  Applications  qu'on  en  peut 
faire,  le  Chapitre  IV  poursuit  et  développe  la  solution  du 
premier  problème  subsidiaire  dont  ■  Lamé  fait  dépendre  la 
recherche  proposée,  et  consistant  à  déterminer  de  la  façon  la 
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plus  générale  les  trois  paramètres  différenlielsAf,  relatifs  aux 
trois  coordonnées  curvilignes  (les  inconnues  A,  A^,  h^  de  Lamé, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  leurs  inverses  H,  Hi,  H,)  en 
fonction  de  ces  coordonnées  curvilignes  elles-mêmes.  C*est  le 
problème  résolu  complètement  par  Lamé,  dans  son  grand 
Mémoire  analysé  ci-dessus,  par  le  moyen  d'un  calcul  auquel  on 
ne  peut  reprocher  qu'une  extrême  complication  et  une  allure 
fort  pénible,  problème  repris  depuis  par  M.  Combescure,  avec 
un  réel  bonheur,  avons-nous  dit,  pour  une  part  notable  de  cette 
recherche. Nous  espérons  que  notre  analyse,  aussi  simple  et  d'une 
lecture  aussi  facile  que  celle  de  ce  dernier  Auteur,  quoiqu'en- 
tièrement  différente,  sera  jugée  plus  complète  et  plus  satisfai- 
sante, en  ce  qu'elle  ne  prêle  pas  le  flanc  à  la  critique  que  nous 
avons  cru  devoir  formuler  au  sujet  de  ce  même  travail. 

De  même  le  Chapitre  V  poursuit  et  développe  la  solution  du 
second  problème  subsidiaire  de  Lamé,  connexe  du  précédent; 
consistant  à  déterminer,  au  moyen  des  résultats  acquis  par  la 
recherche  précédente,  l'expression  la  plus  générale  des  trois 
coordonnées  rectilignes  en  fonction  des  coordonnées  curvilignes, 
détermination  qui  constitue  dès  lors  la  solution  définitive  du 
problème  total  lui-même.  C'est  le  problème  pour  lequel  l'ana- 
lyse de  Lamé  nous  semble,  au  contraire,  insuffisante  et  inaccep- 
Uible,  et  sur  lequel  M.  Combescure  n'a  pas  cru  devoir  porter  son 
attention.  Nous  espérons  également  que  la  méthode  que  nous 
employons  pour  le  résoudre,  fondée, comme  celle  de  M.  Betli,  sur 
l'intégration  d'un  système  d'équations  aux  différentielles  totales, 
paraîtra  encore  tout  à  fait  satisfaisante,  tout  en  étant  notablement 
plus  facile,  et  à  la  portée  d'un  beaucoup  plus  grand  nombre  de 
Lecteurs,  que  celle  de  cet  habile  Géomètre. 

Le  Chapitre  Yl  enfin,  qui  termine  le  Tome  I,  et  qui  a  pour 
objet  l'application  des  résultats  de  la  recherche  précédente,  c'est- 
à-dire  la  théorie  des  coordonnées  curvilignes  engendrées  par  le 
Système  Orthogonal  rencontré,  représente  peut-être  la  portion  la 
plus  entièrement  nouvelle,  quant  au  fond,  des  matières  traitées 
dans  ce  volume;  car,  bien  que  nous  n'ayons  nulle  connaissance, 
quand  nous  avons  poursuivi  et  rédigé  nos  recherches,  des  tra- 
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vaux  antérieurs  sur  la  quesUon  dont  nous  avons  rendu  compte 
un  peu  plus  haut  (*),  il  devait  arriver  forcément,  en  raison  de 
Tidentité  du  résultat  final  auquel  il.  fallait  parvenir,  que  nous 
nous  rencontrerions  en  un  certain  nombre  de  points  avec  Tun  ou 
Tauire  de  nos  devanciers,  écueil  qui  n'est  pli^s  è  redouter  main- 
tenant, de  même  aussi  que  pour  les  problèmes  traités  dans  notre 
Chapitre  III,  du  moment  que  Lamé  seul  s'est  proposé  comme 
objectif  ce  complément  de  sa  théorie. 

Notre  tâche  à  cet  égard  consistant  dès  lors  simplement  à 
perfectionner  les  formules  de  Tillustre  Auteur  relatives  aux 
coordonnées  qui  portent  son  nom,  de  manière  à  leur  assurer  un 
rôle  pratique  qui  ne  leur  appartient  malheureusement  en  Tétat 
è  aucun  degré,  nous  croyons  avoir  réalisé  ce  programme  d'une 
façon  satisfaisante  et  réellement  utile,  par  un  ensemble  de  for- 
mules et  de  théories  nouvelles  qui,  en  conservant  aux  Coor- 
données Thermométriques  de  Lamé  Tavaniage  inappréciable  de 
n'être  susceptibles,  comme  les  coordonnées  classiques,  que  d'une 
seule  détermination  en  chaque  point  de  l'espace,  leur  assurent 
néanmoins  le  bénéfice  si  considérable  de  la  symétrie  et  de  la 
permutation  circulaire,  qui  caractérisent  le  système  des  Coor- 
données Elliptiques  de  Jacobi,  en  même  temps  qu'elles  offrent 
d'autre  part  celte  supériorité  de  n'admettre  comme  éléments 
analytiques  que  les  seuls  types  de  transcendantes  classiques  des 
Fundamenta  Nova,  de  manière  à  pouvoir  profiter  pour  les  cal- 
culs de  toutes  les  formules  courantes  de  la  théorie  des  Fonctions 
Elliptiques  :  nous  fournissons  une  preuve  incontestable  de 
l'avantage  et  de  la  fécondité  de  ce  Système  des  Coordonnées 


(•)  Notre  travail  ayant  été  composé  et  rédigé  presque  en  entier  en  province,  en  l'absence 
de  ressources  bibliographiques  suffisantes,  nous  avouons,  non  seulement  avoir  ignoré, 
pour  ainsi  dire  jusqu'à  la  fin,  que  la  question  eût  déjà  été  traitée  d'une  façon  complète, 
mais  même  que  nous  ne  nous  serions  certainement  pas  attelé  à  un  aussi  long  et  persé- 
vérant labeur,  si  nous  n'avions  élé  encouragé  par  l'illusion  que  l'honneur  du  résultat  dût 
nous  en  appartenir.  Toutefois,  même  après  cette  déception,  nous  croyons  qu'il  n'y  a  pas 
lieu  de  regretter  complètement  nos  efforts  et  notre  peine,  et  que,  tant  au  point  de  vue  de  la 
rigueur  des  raisonnements  et  des  calculs,  que  de  la  facilité  d'exposition  orale  qu'ils  pré- 
sentent, à  l'égard  de  jeunes  auditeurs  en  possession  des  seules  connaissances  classiques, 
cet  Ouvrage  viendra  remplir  une  place  et  un  rôle  qui  n'étaient  point  encore  occupés 
jusqu'ici 
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Thermomélnques  ainsi  modifié,  en  l'appliquant  à  de  nombreux 
exemples,  parmi  lesquels  la  question  suivante,  à  raison  de  son 
earactére  concret,  sera  de  nature  à  frapper  davantage  Tesprit  du 
Lecteur  :  «  Étant  donné  un  corps  homogène,  limité  par  trois 
»  couples  de  surfaces  appartenant  respectivement  chacun  aux 
»  trois  familles  d'un  Système  Ellipsoïdal,  déterminer  exactement 
»  Paction  totale  qu'exercera  sur  ce  Solide,  conformément  à  la 
»  loi  d'attraction  de  Newton,  la  masse  entière  d'un  ellipsoïde 
»  homogène  de  grandeur,  de  forme,  et  de  situation  quelconques 
»  par  rapport  au  Solide  envisagé.  »  L'emploi  de  nos  nou- 
velles coordonnées  pour  traiter  cet  intéressant  problème  nous 
permet,  en  effets  comme  on  le  verra,  grâce  à  la  permutation 
circulaire,  sur  les  dix-sept  déterminants  dont  est  composée  la 
solution,  de  n*en  calculer  que  tept  seulement,  et  les  formules 
6nales  auxquelles  nous  arrivons  ainsi,  non  seulement  résolvent 
le  problème  complètement  quant  à  la  forme  analytique  des 
résultats,  parce  qu'elles  ne  renferment  que  des  quadratures  réel- 
lement effecluéeSy  mais  encore  sont  calculables  numériquement 
avec  telle  approximation  que  Ton  voudra. 

Le  même  caractère  de  nouveauté  appartient  encore,  croyons- 
nous,  à  la  plupart  des  matières  traitées  dans  notre  Tome  II,  lequel 
comprend,  avons-nous  dit,  six  Notes  distinctes  réunies  en 
Appendice^  et  relatives  à  d'autres  modes  de  résoudre  les  mêmes 
questions  déjà  envisagées  dans  le  Tome  I,  ou  bien,  consacrées  à 
déduire  à  très  peu  de  frais,  des  calculs  développés  dans  ce 
volume  en  vue  de  la  recherche  générale  du  Système  Isotherme, 
d'autres  résultats  importants  d'Analyse  qui  ne  se  rapportent  pas 
à  cette  question  elle-même.  Nous  croyons  en  conséquence  devoir 
indiquer  également  ici,  en  quelques  mots,  l'objet  de  chacune  de 
ces  six  Notes. 

La  première,  appliquant,  à  titre  d'exemple  le  plus  étendu,  à 
l'équation  la  plus  générale  des  Surfaces  du  Second  Ordre  la 
méthode  développée  dans  le  Chapitre  II  pour  la  recherche  des 
familles  isothermes  de  surfaces,  retrouve  tes  résultats  déjà 
obtenus,  par  le  moyen  d'un  calcul  qui  met  en  œuvre,  à  l'aide 
d'une  notation  condensée,  la  considération  d'un  système  sura- 
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bondant  de  trente-cinq  équations  différentielles  du  second  ordre 
entre  les  dix  coefficients  de  Téquaiion  de  la  famille  de  surfaces 
considérés  comme  inconnues. 

La  seconde  Note  concerne  la  recherche  directe  d'un  Système 
Orthogonal  comprenant  parmi  ses  trois  familles  le  type  le  plus 
général  des  Surfaces  Isothermes  du  Second  Ordre,  et  parvient, 
la  question  étant  ainsi  posée,  au  Système  Ellipsoïdal  de  Jacobi  et 
Lamé,  par  le  moyen  de  intégration  d'une  seule  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre,  à  savoir  celle  des  lignes  de  courbure 
de  la  famille  de  surfaces  proposée. 

La  Noie  III  reprend  le  second  problème  de  Lamé,  déjà  résolu 
dans  le  Chapitre  V,  par  une  autre  méthode,  absolument  nou- 
velle celle-là,  croyons-nous,  qui  tire  son  point  de  départ  de  la 
célèbre  méthode  d'intégration  de  Lagrange  pour  les  équations 
aux  dérivées  partielles  non  linéaires  du  premier  ordre,  et  dont 
la  fécondité  se  trouve  établie  péremptoirement  par  ce  fait  que 
c'est  précisément  cette  même  méthode,  généralisée  pour  un 
nombre  quelconque  d'inconnues  et  de  variables  indépendantes, 
qui  nous  a  conduit  à  l'expression  explicite  de  Tintégrale  algé- 
brique d'un  système  hyperelliplique  à  n  +  1  variables,  que  nous 
avons  fait  connaître  dans  notre  communication  à  l'Académie  des 
Sciences,  du  6  Février  1893 

La  Note  IV,  en  vue  de  comparer  les  deux  méthodes  ainsi 
successivement  exposées  dans  le  Chapitre  V  vt  la  Note  III  pré- 
cédente pour  le  second  problème  subsidiaire  de  Lamé,  eu  fait 
successivement  l'applicaiion  au  Cas  particulier  du  Système  Sphé^ 
rique  déjà  étu<lié  dans  le  Chapitre  III,  et  emploie  à  cet  effet, 
pour  l'intégration  du  système  de  trois  équations  aux  dérivées 
partielles  (à  une  seule  inconnue)  auquel  se  ramène  le  problème, 
la  méthode  exposée  par  Jacobi  dans  les  Vorlesungen  (33*  Leçon, 
pp.  2S7-264),  pour  le  cas  de  deux  équations  seulement. 

La  Note  V  déduit  en  quelques  lignes  des  résultats  de  la 
Note  III  ci-dessus  un  énoncé  du  Théorème  d'Abel,  qui  offre  la 
particulariiê  et  l'avaniage  de  formuler  explicitement  les  deux 
équations  qui  constituent  l'intégrale  algébrique  d'un  système 
hyperelliptique  à  trois  variables,  intégrale  dont  l'existence  est 
simplement  certifiée,  mais  la  forme  non  indiquée,  dans  l'énoncé 
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analogue  du  §  8  des  Considerationes  Générales  de  Transcendefi- 
iibui  AbelianiSy  de  Jacobi  (*),  el  elle  en  déduit  très  aisément  la 
forme  également  explicite  des  formules  d'addition  des  fonctions 
hyperelliptiques  de  première  espèce  et  de  la  première  classe, 
annoncées  de  même,  sans  aucune  indication  quant  à  leur  forme, 
dans  le  Théorème  précédent  du  §  6  des  mêmes  Consideraliones. 
Enfin^  elle  déduit  de  cet  énoncé  du  Théorème  d*Abel  une 
démonstration  simple  des  formules  d  addition  pour  les  trois 
espèces  de  fonctions  elliptiques  à  la  fois,  et  pose  ainsi  les  fonde- 
ments d'une  théorie  sommaire  de  ces  fonctions  issue  exclusive- 
ment de  la  considération  du  Système  Ellipsoïdal,  et  analogue  par 
conséquent  à  celle  que  Lamé  institue  et  développe  dans  ses 
Leçons  sur  les  Fonctions  Inverses,  mais  relative  cette  fois  aux 
types  classiques  eux-mêmes,  et  pour  les  trois  espèces  de  fonc- 
tions elliptiques  considérées  simultanément. 

La  Note  VI,  enfin,  reprend  i  nouveau  par  d'autres  procédés 
la  détermination  d'intégrales  triples  déjà  calculées  dans  le 
Chapitre  VI,  et  rencontre  ainsi,  chemin  faisant,  l'expression 
explicite,  intéressante  et  peu  connue,  des  trois  quadratures 
connexesy*(p"*  (tù)  cfcd,  le  symbole  cp  désignant  successivement  les 

0 

trois  fonctions  elliptiques  de  première  espèce  «n,  cn^  dn,  et  l'ex- 
posant m  une  puissance  entière  positive  quelconque. 

Tel  est  le  cycle  des  questions  d'un  intérêt  incontestable,  aussi 
bien  au  point  de  vue  de  l'Analyse  pure  qu'à  celui  des  applica- 
tions i  la  Physique  Mathématique,  que  nous  nous  proposons  de 
traiter  complètement  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage,  avec  un 
esprit,  sous  une  forme,  et  dans  un  but  manifestement  didac- 
tiques. Ce  programme  nous  impose  étroitement  certaines  obliga- 
tions dont  le  Lecteur  voudra  bien  nous  tenir  compte,  lorsqu'il  lui 
semblera  que  nous  exigeons  trop  de  son  attention  et  de  sa 
patience,  par  de  trop  longs  calculs,  ou  des  développements  en 
apparence  exagérés,  lesquels  seront,  en   réalité,  nécessités  par 

O  Journal  de  Crellb,  Tome  IX  (pp.  394-405). 
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robligation  de  procurer,  avant  toutes  choses,  une  complète 
rigueur  dans  nos  raisonnements  et  une  parfaite  certitude  dans 
les  résultats  de  nos  calculs.  De  cette  même  pensée  procède,  en 
particulier,  notre  habitude  presque  constante  de  traiter  chaque 
question,  à  titre  de  contrôle,  par  deux  ou  trois  (et  parfois  même 
par  quatre)  procédés  différents,  notre  but  en  cela  étant  surtout 
de  chercher  à  inculquer  aux  jeunes  débutants  dans  les  recherches 
analytiques,  une  précieuse  discipline,  consistant  à  n*accorder 
jamais  une  confiance  absolue  à  une  méthode  ou  à  un  calcul,  si 
Ton  n'a  pu  en  corroborer  Texactitude  en  retrouvant,  à  titre  de 
vérification,  les  mêmes  résultats  par  une  voie  différente. 

Qu'on  nous  permette  enfin,  toujours  au  même  point  de  vue, 
d'indiquer,  en  terminant,  trois  procédés  généraux  inspirés  du 
même  esprit,  que  nous  aurons  occasion  d'employer  un  grand 
nombre  de  fois  dans  le  cours  de  ces  recherches,  et  qui  contri- 
bueront pour  une  large  part  à  en  assurer  le  succès  : 

1*  Avant  d'entamer  le  calcul  relatif  è  chaque  recherche  par- 
tielle, nous  commencerons  toujours  par  en  apprécier  a  priori  le 
degré  de  généralité  de  la  solution,  c'est-i-dire  par  évaluer  exac- 
tement le  nombre  de  fonctions  ou  de  constantes  arbitraires  que 
devra  renfermer  la  solution  la  plus  générale,  en  sorte  que  si,  par 
un  procédé  quelconque,  nous  venons  ensuite  à  rencontrer  une 
solution  qui  réalise  précisément  ces  conditions,  nous  pourrons 
alors  affirmer  en  toute  certitude  que  cette  solution-là  est  bien  la 
solution  la  plus  générale  demandée. 

3*  Ayant  à  intégrer  un  système  d'équations  (différentielles  ou 
aux  dérivées  partielles),  si  par  la  différentiation,  plusieurs  fois 
répétée  au  besoin,  nous  pouvons  en  déduire  un  autre  système 
plus  simple  ou  plus  facile  à  intégrer  que  le  proposé,  nous  inté- 
grerons ce  dernier  système  dont  la  solution  sera  dès  lors  plus 
large  que  celle  qui  convient  è  la  question,  et  nous  chercherons 
ensuite  à  disposer  des  arbitraires  (constantes  ou  fonctions)  sur- 
abondantes ainsi  existant  dans  celte  solution,  de  manière  à  pro- 
curer la  vérification,  par  la  même  solution,  du  système  proposé 
lui-même. 

3*  Comme  règle  constante  et  absolue,  dont  nous  ne  nous 
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départirons  pas  dans  tout  le  cours  de  cette  étude,  nous  ferons 
en  sorte  de  nintroduire,  comme  éléments  du  calcul,  que  des 
quantités,  et  de  n*éerire  que  des  équations  ou  formules,  obéissant 
à  une  loi  de  permutation  circulaire  évidente,  condition  à  laquelle 
ne  satisfait  pas  malheureusement  la  théorie  de  Lamé;  et  dans 
cette  pensée,  même  lorsque  nous  transcrirons  simplement  ses 
calculs  pour  quelques  questions,  ou  rappellerons  ses  procédés, 
nous  aurons  soin  de  substituer  à  sa  notation  relative  au  Système 
Ellipsoïdal,  dans  laquelle  les  carrés  des  demi-distances  focales 
sont  0,  6*,  c',  celle  plus  avantageuse  de  Jacobi,  dans  laquelle 
les  mêmes  quantités  sont  exprimées  par  trois  différences  symé- 
triques :  62  —  c*,  c*  —  a*,  a*  —  6*. 

EnGn,  comme  dernier  détail  [purement  matériel,  si  Ton  veut, 
mais  dont  Timportanee  pour  Texposition  orale  sera  reconnue 
par  quiconque  se  proposera,  comme  nous,  d*enseigner  cette 
théorie  (*)],  nous  substituerons  également,  en  règle  constante, 
on  système  de  notation  par  algorithme  littéral  et  individuel 
(<p,  ^,  Bx;  P,  Q,  R;  *•  V,  D;  ...)  au  système  de  notation  par 
indices  de  Lamé  (p,  pi,  p^;  Q,  Q|,  Q2;  A,  A|,  A2;  ...)>  qtii»  d'une 
énonciation  moins  claire  et  moins  facile,  et  beaucoup  plus  fati- 
gant pour  les  yeux,  le  devient  aussi,  par  là  même,  assez  rapide- 
ment pour  Tesprit,  tant  du  Professeur  que  de  TÉlève. 


En  résumé,  TOuvrage  que  Ton  va  lire,  répondant  à  une 
double  pensée,  se  propose  à  la  fois  deux  objectifs  et  présente» 
en  conséquence,  deux  caractères,  qui  se  nuiront  peut-être  réci- 
proquement dans  Tesprit  du  Lecteur,  parce  que  Ton  n'est  guère 
habitué  à  les  trouver  réunis  dans  une  même  publication,  à  savoir 
celui  de  Mémoire^  ou  de  travail  de  recherches  ayant  pour  but  de 
consolider,  d'améliorer,  ou  d'accroître  les  résultats  déjà  acquis 


(')  Cet  Oavrage,  de  même  que  nos  deux  précédents  Mémoires  Sur  la  Théorie  de  la 
Courbure  des  Surfaces,  et  Sur  l'Emploi  des  Coordonnées  Curvilignes  dans  les  Problèmes 
de  Mécanique^  meniionnés  un  peu  plus  loin,  a  été  composé  en  vue  de  Leçons  orales  faites 
à  rCniversité  Catholique  de  Lille,  à  titre  de  Conférences  aux  jeunes  Licenciés,  aspirants 
an  Doctorat  es  Sciences  Mathématiques,  et  avec  la  pensée  de  leur  faciliter  la  lecture 
des  œuvres  de  Lamé  et  de  Jacobi. 
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dans  le  domaine  de  la  question  envisagée,  et  celui  d^Ouvrage 
Didactique  se  proposant  simplement  celui  de  faciliter  et  de  per- 
fectionner Texposition  de  ces  mêmes  résultats  antérieurs,  en  les 
rendant  en  même  temps  accessibles  au  plus  grand  nombre 
d*esprits  possible. 

En  effet,  sans  revenir  sur  les  modestes  compléments  que  nous 
pensons  avoir  apporté  utilement,  ainsi  que  nous  Tavons  dit,  à  la 
théorie  de  Tillustre  inventeur  des  Coordonnées  Curvilignes,  le 
présent  Ouvrage  étant  joint  à  nos  deux  précédents  Mémoires 
Sur  la  Théorie  de  la  Courbure  des  Surfaces  (*)  et  Sw*  l* Emploi 
des  Coordonnées  Curvilignes  dans  les  Problèmes  de  Mécanique  (**), 
ils  constituent  alors  ensemble,  croyons-nous,  une  exposition 
intégrale,  parfaitement  conforme  aux  exigences  rigoureuses  de 
TEnseignement  actuel,  de  toute  la  partie  théorique  de  Fœuvre  si 
remarquable  et  si  féconde  de  Lamé,  complétée  et  éclairée  par 
des  emprunts  convenables  aux  parties  connexes  des  admirables 
travaux  de  Jacobi,  le  tout  sous  une  forme,  et  exclusivement  à 
Taide  de  procédés,  qui  soient  à  la  portée  des  jeunes  débutants 
dans  la  carrière  scientifique,  nous  voulons  dire  des  intelligences 
en  possession  des  seules  connaissances  classiques. 

Nous  adressons  donc  notre  travail,  encore  une  fois,  contrai- 
rement à  Tqsage,  à  deux  catégories  de  Lecteurs  entièrement 
différentes,  à  savoir  les  Savants,  et  ceux  qui  travaillent  actuelle- 
ment en  vue  de  le  devenir,  et  nous  espérons  que  la  première  y 
trouvera  néanmoins  suffisamment  son  compte,  par  les  éléments 
nouveaux  et  véritablement  utiles  que  nous  croyons  *y  avoir 
apportés,  pour  tolérer,  par  ailleurs,  avec  indulgence  les  dévelop- 
pements introduits  en  vue  et  dans  l'intérêt  de  la  seconde, 
lesquels  motivent  seuls  retendue,  exagérée  en  apparence,  donnée 
ainsi. à  une  simple  monographie  telle  que  celle  que  nous 
soumettons  au  jugement  du  Public. 


n  Anmales  de  la  Société  SciENTinQUB  de  Bruxelles.  Tome  V  (1880-1881). 
n  iBib^  Tomes  X  (i88»-i886),  et  XI  (4886-1887). 


PREMIERE  PARTIE. 

PRËUMINAIRES 
ET  CAS  PARTICULIERS  REMARQUABLES. 


i. 


CHAPITRE  K 

Propriété  caractéristique  des  invariants  difTérentiels  Af  et  Af 
Équation  dn  mouvement  de  la  chaleur  en  coordonnées  quel- 
conques. 

Expression  des  paramétres  différentiels  d'une  fonction   de 

POINT     QUELCONQUE    EN    COORDONNÉES    CURVILIGNES.    Étant     donnée 

une  fonction  de  point  (*)  quelconque  (ù,  ses  deux  paramètres 
différentiels  A|6)  et  Ajcû,  qui  sont  évidemment  deux  nouvelles 
fonctions  de  point,  sont  susceptibles  Tun  et  Fautre  d*une  expres- 
sion simple  en  fonction  des  trois  paramètres  du  premier  ordre  A19, 
Aj^'y  A|tir,  relatifs  aux  trois  surfaces  coordonnées  et  de  leurs 
dérivées  par  rapport  aux  coordonnées  curvilignes,  expressions 
qui  sont  complètement  indépendantes  du  système  particulier  de 
coordonnées  avec  lequel  on  les  suppose  calculées,  et  qui 
demeurent  par  conséquent  les  mêmes  quel  que  soit  le  système 
de  coordonnées  employé.  Ces  expressions  formant  le  point  de 
départ  obligé  de  la  recherche  que  nous  allons  entreprendre, 
c^est  par  les  établir  que  nous  devons  commencer  notre  étude. 

Pour  le  paramètre  du  premier  ordre  ù^tù,  il  nous  suffira  de 
rappeler  les  six  égalités  suivantes  (**) 

-=»--H 1 '  1 1 =»0, 

X      f  X       i>  X      u  X  XX      y  y      z  z 


0) 


y     f  y     ^  y     ^y  ^  ^     yy     «^ 

O  0)0  «^  WCT  p'I»  f    ^  f    ^ 

—  «= H 1 1  1 H- =  0, 

Z       f  z      ^  z       X3  z  XX      yy      z  z 


(*)  LocQtion  très  commode,  emprantée  ^  Lamé  {leçont  sur  la  coordonnées  curvi- 
lignes, S I)»  et  assez  claire  par  elle-même  pour  pouvoir  se  passer  de  définition. 

{**)  Nous  faisons  usage  de  nouveau  dans  ce  travail,  pour  les  dérivées  partielles,  de  U 
notation  abrériative,  simple  et  commode,  dont  nous  avons  déjà  montré  l'avantage  dans 

1 


(dont  les  trois  de  gauche  résultent  immédiatement  de  la  règle 
de  dérivation  des  fonctions  composées,  et  les  trois  de  droite 
expriment  rorlhogonalité  des  trois  surfaces  coordonnées)  et 
d*ajouter  membre  à  membre,  après  les  avoir  élevées  au  carré, 
les  trois  équations  du  premier  groupe,  en  ayant  égard  en  même 
temps  aux  trois  équations  de  Tautre  groupe.  Il  est  clair  que  nous 
obtiendrons  de  cette  façon  la  formule  : 

(2)  Aî«  -  Aï?  (-)'  +  Aî^  (^)'  ^-  AV  Q'. 

Pour  obtenir  semblablement  Texpression  du  paramètre  du 
second  ordre  A2W,  nous  commencerons  par  rechercher  Texpres- 
sion  de  ce  paramètre  en  particulier  pour  les  trois  surfaces 
coordonnées,  c*est-à*dire  Texpression  des  trois  fonctions  A99, 
Ai^f  A2to'. 

A  cet  effet,  nous  rappellerons  de  même  trois  autres  formules 
que  nous  avons  établies  dans  notre  Mémoire  sur  la  théorie  de 
la  Courbure  des  surfaces,  savoir  :  en  premier  lieu,  celle  qui  fait 
connaître  la  somme  des  deux  courbures  principales  ^  et  ^  en 
un  point  quelconque  d*une  surface  donnée  (quantité  que  nous 
désignions  par  la  lettre  H  dans  ce  précédent  travail),  c'est-à-dire 
la  formule  suivante  (voir  §  H,  équation  (26),  page  22,  au  bas)  : 


(3) 


H-=---4--  =  —     Aaf  —  Il k-  fz -^  y ; 

a,     tt,     A,f  L         ^    ^         y        «  /  J 


en  second  lieu,  Texpression  des  deux  courbures  principales  d'une 
surfaceappartenant  à  un  système  triple  orthogonal  (formules  (S9), 


nos  trois  précédents  Mémoires,  et  qui  consiste  k  supprimer  haut  et  bas  la  caractéristique  d, 
en  conservant  sealement  les  exposants  dont  elle  est  affectée.  Voir  pour  plus  de  détails  : 
Mémoire  sur  ta  théorie  de  la  Courbure  des  surfaces,  pp.  3-3,  on  Mémoire  sur  les  Ombilics 
coniques,  pp.  3-5,  ou  encore  Mémoire  sur  l'emploi  des  Coordonnées  curvilignes,  etc., 
pp.  3^  (en  note). 


5. 
§  III,  page  70,  au  bas),  savoir  : 

(4)  =._A,7 .  _=— A,f ; 

et  enfin  celle  qui  donne  l'expression  des  dérivées  d'une  fonction 
de  point  quelconque  gd  par  rapport  à  Tune  des  coordonnées 
curvilignes  (formules  (S8),  §  III,  même  page),  et  qui  s'obtient 
d'ailleurs  successivement  pour  les  trois  variables  9,  (p,  vr^  par 
une  combinaison  facile  des  six  équations  ci-dessus  (1),  savoir 
pour  la  coordonnée  <p  en  particulier  : 


a  a  a        o 

X         y         z       f 

(X,  fx,  y  désignant,  comme  dans  la  formule  ci-dessus  (3),  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  correspondante). 

Cela  posé,  ayant  remarqué  qu'en  vertu  *de  cette  dernière 
formule,  la  valeur  (3)  de  H  peut  s'écrire 

R«       R,       Al?  L  ?        J      ^if  f 

et  d'autre  part  qu'en  ajoutant  membre  à  membre  les  deux 
formules  (4)  nous  obtiendrons  pour  la  même  quantité  H  cette 
autre  expression 

il  est  clair  que  la  comparaison  de  ces  deux  valeurs  de  H  nous 
fournira  immédiatement  la  relation 

A»f       .     /Aif  /.Ai'i'AiCT 

Aif =  —  A|f » 

Aiî»  f  f 


4. 
d'où 


?  f      I 


et  enfin»  en  multipliant  par  A^tp, 


VAi'pAia/ 

rf  /   A,?  \ 


En  opérant  ainsi  successivement  pour  les  trois  surfaces,  nous 
aurons  donc  tout  .d'abord  les  trois  expressions  demandées,  qui 
se  déduiront  les  unes  des  autres  par  la.  permutation  circulaire 
des  trois  variables  7,  <p,  nr  : 

d  f   Aif    \ 
Ajf  =  A,f  Ai^  A|tj .  —  - — — •  j  • 

(6)  (A^  =  A.,A.*A...-(^. 

rf  /    A,Br    \ 

A,a  «:  A,f Ajtf'Aïu.—  I  .     .      • 

dzr  \A|f  Ai<^/ 


Ce  résultat  étant  acquis  pour  les  trois  surfaces  coordonnées, 
il  est  maintenant  facile  de  calculer  le  même  paramèU'c  du  second 
ordre  pour  une  fonction  de  point  quelconque  o».  Il  suflira 
évidemment  pour  cela  de  différentier  à  nouveau,  respective- 
ment par  rapport  à  x,  y,  z,  les  trois  égalités  de  gauche  (1), 
et  de  les  ajouter,  en  ayant  égard  aux  trois  autres  de  droite 


et  aux  trois  dernières  expressions  que  nous  venons  d*obtenir. 
Pour  faire  ce  calcul  commodément,  désignons  par  u  l'une 
quelconque  des  trois  coordonnées  rectilignes  x,  y^  z;  alors 
Tune  quelconque  des  trois  équations  de  gauche  (1),  qui  est  avec 
celle  notation 


(7)  -c=--^--H---, 

u         f  u         ^  u  ts  u 


étant  différentiée  de  nouveau  par  rapport  à  u,  donnera  Téquation 

ca'       »  ^*        «  ^*        «  c'       ^    d  loi\        ip  d  /»\        o   d  fa\ 
tt'      f  u*      ^  u*      ou'      uduxfl       uduK'pl       u  du  Vo/ ' 

dans  laquelle  les  dérivées  ^(|),  ^g),  ^(|],  pourront  être 
facilement  calculées  à  Taide  de  la  même  équation  (7),  en  y 
écrivant  simplement  à  la  place  de  cd,  d'abord  |,  puis  ^,  puis 
enfin  -  :  opération  qui,  si  Ton  a  recours  pour  en  écrire  le 
résultat  à  la  notation  symbolique  dont  nous,  avons  fait  usage  dans 
notre  Mémoire  sur  les  Ombilics  coniques  (*)  (Introduction,  page  S), 
nous  fournira  immédiatement  les  trois  expressions  suivantes  : 


d  /»\  a  ffa  f  »  <f»  avt\\ 

du  \fl  fWfU  i^  u  aul  r 

d  [a\  a  II»  f  w.f  ois\\ 

du\^l  ifWfU  ^«  fsulf 

du\al  vWfU  ip  U  uulr 


n  Pour  le  Lecteur  qni  n'aurait  pas  ce  tratail  à  sa  disposition,  nous  rappellerons  que 
la  double  parenthèse»  affectant  le  facteur  d'un  produit  ou  d'une  puissance,  signifie  pour 

1. 


6. 


En  reportant  donc  ces  valeurs  dans  Texpression  (8),  il  est 
facile  de  voir  que  cette  expression  deviendra  sous  forme  symbo- 
lique 

û)'        «  p'       û)  4»*        «  a'        I [^  9         ^  ^        û)  o\\* 
u*       f  u*       ^  ur       cr  w'        \\f  U       f  U       vs  ul I 

étant  entendu  que  Tinterpréiation  symbolique  de  la  double 
parenthèse  ne  doit  s*appliquer  qu'aux  dérivées  de  cd  par  rapport 
aux  coordonnées  curvilignes  (et  non  aux  dérivées  de  %  tp,  w\ 
c'est-à-dire  en  réalité 

vr      f  tr      ^  w'       au* 


Si  maintenant  nous  supposons  que  nous  ayons  récrit  celte 
dernière  équation  trois  fois,  en  prenant  pour  u  successivement 
les  trois  coordonnées  x,  y,  z,  et  que  nous  ayons  ajouté  membre 
à  membre  les  trois  égalités  ainsi  obtenues,  en  ayant  égard  en 
même  temps  aux  trois  équations  de  droite  (1),  il  est  clair  que 
nous  aurons  ainsi  la  formule 


«  «'  ..«  ..« 


(9)      Aî«  =  -  A,9>  -f-  -  Aa^  ■+-  -  Ajo  -♦-  ~-  Aî?  -f-  ~ A}^  -♦-  —  AJo, 


ou,  en  remettant  à  la  place  des  paramètres  ^2%  Aj^»  A^t?  leurs 
valeurs  (6)  que  nous  venons  d'obtenir,  et  mettant  en  facteur 


nous  que  le  calcul  en  étant  d*abord  effectué,  comme  s'il  s'agissait  de  quantités  ordinaires, 
le  résultat  devra  être  interprété  après  coup,  avec  l'acception  différentielle  dont  nous 
sommes  contenus. 


le  produit  A^f Aft^Afcr, 

A                   A        A        A          f"    'W       ^'^      \  «    </     /       A,^      \  U     d     [      A.O     \ 

If  df  \Ai^A|Ci/  4»  d^  vAicrAïf /  o  r/cr  \A|f Ai<f'/ 

a*       A|9  »*        A|^  0'       Aia    n 

-I-    -«  : —  -f-    —    -I-    —   I, 

y'   Ai«^Aia  ^'    AioAif  w'   A|?A|^J 

c'est-à-dire  déOnitivement,  sous  forme  plus  simple  (*)  : 


(10) 


.     .      r  ^   /   ^if     »\        d    /   A.l     û>\ 

lA,»=:Ai?A,fA,i:r     ~     -— -H—  I         .      7 

)  Lffç)  \A,<fAia  f  /        a^  \A,oA,î»  ^/ 

d    /   Aiw     »\1 

rfo  VAifAi'l'  tar/J 


Notons  en  passant  que  les  formules  (2)  et  (10)  se  réduisent 
bien,  comme  cela  devait  être  pour  le  cas  particulier  des  coor- 
dononées  rectilignes,  aux  valeurs  de  définition 

/u)\«        /«\«        M'  ^  J"         ««        a? 

attendu  que  si  Ton  fait  9  =  x,  i{/  =  y,  ot  =  z,  on  a,  en  vertu  de 
ces  définitions  mêmes,  Aî(p  =  1,  Aî^'  =  1,  ^1^  =  1. 

L'existence  des  expressions  (2)  et  (10)  et  la  permanence  de 
leur  forme,  quel  que  soit  le  système  de  coordonnées  employé, 
fait  prévoir  immédiatement  Timportance  du  rôle  que  ces  para- 
mètres différentiels  devront  jouer  dans  la  Physique  Mathéma- 
tique (**).  En  effet,  nous  venons  de  leur  reconnaître,  relative- 


('i  La  démonstration  que  nous  tenons  de  donner  nons  semble  à  la  fois  plus  courte  et 
plus  facile  que  celle  de  Lamé,  rapportée  par  M.  Bertrand  dans  le  tome  I  de  son  Traité 
de  calcul  différentiel  et  de  calcul  intégral  g§  484-486  (pp.  i83-i87),  et  qui  remplit 
presque  quatre  pages  de  cet  in-4«. 

(**)  Mous  tentons  dans  les  deux  aliénas  qui  vont  suivre  de  donner,  non  pas  une 
démonstration  rigoureuse  et  détaillée,  comme  le  fait  Gaucby  dans  ses  Exercices  de 


8. 

menl  aux  dérivées  partielles  de  la  fonction  de  point  (ù  à  laquelle 
ils  se  rapportent,  ainsi  qu*aux  paramètres  A19,  A|4^,  à^vr,  rela- 
tifs aux  trois  surfaces  coordonnées,  et  à  leurs  dérivées,  une 
propriété  complètement  analogue  à  celle  des  fonctions  que  Ton 
nomme  Invariants  en  géométrie  analytique,  relative  aux  coeffi- 
cients des  équations  des  courbes  ou  surfaces  auxquelles  elles  se 
rapportent,  analogie  telle  qu'on  pourrait  leur  attribuer  avec 
beaucoup  de  raison  (ainsi  que  nous  nous  proposons  de  le  faire 
dans  tout  ce  travail),  la  dénomination  d'Invariant  Différentiel, 
déjà  usitée  dans  la  science,  laquelle  aurait  l'avantage  de  rappeler 
ainsi  d'une  façon  très  expressive  leur  propriété  caractéristique. 
Or,  sans  reconnaître  aux  fonctions  analogues  de  la  géométrie 
une  propriété  générale  qui  n'est  pas  encore  démontrée,  bien 
qu'on  la  leur  attribue  habituellement,  et  pour  baser  exclusivement 
le  rapprochement  que  nous  voulons  faire  ressortir  sur  un  exemple 
certain  emprunté  à  une  autorité  incontestée  (*),  nous  dirons 
que  de  même  que  toutes  les  relations  permanentes  (c'est-à- 
dire  indépendantes  du  choix  des  axes  coordonnés),  qui  existeront 
entre  diverses  courbes  ou  surfaces  du  second  ordre,  ne  pourront 
être  exprimées  analytiquement  que  par  certaines  relations  entre 
les  invariants  des  courbes  ou  des  surfaces  considérées,  de  même 
toute  loi  physique,  relative  aux  variations  d'état  d'un  milieu 
continu,  supposé  homogène  et  isotrope  (**),  états  qu'on  peut 
supposer  représentés  par  une  certaine  fonction  de  point  (tempé- 
rature, dilatation,  réactions  moléculaires,  etc....)»  étant  par  sa 
nature  essentiellement  indépendante  du  système  de  coordonnées 


Physique  Mathématique  (tome  1,  pp.  107-115),  mais  une  simple  explication  sommaire 
et  intuitive,  basée  sur  une  rue  d'ensemble  forcément  moins  précise,  d'un  fait  analytique 
extrêmement  remarquable  que  Lamé  constate  k  plusieurs  reprises,  mais  dont  il  n'indique 
nulle  part,  fût-ce  par  un  seul  mot,  la  raison  d'être. 

(*)  Salhon,  Leçons  d'Algèbre  Supérieure  (Traduction  française  de  Bazin),  H  488 
(p.90â9etâ04(p.2S3). 

(**)  Nous  empruntons  cette  locution  k  la  théorie  de  la  Lumière,  pour  désigner  un  corps 
dont  toutes  les  propriétés,  de  quelque  nature  qu'elles  soient,  sont  caractérisées  par  des 
coefScients  qui  conservent  la  même  valeur  pour  toutes  les  directions  possibles,  tout 
autour  d'un  même  point 


supposé  employé  pour  Tétudier,  ne  pourra  être  dès  lors  qu'une 
certaine  relation  entre  des  invariants  différentieb  de  la  fonction 
de  point  considérée,  c'est-à-dire  des  fonctions  jouissant  de  la 
propriété  caractéristique  que  nous  venons  de  reconnaître  aux 
deux  paramètres  A|(o  et  AjCd  (*). 

Si,  de  plus,  on  réfléchit  que  dans  l'évaluation  de  la  plupart 
des  phénomènes  physiques,  et  dans  le  calcul  à  cet  effet  des 
accroissements  A(o  de  la  fonction  de  point  qui  caractérise  chaque 
phénomène,  on  néglige  en  général  les  puissances  des  accroisse- 
ments des  coordonnées  supérieures  à  la  seconde,  de  manière 
que  leur  expression  ne  renferme  plus  alors  que  les  dérivées 
partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  la  fonction  (o, 
Ton  voit  ainsi  que  toutes  les  fois  que  Texpression  de  la  loi  phy- 
sique élémentaire,  relative  au  phénomène  en  question,  sera 
linéaire  par  rapport  au  susdit  accroissement  Agd  (ce  qui  sera  le 
cas  le  plus  fréquent),  Téquation  aux  dérivées  partielles  qui  régira 
le  phénomène  ne  pourra  être  dès  lors  qu'une  relatiçn  entre  des 
invariants  différentiels  linéaires  du  premier  et  du  second  ordre 
seulement,  parmi  lesquels  l'invariant  A^cd,  en  supposant  qu'il  ne 
soit  pas  le  seul  (ce  qui  semble  très  probable)  est  assurément  l'un 
des  plus  simples  (^*);  et  par  suite  il  n'y  a  plus  lieu  de  s'étonner 


(*)  La  coDYenance  de  rîDtrodaction  de  cette  dénomination  nouvelle  étant  ainsi  ample- 
ment justifiée  au  point  de  vue  théorique,  une  autre  considération  d'ordre  pratique  nous 
en  impose  en  quelque  sorte  l'emploi  dans  tout  le  cours  de  ce  Mémoire,  il  la  place  de  celles 
introduites  originairement  par  Lamé,  dont  nous  avions  fait  usage  jusqu'ici^  vu  le  retour 
incessamment  répété  tout  au  long  de  cette  théorie,  dans  nos  raisonnements  et  nos  calculs, 
de  quantités  de  cette  espèce,  simulunément  avec  les  paramètres  f,  ^,  sr  des  trois  surfaces 
coordonnées  ou  d'autres  familles  de  surfaces;  car  cette  coexistence  nous  obligerait  dès 
lors,  sous  peine  de  créer  la  confusion,  à  adjoindre  à  chaque  fois  aux  paramètres  Ai  et  a t 
Tépithète  de  diiférenliels,  qui  complique  et  embarrasse  le  discours,  tandis  que  nous 
éviterons  cet  inconvénient  en  adoptant  la  dénomination  ^'invariant  qui  ne  saurait  au 
contraire  douner  naissance  k  aucune  ambiguïté. 

(**)  Ce  simple  aperçu  suffit  à  faire  comprendre,  comme  nous  le  voulions,  la  nécessité 
du  fait  qu'il  s'agissait  d'expliquer,  mais  la  conclusion  des  considérations  développées 
ci-dessus  est  rigoureusement  établie  par  Cauchy,  lequel  démontre  dans  l'article  déjà 
cité  par  la  note  de  la  page  précédente  (voir  Exerc.  de  Phys.  Math.,  tome  1,  p.  444, 
au  bas,  théor,  8),  que,  pour  conserver  à  la  fois  une  forme  et  une  valeur  indépendantes 
de  la  direction  des  axes  coordonnés,  toute  fonction  linéaire  des  dérivées  de  tous  ordres 
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de  la  fréquence  avec  laquelle  on  le  voit  apparaître  sans  cesse  dans 
Fexpression  des  principales  lois  de  la  Physique  Mathématique.  Il 
nous  suffira,  dans  ce  domaine,  de  citer  comme  exemples,  avec 
Lamé,  en  nous  bornant  aux  plus  simples,  les  quatre  équations 

{ii)     A,«  =  0,     A,«  =  *^,     A,«  =  t'^,     A,(A.«)  =  0, 

qui  régissent  successivement  le  potentiel  dans  la  théorie  de 
rÉIeclricité,  la  température  d*un  milieu  homogène  et.  isotrope 
dans  la  théorie  de  la  Chaleur  (comme  nous  allons  le  montrer 
tout  à  Theure),  enfin  les  vibrations  d'un  fluide  compressible, 
ainsi  que  la  dilatation  en  un  point  quelconque  d*un  milieu  iso- 
trope, dans  la  théorie  générale  de  TÉIasticité. 

Équation  du  mouvement  de  la  chaleur  en  coordonnées  regti- 
LiGNEs.  —  Ces  préliminaires  étant  admis,  deux  procédés  différents 
s'offrent  à  nous  pour  arriver  à  former  Téquation  aux  dérivées 
partielles  qui  régit  la  température  des  divers  points  d'un  corps, 
supposés  rapportés  à  un  système  de  coordonnées  quelconques. 
Nous  pourrons,  en  premier  lieu,  chercher  à  former  directement 
cette  équation  dans  le  système  des  coordonnées  planes  ou  recti- 
lignes,  avec  lequel  on  est  généralement  le  plus  familiarisé,  et  en 
supposant  que  nous  ayons  obtenu  cette  équation,  la  transformer 
ensuite  en  coordonnées  curvilignes  quelconques,  à  Taide  des 
formules  relatives  à  cette  théorie,  que  nous  avons  démontrées 
dans  le  précédent  travail  déjà  cité.  Nous  pourrons,  en  second 


d'une  fonction  »  doit  nécessairement  se  réduire  à  une  fonction  entière  (symbolique) 
de  à^otf  c'est-à-dire  à  une  expression  de  la  forme  : 


?^"((|-.-^|i^S))'"' 


n  étant  entier,  et  A„  désignant  une  simple  constante  :  proposition  qui  n'est  que  la  géné- 
ralisation, pour  un  ordre  de  dérivées  quelconque,  de  la  propriété  que  nous  attribuons 
comme  très  probable  au  second  intariant  à^  considéré  par  Lamé. 
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lîeuy  chercher  à  établir  immédîatemenl  cette  même  équation 
dans  le  système  le  plus  général  de  coordonnées  orthogonales,  ù 
Taide  de  raisonnements  basés  sur  la  considération  directe  des 
surfaces  coordonnées  qui  composent  ce  système.  Nous  allons 
passer  en  revue  successivement  ces  deux  modes  de  traiter  la 
question  précitée  (*). 

La  démonstration  que  nous  proposons  pour  cet  objet  sera, 
dans  un  cas  comme  dans  lautre,  basée  tout  entière  sur  un 


(*)  Pour  la  formation  de  cette  équation,  qu'il  s'agisse  de  coordonnées  planes  ou  curvi- 
lignes {Leçons  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  (4857),  S  CXLVI  et  sequ. 
pp.  498-!204);  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes  (i^%  §  XVI  (pp.  SS-27);  Leçons 
sur  la  théorie  analytique  de  la  chaleur  (1861),  S  XIX  (pp.  27-29),  Lamé  ne  fait  que 
reproduire,  en  l'adaptant  au  système  de  coordonnées  envisagé,  le  mode  de  raisonnement 
du  créateur  de  la  théorie  mathématique  du  mouvement  de  la  Chaleur,  l'illustre  Fourier, 
lequel  avait  résolu  la  question,  en  transportant,  pour  ainsi  dire,  sans  aucun  changement 
quant  au  fond,  de  l'Hydrodynamique  dans  l'étude  de  la  température,  le  raisonnement 
à  l'aide  duquel  Euler  et  Bernouilli  avaient  établi  Téquatiou  dite  de  continuité,  qui 
complète,  avec  les  trois  équations  fournies  par  le  théorème  de  d'Âlembert  et  l'équation 
de  définition  relative  à  la  nature  du  fluide,  les  cinq  équations  nécessaires  pour  la  déter- 
mination du  mouvement  de  ce  môme  fluide.  Ce  raisonnement,  emprunté  à  une  époque 
où  les  géomètres,  tout  en  faisant  un  usage  constant  des  infiniment  petits,  n'avaient  pas 
encore  cependant  une  idée  bien  nette  de  leur  signification  réelle  et  des  conditions  exactes 
de  leur  emploi,  consiste,  comme  l'on  sait,  à  évaluer  par  deux  modes  différents  la  quantité 
de  matière  en  question  (fluide  ou  chaleur)  qui  vient  accroître,  pendant  un  élément  de 
temps,  celle  déjà  contenue  dans  un  parai lélipipède  infiniment  petit  suivant  ses  trois 
dimensions,  quantité  que  l'on  peut  regarder  par  conséquent  comme  l'excès  de  la  quantité 
similaire  entrée  dans  le  parailélipipède  par  trois  faces  non  parallèles,  sur  la  quantité 
sortie  de  même  par  les  faces  parallèles  correspondantes.  Nous  n'apprendrons  rien  au 
Lecteur  en  rappelant  que  ce  même  raisonnement  présente  un  vice  capital,  quant  au  mode 
d'emploi  des  infiniment  petits,  en  ce  que  les  trois  arêtes  de  ce  parailélipipède  étant 
supposées  essentiellement  du  même  ordre  infinitésimal,  on  évalue,  chaque  fois  qu'il  en 
est  besoin,  l'accroissement  d'une  fonction  de  point,  considérée  dans  l'étendue  d'une 
certaine  face,  en  tenant  eompte  de  sa  variation  suivant  la  direction  normale  à  la  face, 
et  négligeant  arbitrairement  ses  variations  suivant  les  directions  parallèles  à  la  même 
face,  ce  qui  est  complètement  illégitime,  du  moment  que  les  accroissements  des  variables 
correspondant  à  ces  deux  dernières  directions  sont  entièrement  comparables  k  celui  de 
la  variable  correspondant  à  la  première.  Cette  faute  répétée  trois  fois  (pour  chaque  couple 
de  faces  parallèles)  enlève  toute  valeur  démonstrative  au  raisonnement  et  impose  l'obli- 
gation absolue,  tout  au  moins  pour  l'Enseignement,  de  reprendre  à  nouveau  la  question 
et  de  la  traiter  cette  fois  conformément  aux  principes  rigoureux  sur  lesquels  repose,  dans 
la  Science  actuelle,  la  méthode  infinitésimale,  principes  aussi  clairs,  aussi  précis,  et  aussi 
inflexibles,  depuis  Cauchy  et  Duhamel,  que  n'importe  quelle  prooosition  de  la  géo- 
métrie d'Euclide. 
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Lemme  ou  proposition  préliminaire  que  beaucoup  de  bons 
esprits  seront  tentés  sans  doute  d'admettre  comme  évident,  mais 
qu'en  vue  d'une  complète  rigueur  nous  voulons  commencer  par 
mettre  à  Tabri  de  toute  contestation. 

LEMiME.  «  V  étant  supposé  désigner  une  fonction  déterminée  de 
•  trois  coordonnées  quelconques  x,y,z,  si  tintégraleJJJ\A\Ayàz 
»  reste  constamment  nulle,  quel  que  soit  le  volume  à  l'intérieur 
»  duquel  on  calcule  cette  intégrale,  la  fonction  V  est  nécessaire- 
»  ment  identiquement  nulle,  » 

En  eiïet,  imaginons  tout  d'abord  que  x,  y,  z,  désignent  des 
coordonnées  rectilignes,  et  supposons  qu'une  certaine  fonction  V 
remplisse  la  condition  que  nous  venons  de  dire.  Considérons 
une  portion  déterminée  de  l'espace,  arbitrairement  choisie  d'ail- 
leurs, que  nous  désignerons  par  (S).  Ce  volume  se  composera 
exclusivement,  dans  l'hypothèse  la  plus  générale  :  1®  de  portions 
pour  lesquelles  la  fonction  V  est  positive,  dont  l'ensemble,  con- 
tinu ou  discontinu,  forme  une  portion  nettement  délimitée  de 
l'espace,  que  nous  représenterons  par  (S');  2**  d'autres  portions 
pour  lesquelles  la  fonction  V  est  négative,  et  dont  l'ensemble 
constitue  un  autre  volume  déterminé  de  forme  et  de  position 
que  nous  appellerons  (S");  3**  enfin  d'autres  portions,  pour 
lesquelles  cette  même  fonction  est  nulle,  et  dont  nous  désigne- 
rons l'ensemble  par  (S'"),  définitions  que  l'on  pourra  symboliser 
pour  plus  de  netteté  par  Tégaliié  :  (S)  =  (S')  -4-  (S")  +  (S'"). 

Considérons  d'abord  la  première  portion  (S')  seulement.  Par 
hypothèse  l'intégrale  j^J^Vdxdydje,  efiectuée  à  l'intérieur  de 
ce  volume  en  particulier,  est  nulle  d'une  part,  l'élément  de  l'in- 
tégrale restant  constamment  positif  d'autre  part,  ce  qui  implique 
contradiction.  La  portion  (S')  n'existe[donc  pas  dans  le  volume  (S). 
On  verrait  exactement  de  la  même  façon  que  ce  volume  ne  sau- 
rait renfermer  de  portion  (S"),  et  par  conséquent  il  se  réduit 
exclusivement  à  la  portion  (S'"),  c'est-à-dire  que  de  quelque 
façon  qu'ait  été  choisi  ce  volume  (S),  la  fonction  V  est  néces- 
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sairement  nulle  en  tous  ses  points,  ee  qui  justifie  la  proposition 
énoncée  (*). 

Cette  proposition  étant  établie  dans  Fhypothése  où  x,  y,  z 
représentent  trois  coordonnées  rectilignes,  subsistera  nécessai- 
rement lorsque  Ton  supposera  que  ces  mêmes  variables  repré- 
sentent trois  coordonnées  quelconques;  car  si  Ton  désigne  alors 
par  x\  y' y  z\  trois  coordonnées  rectilignes,  l'intégrale  proposée 
pourra,  en  changeant  de  variables,  être  ramenée  à  la  forme 
fffy^dx*dy^dz\  8  désignant  le  déterminant  fonctionnel  des 
anciennes  coordonnées  x,  y,  z,  par  rapport  aux  nouvelles  x',  y\  z\ 
lequel  ne  pourra  être  nul  quels  que  soient  x\  y,  z\  puisque 
les  trois  coordonnées  x,  y^  z  sont  des  variables  essentiellement 
indépendantes -entre  elles.  Dès  lors,  le  produit  Ve  étant  identi- 
quement nul,  en  vertu  de  la  proposition  démontrée  pour  les 
coordonnées  rectilignes,  il  faudra  nécessairement  qu'il  en  soit  de 
même  encore  de  la  fonction  V. 

Rappelons  maintenant  en  quelques  mots  la  loi  physique  de  la 
propagation  de  la  chaleur  par  conductibilité,  qui  sert  de  point 


n  II  est  clair,  d'après  les  termes  mêmes  de  notre  énoncé,  que  l'existence  de  ce  Lemme 
et  par  suite  son  application  sont  subordonnées  à  cette  condition  que  le  symbole 
ffj  V  djcdydz  puisse  être  considéré  a  prioi  i  comme  ayant  une  signification  (selon  les 
termes  de  la  définition  habituelle)  dans  toute  l'étendue  d'un  volume  déterminé  (S)  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  que  la  fonction  V  puisse  être  considérée  comme  continue  dans  toute 
rétendue  de  ce  même  volume.  Mais  cette  condition  qui,  dans  le  champ  général  de  l'Ana- 
lyse pure,  constituerait  une  restriction  notable^  n'en  n'est  pas  une  à  proprement  parler 
sar  le  terrain  limité  de  la  Physique  Mathématique,  en  vue  duquel  nous  formulons  cette 
proposition  et  auquel  nous  entendons  borner  son  application,  et  cela  pour  une  double 
raison  :  au  fond,  parce  que  toutes  les  fonctions  telles  que  V  que  l'on  y  considère  sont 
supposées  précisément  a  priori  remplir  la  condition  exigée.  (Voir  Lamé,  Leçons  sur  la 
Théorie  analytique  de  la  Chaleur,  S§  XII  et  XIV,  pp.  i7  et  i9};  et,  en  fait,  parce  que  cha- 
cmie  des  intégrales  triples  envisagées  représentera  le  plus  souvent  une  quantité  concrète 
d'une  nature  déterminée  (masses  moment  d'inertie,  force  vive,  potentiel,  quantité  de  cha- 
leur, etc.)  directement  mesurable  par  l'expérience  (au  moins  en  théorie),  et  offrira  par 
conséquent  une  signification  précise,  k  savoir  la  grandeur  de  la  quantité  représentée. 

Ayant  ainsi  nettement  circonscrit  le  terrain  que  nous  attribuons  à  l'avance  k  la  portée 
tt  k  l'usage  certain  de  ce  Lemme,  nous  pensons  qu'il  n'y  a  pas  lieu  dès  lors  de  se  préoc- 
cuper de&  divers  cas  d'exception  pour  lesquels  il  pourrait  se  trouver  en  défaut  dans  le 
ianuine  de  l'Analyse  pure,  en  raison  de  l'absence  de  continuité  de  la  fonction  V,  ou  de 
tout  autre  motif  de  quelque  genre  que  ce  soit. 
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de  départ  à  cette  théorie,  et  que  Ton  trouve  dans  quelques  auteurs 
désignée  sous  le  nom  de  Loi  du  Mur.  Pour  plus  de  précision 
dans  les  calculs  qui  vont  suivre,  nous  la  formulerons  explicite- 
ment de  la  façon  suivante  : 

Loi  DE  LA  CONDUCTIBILITÉ.  «  Étant  douné  un  mur  indéfini^  ou 

»  milieu  homogène  à  faces  parallèles,  d'épaisseur  E,  séparant 

•  dans  l'espace  detix  portions  que  nous  distinguerons  par  les 

•  indices  /  et  2,  si  l'on  suppose  ses  deux  faces  entretenues  aux 
»  deux  températures  constantes  0|  et  0, ,  la  quantité  ou  flux  de 
»  chaleur  q,  qui  traversera  dans  le  temps  T  une  aire  Q  de  ce 

•  mur,  en  passant  de  la  face  chaude  à  la  face  froide,  aura  pour 
»  expression 

Où  Qa 

(*2)  7  =  ~-(o.-^)T        OU        q^^(e,-^é,)T, 

»  suivant  que  l'on  supposera  Oj  >  02  oti  0^  >  0,,  Q  étant  un  coeffl*- 

•  dent  constant  qui  a  reçu  le  nom  de  conductibilité  (*),  et  dont 
»  la  signification  physique  résulte  de  cette  formule  elle-même, 
»  par  le  fait  qu'il  représente  la  valeur  particulière  de  la  quantité 
»  q,  lorsque  l'on  y  suppose  toutes  les  autres  données  égales  à 
»  l'unité.  » 

Au  lieu  d*avoir  ainsi  à  tenir  compte  de  deux  formules  diffé- 
rentes suivant  le  cas»  si  l'on  convient,  pour  plus  de  simplicité» 
d*attribuer  un  signe  à  ce  flux  de  chaleur,  on  pourra  dans  tous 
les  cas  ne  garder  que  la  première  seulement  de  ces  deux  expres- 
sions qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe,  étant  entendu  alors  que 
le  signe  de  celte  expression  spécifiera  lé  sens  du  flux,  c'est-è-dire 
que  le  mouvement  de  la  chaleur  aura  lieu  de  la  face  1   vers 


(*)  Notre  but,  dans  ce  premier  chapitre  de  notre  travail,  n'étant  nallenient  en  réalité 
l'exposition,  selon  la  Science  actuelle,  d'une  théorie  de  Physique  Mathématique,  mai» 
simplement  l'établissement  de  l'équation  dite  de  V Équilibre  de  température,  sar  laquelle 
repose  expressément  la  définition  des  famillet  isothermet  de  $ur/aceg,  nous  laissons  de 
cdté  le  cas  général  de  la  Nature,  à  savoir  celui  de  la  conductibilité  variable  avec  la  direetioo 
autour  d'un  même  point,  pour  nous  restreindre  k  l'hypothèse  d'un  corps  isotrope  ou  de  la 
conductibilité  constante  qui  seule  donne  naissance  à  la  forme  caractéristique  de  l'équatfoB 
précitée. 


la  face  %  ou  en  sens  contraire,  suivant  que  cette  première 
expression  sera  positive  ou  négative.  —  Telle  est  la  convention 
expresse  que  nous  adopterons  pour  tout  le  calcul  qui  va  suivre. 
La  loi  que  nous  venons  de  rappeler  étant  établie  par  Texpé- 
rience  pour  des  quantités  finies  quelconques,  s  appliquera  encore 
par  conséquent  à  des  quantités  infiniment  petites  quelconques, 
et  pourra  dès  lors  fournir  Texpression  de  la  quantité  de  chaleur 
qui  traverse,  dans  un  élément  de  temps  dt^  un  élément  infini- 
ment petit  quelconque  (ù  d^une  couche  infiniment  mince,  isolée 
arbitrairement  par  la  pensée  au  sein  d*un  corps  ou  milieu 
homogène,  supposé  soumis  à  Faction  de  sources  constantes  de 
froid  ou  de  chaleur.  En  effet,  la  couche  en  question  étant  ima- 
ginée comme  comprise  entre  deux  surfaces  infiniment  voisines 
d'une  même  famille,  si  dîi  représente  Télément  de  normale, 
correspondant  à  Tclément  de  surface  &>,  compris  entre  ces 
deux  surfaces,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l'épaisseur  de  la 
couche  en  ce  point,  0  la  fonction  de  x,  y/,  z,  qui  représente  la 
température  en  un  point  quelconque  du  milieu,  et  d9  Taccrois- 
sement  que  reçoit  cette  fonction  en  s'avançant  sur  la  normale  de 
rélément  dN,  la  couche  envisagée  se  confondant  dans  retendue 
de  rélément  d'aire  &>  avec  un  mur  de  même  épaisseur  dN, 
compris  entre  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces,  la  première 
formule  (12)  nous  donnera  pour  l'expression  .de  la  quantité  de 
chaleur  en  question 

et  d'après  nos  conventions  ci-dessus,  suivant  que  cette  dernière 
expression  affectera  une  valeur  positive  ou  négative,  le  mouve- 
ment de  la  chaleur  aura  lieu  de  la  première  surface  vers  la 
seconde,  c'est-à-dire  dans  le  sens  où  est  compté  l'élément  de 
normale  dN,  ou  en  sens  contraire;  ce  qui  revient  encore  à  dire, 
si  l'on  convient  expressément  de  compter  cet  élément  suivant  la 
normale  intérieure^  que  les  valeurs  positives  correspondront  aux 
flux  de  chaleur  qui  rentreront  dans  la  surface,  et  les  valeurs 
négatives  à  ceux  qui  en  sortiront. 
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Ces  préliminaires  établis,  Tespril  de  notre  démonstration  con- 
sistera à  évaluer  pr  deux  modes  différents  la  quantité  totale  dont 
s*aceroit,  dans  un  élément  de  temps  dt^  la  quantité  de  chaleur 
déjà  existante  à  Tintérieur  d'un  volume  fixe,  arbitrairement 
choisi  au  sein  du  milieu  homogène  proposé,  supposé  soumis  è 
l'action  de  sources  constantes  de  froid  ou  de  chaleur.  Si  Ton 
désigne  par  p  la  densité  du  milieu,  par  c  son  calorifique  spécifique 
sous  volume  constant,  l'élément  de  masse  dm  «=  p  dxdydz  acqué- 
rant dans  le  temps  dt  une  quantité  de  chaleur  (positive  ou 
négative)  cgdm  ^  dt,  il  est  clair  que  la  quantité  totale  de  chaleur, 
gagnée  dans  le  même  temps  par  la  masse  tout  entière  renfermée 
dans  le  volume  considéré,  aura  pour  première  expression 

(^4)  §  cgdm^^dt  ^JJj  cgodxdydz  j^dt, 

la  sommation  i3  représentant,  pour  abréger  récriture,  l'inté- 
grale triple  étendue  à  tout  le  volume  considéré. 

D'autre  part,  chaque  élément  gd  de  la  surface  qui  limite  le 
volume  considéré  étant  traversé  par  un  flux  de  chaleur  exprimé 
par  la  formule  (13),  dans  le  sens  de  l'élément  de  normale  inté- 
rieure ^N,  ou  en  sens  contraire,  suivant  que  cette  expression 
sera  positive  ou  négative,  il  est  clair  que  la  somme  algébrique 
2  ( —  Qâ)  iN^O  ^^  ^^"^  ^^^  diflerents  flux,  correspondant  à  tous 
les  éléments  &>  de  cette  surface,  représentera  bien  l'excès  de  la 
somme  des  flux  entrés  dans  la  surface,  ou  des  gains  de  chaleur, 
sur  celle  des  flux  sortis  pendant  le  même  temps,  ou  des  pertes 
simultanées,  c'est-à-dire  en  définitive  la  quantité  totale  de  chaleur 
gagnée,  pendant  ce  temps  d/,  par  la  masse  renfermée  à  l'intérieur 
du  volume  considéré.  Si  donc  nous  désignons  par  a,  (3,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  intérieure  de  cette  surface 
correspondant  i  l'élément  cd,  ayant  par  définition  à  la  fois 

0  6  0 

X  y  z 

et 

9x  =s  <yN  cos  a,        Sy  =  JN  ces  6,        (îz  =  JN  cos  r  > 


17. 


d'où,  par  suite, 
(15) 


ie       $  $  ô 

---  sa  -  cos  a  -«-  -  cos  6  H —  C08  y; 


celte  seconde  expression  de  la  quantité  de  chaleur  considérée 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 

Q«~-d(  =  — >  Qwl-COSa-*-  -cos6-t-  -COSyldi, 
ovi  ^^        \x  y  z         I 

la  sommation  ^  s'étendant  à  tous  les  éléments  cd  de  la  surface 
envisagée,  et  c'est  en  égalant  cette  seconJo  expression  (16)  à  la 
première  (14),  que  nous  obtiendrons  précisément  l'équation 
demandée. 

A  cet  effet,  nous  commencerons  par  mettre  celte  seconde 
expression,  ainsi  que  Test  déjà  la  première,  sous  la  forme  d'une 
intégrale  triple  étendue  à  tout  le  volume  en  question,  à  l'aide 

d'un  procédé  de  transformation, 
très  fréquemment  usité  depuis  le 
célèbre  Mémoire  de  George  Green 
sur  la  Théorie  mathématique  de 
rÉIectriciié  (*). 

Dans  ce  but,  ayant  décomposé 
la  somme  (16)  en  trois  sommes 
partielles,  correspondant  à  chacun 
des  termes  de  la  parenthèse,  pour 
évaluer  le  premier  de  ces  termes, 
à  savoir  —  2Qa)  ^  cos  a  rf^,  nous 
envisagerons  séparément  les  deux 
portions  de  la  surface  séparées  par 
la  courbe  de  contour  apparent 
SoSo  relative  au  cylindre  proje- 
tant  sur  le  plan  yz,  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles 
à  Taxe  des  x;  et  nous  désignerons  respectivement  par  w,,  «,,  6,,  y^ 


n  An  EMay  on  the  Application  of  maihematical  Analysis  to  the  Théories  of  Elee- 
tneUy  and  Magnetism  (Notlingham,  4828);  ou  bien  Journal  de  CreUe,  t.  XXXIX.  p.  73, 
ell.XLlV,p.356. 
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et  sa,,  Oj,  6,,  72»  1^  ralears  de  u,  a,  6,  7,  coirespondaDi  i  deux 
élémenis  de  sciface,  empruntés  soecessÎTement  è  fane  et  i 
l*aotre  de  ces  deux  portions,  et  situés  de  plus  pr  hypothèse  sur 
une  même  parallèle  PQ  à  Taxe  des  x.  La  forme  et  retendue  de 
chacun  de  ces  élémenis  étant  d'ailleurs  entièrement  arbitraires, 
on  peut  imaginer  d*une  part  que  ces  deux  éléments  se  recou- 
vrent exactement  en  projection  sur  le  plan  des  yr,  et  d*autre  prt 
que  cette  projection  commune  soit  précisément  le  rectangle  infi- 
nitésimal dydZf  de  telle  sorte  que  Ton  aura  alors  en  grandeur 
et  en  signe 


/       a, 

<  ou 


cosa|  =  c/y^z,       et       a^cos(180*  —  a«)  =  dydz, 
ou 

Uf  cos  Of  8=  —  dydzj 


ear  la  coiu-be  de  contour  apparent,  tout  le  long  de  laquelle 
Tangle  a  est  droit,  sépare  évidemment  les  deux  parties  de  la 
surface  dans  lesquelles  le  même  angle  a  est  aigu  pour  Tune  et 
obtus  pour  Fautre  (*).  Par  conséquent,  en  désignant  de  même 
par  Z|  et  Z,  deux  sommations  relatives  k  chacune  des  deux 
portions  de  la  surface,  le  terme  que  nous  nous  proposons  de 
calculer  pourra  s'écrire  successivement 

—  2Q»-C0Sac/(=  —  Qt/M  2   {-)  »|C<*Sa,  -t-^    (-)«tC0Sat 

— «*[2,(;),  ^  -2.fi), H 


n  Les  tennes  de  ce  raisonnement,  pris  au  pied  de  U  lettre,  supposent,  pour  pins  de 
simplicité,  qne  chaque  parallèle  k  l'axe  des  x  ne  perce  la  surface  fermée  du  volume  con- 
sidéré qu'en  deux  points  seulement;  mais  le  nombre  de  ces  points  étint  toujours  nécessai* 
rement  pair  (sauf  dans  le  cas  où  deux  d'entre  eux  viennent  à  se  confondre  en  un  seul, 
c'est-à-ùire  lorsque  cette  même  droite  rencontre  le  contour  apparent),  on  reconnaît  de 
suite  que  ces  mêmes  raisonnements  subsistent  isolément  pour  chaque  couple  des  deux 
points  d'entrée  et  de  sortie  de  la  droite  par  rapport  au  volume  en  question.  Voir,  an  reste, 
pour  plus  de  détails,  si  l'on  en  désire,  Jordan,  Cour«  d'Analyse  de  C  École  polytechnique, 
t.n,SS00,p.902. 
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Dés  lors,  sous  cette  formelles  deux  dernières  sommes  partielles 
2|  et  2)  étant  relatives  toutes  deux  au  même  élément  dydz,  et 
8*étendant  à  la  même  portion  du  plan  yzy  à  savoir  faire  renfermée 
è  rintérieur  du  cylindre  projetant  circonscrit  à  la  surface  ou  de 
la  projection  du  contour  apparent  sur  ce  plan,  pourront  évidem- 
ment être  remplacées  Tune  et  Tautre  par  une  intégrale  double 
étendue  è  la  même  aire,  intégrales  dont  la  différence  équivaudra 
elle-même  à  une  intégrale  triple  étendue  à  tout  le  volume  consi- 
déré, transformations  que  Ton  peut  indiquer  alors  par  les 
égalités  suivantes  : 

On  trouverait  exactement  de  même,  en  considérant  successi- 
vement le  cylindre  projetant  sur  le  plan  des  zXy  puis  sur  celui 
des  ary, 

—  2  Q«  -  ces  6  rfr  =  Qrfe  /yy  -  dxdydz, 

—  2  Q"  -  CCS  rdt  =  Qdt  jif  \  dxdydz, 

Tintégrale  triple  étant  toujours  étendue  à  tout  le  volume  consi- 
déré; de  telle  sorte  qu*en  ajoutant  membre  à  membre  ces  trois 
dernières  égalités,  nous  aurons,  en  définitive,  pour  expression  de 
la  somme  (16) 

—  y  Q«  —  {/^  8=3  —  y  Qm  (  -  cos  a  -♦-  -  cos  6  -4-  -  CCS  r   rf< 

^       (^N  ^        \x  y  z  I 

^  *^'  /Z/*(?  ■*"  ^  "^  ?)  '''''*''^  ^/ÏX^^'^  dxdydzdt. 

Égalant  donc  cette  dernière  expression  à  la  première  (14)  de 
la  même  quantité  de  chaleur,  nous  obtiendrons  Tégalité 

f f  f  ^99  J  da:dyt/zrf«  =  f  ff  Qù^^^  dxdydzdt. 
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ou,  en  nous  souvenant  que  les  deux  intégrales  sont  prises  toutes 
deux  à  rintérieur  du  même  volume. 

Cette  intégrale  devant  ainsi  être  nulle,  quel  que  soit  le  volume 
arbitrairement  choisi  auquel  on  Tétend,  il  s'ensuit,  d*après  lé 
Lemme  démontré  en  commençant,  que  la  fonction  entre  paren- 
thèses sera  identiquement  nulle,  lorsque  Ton  y  supposera  remise 
à  la  place  de  6  la  fonction  de  x,  y  et  2,  qui  représenie  la  tempé- 
rature en  chaque  point  du  corps,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes, 
que  cette  même  fonction  G  vérifiera  Téquation  aux  dérivées- 
partielles 

{M)  AtO  —  Â;  --  =^  0,  ou  A,d  «  A:  j  * 

en  convenant  de  désigner  par  k  le  rapport  constant  k=^^. 

Telle  est  donc  Téquation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  qui  régit  la  température  dans  un  milieu  homogène  et 
isotrope.  Il  reste  bien  encore,  à  la  vérité,  pour  que  le  problème 
soit  complètement  défini,  à  montrer  par  quel  genre  de  consi- 
dérations seront  déterminées,  dans  chaque  cas  particulier,  les 
deux  fonctions  arbitraires  qui  entreront  nécessairement  dans; 
rintégrale  générale  de  cette  équation  du  second  ordre  linéaire  et 
à  coefficients  constants;  mais  ce  dernier  point  étant  en  réalité 
sans  intérêt  pour  la  théorie  analytique  que  nous  avons  en  vu($ 
comme  but  principal  de  ce  travail,  savoir,  la  recherche  générale 
des  familles  isothermes  de  surfaces,  susceptibles  de  faire  partie 
d'un  système  triple  orthogonal,  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous 
y  arrêter  dans  le  corps  proprement  dit  de  ce  Mémoire  (*). 


(*)  Pour  le  cas  néanmoins  où  le  Lecteur  estimoraii  (non  sans  quelque  raison)  que  dans 

l'Enseignement  une  question,  quelle  qu'elle  soit,  ne  doit  être  abordée  qu'à  la  conditioti 

d'être  ensuite  traitée  complètement,  voici  les  données  sur  lesquelles  repose  la  définition 

xacte  du  problème  actuel,  analogues,  par  suite,  à  celles  des  coordonnées  et  des  Titesses 

aies  pour  les  problèmes  de  Mécanique. 
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Équation  du  mouvement  de  la  chaleur  en  coordonnées  gurvi- 
UGRBS.  —  Revenons  maintenani  à  la  question  générale  que  nous 
nous  étions  posée,  à  savoir  la  recherche  de  Téquatîon  du  même 
problème  dans  un  système  de  coordonnées  quelconques. 

Une  première  voie,  avons-nous  dit,  s'offre  à  nous  pour  y 
arriver,  qui  consistera  à  profiter  simplement,  en  les  rapprochant, 
des  résultats  établis  dans  les  deux  paragraphes  précédents.  En 
effet,  réquation  générale  demandée  étant  Téquation  (17)  dans  le 
système  particulier  des  coordonnées  planes  ou  rectilignes,  et  la 
formule  (10)  nous  Tournissant  d'ailleurs  Texpression  du  second 
invariant  différentiel  AjO  dans  un  système  de  coordonnées  cur- 
vilignes quelconques,  il  s'ensuit  immédiatement,  en  comparant 


Les  fonctions  arbitraires,  introduites  par  Pintégration  de  cette  équation  linéaire,  seront 
déterminées  par  deux  ordres  de  considérations  distinctes  : 

i*  Par  celle  de  Véiat  inUial  du  corps,  c'est-à-dire  par  la  condition  que  la  fonction  0  se 
réduise,  pour  f»0,  i  une  fonction  donnée  arbitrairement  9o^/(^«y>s)»  ^"^^  repré- 
sentera la  température  en  un  point  quelconque  du  corps,  à  un  instant  particulier  pris 
pour  origine  du  temps; 

S»  Par  la  considération  des  conditions  aux  limites  qui,  contrairement  k  la  précédente, 
doiTent  être  satisfaites  ft  tout  instant  pour  certains  points  particuliers  seulement,  à  savoir 
ceux  de  la  surface  qui  limite  le  corps,  et  qui  sont  imposées,  soit  exclusivement,  pour  la 
totalité  de  cette  surface,  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  considérations  suivantes,  soit 
simultanément,  pour  parties  de  cette  surface,  par  Tune  ou  l'autre  de  ces  considérations, 
savoir: 

a)  Par  l'obligation  d'une  température  déterminée  et  invariable  avec  le  temps,  en  chaque 
point  de  la  surface  totale  ou  partielle  du  corps,  si  on  le  suppose  plongé  en  tout  ou  en 
partie  dans  un  milieu  dont  on  puisse  regarder  la  masse  comme  infinie  par  rapport  à  la 
sieone,  milieu  qui,  dès  lors,  imposera  au  corps  sa  température  propre,  en  chacun  des 
points  de  son  contact  avec  lui.  Dans  ce  cas,  si  F  ix,  y,  s)  »  0  représente  la  surface  qui 
limite  le  corps,  la  fonction  cherchée  6  sera  astreinte  k  affecter,  quel  que  soit  /,  pour  toutes 
les  valeurs  de  jr,  y  et  s,  qui  vérifient  cette  équation,  les  mêmes  valeurs,  que  la  fonction 
arbitrairement  donnée  9  {x,  y,  s),  qui  exprimera  la  température  fixe  du  milieu  dans  lequel 
on  suppose  le  corps  plongé  en  chacun  des  points  de  contact  de  leurs  deux  surfaces; 

b)  Par  la  loi  physique  du  Rayonnement,  si  l'on  suppose,  au  contraire,  le  corps  isolé  sur 
tout  ou  partie  de  sa  surface,  et  rayonnant  dès  lors,  soit  dans  l'espace  infini,  soit  dans  une 
enceinte  à  température  constante  et  uniforme.  Dans  cette  seconde  hypothèse,  la  loi 
connue  du  Rayonnement  exigera  que  le  flux  de  chaleur,  qui  traverse  dans  le  temps  dt  un 
élément  de  la  surface  du  corps,  soit  égal  à  adi,  multiplié  par  une  nouvelle  constante  e, 
appelée  Pouvoir  imixsif,  et  par  l'excès  de  la  température  du  corps  relative  à  cet  élément 
sur  ta  température  constante  du  vide  ou  de  l'enceinte;  c'est-à-dire,  par  conséquent,  si  l'on 
convient  de  prendre  pour  zéro  cette  température  fixe  et  uniforme  de  l'enceinte,  que  ce 
Ûux  de  chalemr  sera  exprimé  par  le  produit  eBtàdt.  L'expression  de  ce  même  flux  étant 
d'ailleurs  également  fournie  par  la  formule  générale  (13  <,  dans  laquelle  le  rapport  ou 
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ces  deux  formules, et  divisant  alors  les  deux  membres  de  Péqua- 
tion  ainsi  obtenue  par  le  produit  Aif  A^^  A|tir,  que  réquattoo 
eherchée  sera  dans  le  système  le  plus  général  de  coordonnées 
orthogonales 

df  \ Ai^  Aicr  fl     d^  xAioAif  '^  /     djs  VAifAi'f  cr/     Aif  Ai^Aio  dt* 

équation  aux  dérivées  partielles,  encore  linéaire  et  du  second 
ordre,  mais  non  plus  à  coeiBèients  constants  comme  dans  le  cas 
des  coordonnées  rectilignes,  et  dont  Tintégration  introduira 
semblablement  dans  Fexpression  de  9  certaines  fonctions  arbi* 
traires,  que  Ton  déterminera  par  les  mêmes  considérations  que 


dérivée  géométrique  r^  a  la  Taleur  (15)  (sauf  qu'il  faut  attendre  alors  que  a»  g,  r  sont 
relatifs  à  la  normale  extérieure)^  on  devra  donc  avoir  ainsi,  pour  tous  les  points  de  la 
surface  du  corps,  la  condition 

/e  6  e        \ 

—  Q«  (-cos(x-+-  -cosf-*--cosy  <fr  =  e6e»d/, 
\x  y  z         I 

ou,  en  divisant  par  QqMi,  et  désignant  par  K  le  rapport  constant  K  «  g, 

—  cos  a  H cos  tf  H —  cos  y-+-  K  =  0. 

X  y  z 

Dans  cette  nouvelle  hypothèse  il  faudra  donc  que  pour  tous  les  points  de  la  surface 
du  corps  F  {X,  y,  s)  «  0  seulement,  pour  lesquels  on  aura 

I    P  _^   «     F  _L.  *     ^ 

cos»  =  dt— --,  cosff=a±:----,         cosr=±--7;-, 

A^?x  à^Fy  A,Fa 

la  fonction  6,  en  outre  de  l'équation  générale  du  second  ordre  (17),  satisfasse  encore 
à  l'équation  aux  Umitet,  du  premier  ordre, 

AiF  \xx       y  y       z  z] 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  multipliant  par  ±.  AiF,  puis  remplaçant  ceUe  quantité 
par  sa  valeur  de  définition, 

le  signe  qu'il  faudra  prendre  devant  le  dernier  terme  pour  chaque  point  de  la  surface 
étant  celui  qui  convient  à  la  normale  extérieure  en  ce  point. 
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nous  avons  expliquées  pour  le  cas  précédent,  dans  la  note  de  ia 
page  20  (*). 

Un  second  mode,  plus  intéressant  et  plus  fécond,  de  résoudre 


n  Ces  considérations  seront  donc  encore  celles  de  l'état  initial,  et  des  conditions  anx 


Quant  aa  premier  de  ces  points  de  me,  la  fonction  9  sera  astreinte  alors  à  se  réduire, 
pour  IbsO,  à  la  fonction  arbitrairement  donnée  6o«/(f,  ^,  o),  qui  caractérisera  l'état 
initial  du  corps  dans  le  système  de  coordonnées  enTisagé;  et  quant  au  second,  il  faudra 
que  pour  tous  les  points  de  la  surface  du  corps,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  taleurs 
de  f ,  ^,  V  qui  satisferont  à  l'équation  if  (f>,  ^,  o)  »  0  de  cette  surface  (la  fonction  ^ 
procédant  de  la  fonction  F  (x,  y,  %)  entisagée  tout  à  l'heure  par  la  simple  transformation 
des  coordonnées),  il  faudra,  disons-nous,  que  la  fonction  6,  quel  que  soit  r,  ou  bien  prenne 
la  même  Taleur  qu'une  fonction  arbitrairement  donnée  de  f ,  ^,  o,  caractérisant  l'état  d'un 
milieu  ambiant,  ou  bien  satisfasse  à  l'équation  aux  dériTées  partielles  du  premier  ordre 
imposée  par  la  loi  du  Rayonnement,  c'est-à-dire  à  l'équation  (A)  de  la  note  précédente 
(page  9S),  supposée  transformée  dans  le  système  de  coordonnées  considéré. 

Pour  effectuer  d'ailleurs  cette  transformation,  il  suffira  d'observer  que  si  U  désigne 
pour  un  instant  l'une  quelconque  des  deux  fonctions  F  ou  ZO,  dont  les  dérivées  figurent 
seules  au  premier  membre  de  cette  équation,  et  u  l'une  quelconque  des  trois  coordonnées 
rectilignes,  on  aura  évidemment 

U       U  f       V  ^      u  CT 

-es 1 1 , 

U  f    U      ^^    U         O   U 

en  sorte  que  F  (x,  y,  s)  et  .f  (f,  ^,  cr)  représentant  par  hypothèse  la  même  fonction  expri- 
mée successivement  dans  les  deux  systèmes  de  coordonnées,  l'équation  en  question  (A), 
équivaudra  alors  à  la  suivante  : 

\f'  œ      ^  X      V  œ)\f  X      ^  X      Vf  xj 

\r  y      ^  y     ^  yl\?  y      ^  y      b  y/ 

\f  a       ^  z      js  zj\f   z       tp  z      js  zj 

laquelle,  en  développant,  et  ayant  égard  simultanément  aux  six  équations  (4)  et  à  la 
formule  (2),  se  réduira  simplement  à 


=bK 


[.„(f)-..„(f)v«,(?y>... 


Pour  résoudre  le  problème  à  l'aide  des  équations  (i8)  et  (B)  (ou  de  la  première  seule, 
avec  la  condition  Oo^/(f>  ^»  ^)t  sniTsnt  les  hypothèses  que  nous  venons  de  distinguer), 
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la  mène  qaestioo  l'ofre  égàlemaa  à  nous,  qui  cnmiilf,  edoi-lè, 
à  repftadre  à  doutoo,  imméduiteiiieol  avec  le  sjfVtéme  de 
eooràoaoées  définitif  mais  en  ayant  soin  de  les  calquer  en 
qoelque  torie  poor  les  adapter  à  ee  sjstcmey  les  proeédés  el  les 
raisonnements  dont  nous  venons  de  faire  usage  poor  traiter  la 
même  question,  à  Paide  de  llnstrament  elassîqae  des  coordon- 
nées reetilignes.  Noos  noos  irooTcrons  ainsi  conduits  tout  nato- 
rellement  à  formoler  la  démonstration  sai?anle. 

L'élément  de  Tolome  étant  à  présent  le  petit  parallélipipède 
eonriligne  découpé  par  trois  couples  de  sorfaees  infiniment 
foisines  deux  à  deux,  appartenant  chacun  à  Tune  des  trois 


il  ùmdn  BéeenairaMat  espriiner  Ipat  d'abord  les  mis  invariants  Ag^.  A|^,  A|9  qni 
fgareal  dans  ces  éi|BatiMs  à  l'aide  des  eeordonnées  canrilifnes  f ,  r,  o  eUei  itoei,  ce 
qû  fe  fera,  mt  es  résetvant  les  éqaatiou  de  déinitien  dn  srslèae  cnenleuè»  savair 


(C)  f(ar,y,»=f,        *(*,îr,s)=^.        B(«,ar,2)se, 

par  rapport  ans  variables  x,  y,  s  eC  renettant  alon  les  valenn  ainsi  obiennes 

0»  ^  =  A  (f .  f  «»)»      y = /, (f .  h  w).      « = /;(f ,  *.  a), 

dans  les  espressions  lésoltant  des  précédentes  (C;,  d  après  la  définition  dn  symbole  ^t, 

soit  plus  simplement,  en  caleolant  immédiatement  à  l'aide  de  ces  mêmes  valeurs  (h)  les 
antres  eipressions  inverses  des  précédentes,  savoir  : 

en  vertn  de  formules  très  connues  que  l'on  trouve  dans  la  plupart  des  traités  d'analyw 
et  dont  nous  rappelons  également  la  démonstration  dans  notre  Mémoire  mr  VempUà  des 
Coordonnéet  eurvUignet  dans  iet  protléme$  de  Mécanique  (équations  (48),  page  48 
et  (8),  page  44),  puis  en  en  déduisant  enfin  les  valeurs  des  invariants  demandés.  Par  ce 
moyen  les  deux  équations  (48)  et  (B)  seront  bien  alon  deux  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles»  l'une  du  second  et  l'autre  du  premier  ordre  entre  la  fonction  inconnue  9 
ou  /0  et  les  variables  indépendantes  f  ,  ^,  o,  la  seconde  de  ces  équations  ne  devant  être, 
vérifiée  que  pour  les  seuls  points  de  la  surHice  ^(f ,  ^,  o)  »  Ol 
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familles  coordonnées»  parallélipipède  ayant  pour  arréles  par 
conséquent  tes  trois  éléments  de  normale  in,  dn\  in"  dont  les 
valeurs  sont,  en  vertu  de  la  formule  (40^**)  dn  Mémoire  sur  la 
Théorie  de  la  Courbure  des  Surfaces  (page  44), 

(19)  «ïn«^.  Jn'=^,  ân"^—> 

A,f  Al*  A,a 

Télément  de  masse  sera  par  suite  actuellement 

dfd^du 
dm  a=  p  ^ân'M'  ^  p  - — - — - —  » 
AifA|*A|0 

et  par  conséquent,  en  considérant  toujours  un  volume  fixe, 
délimité  par  une  surface  arbitraire,  que  nous  désignerons  par  S, 
au  sein  du  milieu  proposé,  la  quantité  totale  de  chaleur  gagnée, 
pendant  le  temps  dt,  par  la  masse  renfermée  à  Fintérieur  de 
ce  volume,  aura  pour  première  expression  : 

Nous  en  obtiendrons  comme  tout  à  Theure  une  seconde,  en 
évaluant  encore  d'abord  la  quantité  de  chaleur  qui  traverse  dans 
le  même  temps  dt  un  élément  u  de  la  surface  S  qui  limite  ce 
volume,  c*est-à-dire  le  gain  ou  la  perte  de  chaleur  qui  s'effectue 
pour  la  masse  considérée  par  ce  même  élément  dans  ce  temps  dty 
laquelle  sera  toujours  donnée  par  la  formule  (13),  où  36  sera 
alors,  par  définition  d*abord,  puis  en  ayant  égard  aux  trois 
égalités  (19), 

B  é  B  B  $  B 

J^sE  ^df-^  -dijt  -^  ^dta  =  -  •  àtfân  -^  -•  Ai*Jn'-4-  --Aiere^t", 

en  sorte  que  cette  quantité  de  chaleur  aura  dès  lors  pour  expres- 
sion, en  tenant  compte  de  la  valeur  qui  précède. 


(24) 


Aif  -cos  tf  -♦-  Aitf  -cos  6  -♦-  Aja-  cos  y  ]dty 

f  *  or  / 
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en  désignant  cette  fois  par  a,  6,  7,  les  angles  de  la  normale 
intérieure  N  de  celte  surface  S»  non  plus  avec  les  axes  de  coor- 
données reclilignes  x,  y,  z,  qui  n'interviennent  plus  en  rien 
dans  la  question  actuelle,  mais  avec  les  normales  aux  trois 
surfaces  coordonnées»  qui  jouent  désormais  le  rôle  de  ces  axes 
reclilignes  dans  la  question  précédente;  car  il  est  clair  que 
in,  in\  Sn'\  et  iîi  correspondant  par  hypothèse  aux  mêmes 
accroissements  simultanés  df,  d^,  dm  des  coordonnées  9,  ^»  v, 
on  aura  dès  lors  entre  eux  les  relations  : 

(22)        Jn  =  <?Ncosa,        eTn' «=  eTN  ces  6 ,         ^«"«^Ncosr. 

Cette  expression  du  flux  élémentaire  pour  le  cas  actuel  étant 
acquise,  nous  aurons  évidemment  pour  celle  du  gain  ou  de  la 
perle  totale  de  chaleur,  éprouvée  par  cette  même  masse,  pendant 
le  temps  dt 

la  sommation  ^  s*étendant  i  tous  les  éléments  qui  composent  la 
surface  S. 

Nous  transformerons  maintenant,  comme  tout  à  Theure,  cette 
dernière  somme,  en  la  décomposant  en  trois  sommes  partielles, 
correspondant  chacune  à  Tun  des  termes  de  la  parenthèse, 
et  nous  considérerons  i  part,  pour  la  première,  qui  sera 
—  2  Q  &>  Ai<p  l  cos  a  dl,  les  deux  points  où  la  surface  S  est  rencon- 
trée par  un  même  arc  d*intersection  PQ  de  deux  surfaces  ^  et  v 
quelconques  (*),  points  pour  lesquels  la  coordonnée  9  prend  les 
deux  valeurs  f  1  et  92»  '^s  deux  autres  coordonnées  4/  et  n-  ayant 
par  hypothèse  les  mêmes  valeurs.  En  se  laissant  guider  par  des 
analogies  évidentes,  on  apercevra  sans  peine  alors  que  le  cylindre 
projetant  relatif  au  plan  coordonné  yz,  que  nous  considérions 


(*)  Il  y  aurait  lieu  de  placer  ici,  relativement  aux  points  de  rencontre  de  cet  are 
d'intersection  arec  la  surface  fermée  S,  une  obscrration  complètement  analogue  à  celle 
que  nous  avons  déjà  faite  plus  haut  pour  les  coordonnées  rectilignes.  (Voir  ta  note  de  la 
page  iS.) 
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dans  la  queslion  précédente,  et  dont  les  génératrices  étaient  des 
droites  parallèles  à  l'axe  rectiligne  des  x,  se  trouve   remplacé 

dans  celle-ci  par  une  surface  Sq,  cir- 
conscrite à  la  surface  S,  et  engendrée 
par  l'un  de  ces  arcs  d'intersection  PQ, 
spéciGés  tout  i  Theure,  ledit  arc  élant 
choisi  de  telle  sorte  que  ses  deux 
points  de  rencontre  avec  la  surface  S 
se  confondent  constamment  en  un  seul, 
que  nous  désignerons  d'une  façon  gé- 
nérale par  tpo;  et  dès  lors,  que  Ten- 
scmble  de  ces  points  cpo,  qui  constituera 
la  courbe  de  contact  de  la  surface  S 
avec  son  enveloppe  Sq,  jouera  le  rôle 
de  la  courbe  de  contour  apparent  dans 
le  système  précédent,  d'où  il  suit  tout  d'abord  que  les  deux  points 
de  rencontre  91  et  9^  d'un  même  arc  d'intersection  PQ  avec  la 
surface  S  seront  situés  de  part  et  d*autre  de  cette  courbe  de  con- 
tact. Or,  par  sa  définition  même,  tout  le  long  de  cette  courbe,  les 
surface^  S  et  So  ayant  mêmes  plans  tangents  et  mêmes  normales, 
il  s'ensuit  qu'en  un  quelconque  de  ses  points  (po«  'a  normale  Nq 
de  la  surface  S  sera  aussi  normale  à  Parc  PqQo  générateur  de 
l'enveloppe  So«  et  normal  lui-même  par  hypothèse  à  la  surface  9 
en  ce  point,  comme  étant  l'intersection  de  deux  surfaces  ^  et  m. 
Cela  revient  à  dire  qu'en  chacun  des  points  90  de  cette  courbe, 
l'angle  a  sera  droit,  et  comme  il  variera  d'une  façon  continue, 
qu'en  général  il  sera  aigu  pour  tous  les  points  91  situés  d'un 
certain  côté  de  cette  courbe,  et  obtus  pour  tous  les  points  f^  situés 
de  l'autre  côté. 

Si  donc  nous  convenons  de  nouveau  de  distinguer  par  les 
indices  1  et  2  les  deux  portions  de  la  surface  S,  ainsi  séparées 
par  cette  courbe  de  contact,  et  pour  lesquelles  l'angle  a  est 
constamment  aigu  ou  obtus,  on  voit  qu'en  désignant  par  gdi  et  0)2 
les  aires  de  deux  éléments  de  cette  surface  empruntés  à  ces  deux 
portions,  situés  aux  deux  points  91  et  9^,  à  la  rencontre  du  même 
arc  d'intersection  PQ  avec  la  surface  S,  éléments  qui,  étant  tous 
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deux  arbitraires  de  forme  et  de  grandeur,  peuvent  être  choisis  de 
telle  façon  qu'ils  aient  chacun  le  rectangle  dnin"  relatif  à  ce 
point  pour  projection  sur  le  plan  tangent  de  la  surface  7  relative 
au  même  point,  cVst-à-dire  que  Ton  peut  supposer  déterminés, 
eu  égard  aux  valeurs  (19),  par  les  deux  équations 

I»,  008  «,  --  (M'^"),  as                       , 
CH  COS  (180*  —  «4)  =  —  O,  C08  a«  «  (J/lVw"),  =  — — , 

on  voit  alors,  disons -nous,  qu'en  effectuant  séparément  les 
sommations  correspondant  à  chacune  des  deux  portions  de  la 
surface,  on  devra  écrire  pour  la  première  des  trois  sommes  qui 
composerait  l'expression  (23) 

•2Q»A«f-cosade=  — Q    2  [^tf-j  «J  c^s  «1-^2  {^«?"")  "tc®s«t  Ut 

les  deux  sommations  2ii  ^^  2i  ?^î  ^^^  maintenant  relatives  au 
même  élément  d^dnr^  s'étcndant  è  présent  Tune  et  l'autre  à  toutes 
les  valeurs  des  variables  4^  et  cr  qui  correspondent  à  des  points 
situés  à  rintérieur  de  la  surface  circonscrite  Sq  définie  plus  haut. 
D'où  il  suit  qu'elles  peuvent  être  remplacées  chacune  par  une 
intégrale  double  prise  entre  les  limites  que  nous  venons  de  dire, 
intégrales  dont  la  différence  équivaudra  alors  à  une  intégrale 
triple,  étendue  h  tout  le  volume  délimité  par  la- surface  S,  ainsi 
que  l'indiquent  les  deux  égalités  suivantes  : 
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On  trouverait  évidemment  par  le  même  procédé  les  deux 
autres  égalités 

-  2  Q  » A,a  i  C09  r  d«  -  Q  dt  fff^  (-^  -)  dfrf+da . 

de  sorte  qu'en  additionnant  ces  trois  dernières  égalités,  on  aura 
pour  la  somme  totale  (23) 

et,  en  égalant  dès  lors  cette  seconde  expression  de  la  quantité  de 
chaleur  .considérée  à  la  précédente  (20),  nous  aurons  Téquation 

jjj  ^  ^  à^'.x^\a  dt 

ou,  en  mettant  eb  facteur  Qd/,  et  faisant  passer  tous  les  termes 
dans  on  même  membre,  puis  se  rappelant  que  les  deux  inté- 
grales triples  sont  relatives  au  même  volume, 

Or  cette  intégrale  devant  ainsi  être  nulle  encore,  quel  que  soit  le 
volume  arbitrairement  choisi  à  rintérieur  duquel  on  la  suppose 

3 
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calculée,  lorsque  Ton  y  remettra  pour  G  la  fonction  de  7,  ^^  w^ 
qui  représentera  la  température,  le  Lemme  démontré  plus  haut» 
et  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  dans  le  cas  précédent,  exigera 
de  nouveau  que  la  fonction  intégrée  soit  identiquement  nulle  dans 
celte  hypothèse  :  ce  qui  revient  à  dire  que  celte  fonction  6  vériGera, 
en  un  point  quelconque  du  corps,  Téquation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre 

dl   A,f)     e\      dl  Ai^/     «\      dt   A,cr     «\  k        ^^  _^ 

en  posant  encore,  comme  dans  le  cas  précédent,  A:  =  ^,  et  nous 
retombons  bien,  comme  on  le  voit,  sur  Téquation  (18)  déjà 
obtenue. 

Nous  avons  donc  ainsi  fourni  une  démonstration  entièrement 
rigoureuse  de  cette  équation  pour  le  système  le  plus  général  de 
coordonnées  orthogonales,  et  basée  sur  la  considération  directe 
de  CCS  coordonnées  elles-mêmes,  ainsi  que  le  font  Lamé,  dans 
ses  Coordonnées  Curvilignes  (§  XVI,  pages  25-27),  ou  sa  Théorie 
Analytique  de  la  Chaleur  (§  XIX,  pages  27-29),  et  Résal,  dans  son 
excellent  Traité  de  Physique  Mathématique  (Chaleur,  §  VI  et  VII, 
formules  (11)  et  (12)),  pour  les  deux  systèmes  cylindrique  et 
sphérique  seulement,  mais  en  ayant  recours  Tun  et  Fautre  au 
parallélipipède  d*Euler  et  de  Bernouilli,  dont  Temploi  donne 
lieu  à  la  critique  formulée  plus  haut  dans  la  note  de  la  page  11 
ci-dessus,  et  généralement  admise  par  tout  le  monde  aujour- 
d'hui (*). 


(*)  Si  l'on  voulait  de  même  à  présent,  en  vue  d'établir  poar  ce  cas  général  l'équation 
à  la  surface  imposée  par  la  loi  du  Rayonnement,  au  lieu  de  simples  transformations 
analytiques  comme  dans  la  note  de  la  page  23,  avoir  de  nouveau  recours  à  la  considération 
directe  des  quantités  géométriques  qui  entrent  dans  les  calculs,  raisonnant  exactement 
comme  nous  l'avons  fait  pour  arriver  à  1  équation  (Â)  dans  la  note  de  la  page  Si,  nous 
obtiendrons  encore  l'équation  demandée  en  égalant  au  produit  eBadt  l'expression  (il) 
du  flnx  de  chaleur  élémentaire,  calculée  pour  la  surface  externe  du  corps,  et  dans  laquelle 
les  angles  a,  g,  y  seront  dès  lors  ceux  de  la  normale  extérieure  de  cette  surface  avec  les 
normales  aux  trois  surfaces  coordonnées,  et  auront  par  suite  pour  cosinus  (en  ayant  égard 
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Ces  préliminaires  indispensables  étant  établis,  abordons  main- 
tenant la  question  qui  forme  lobjet  principal  de  cette  étude. 


au  valeurs  connues  des  cosinus  directeurs  de  la  normale  k  cette  surface  F  {x,  y,  s)  «  0 
on  J  (f ,  ^,  o)  s3  0|  par  rapport  aux  trois  axes  rectUignes),  ssToir 


COSA 


cos 


^     i    /F  F  F  \ 

AjF  \«  y  z^  I 

1     /F  F  F  \ 

A,F  U  y  2  / 

1     /F  F  F  \ 

A,F  \aj  y  z  ) 


expressions  dans  lesquelles  les  valeurs  des  neuf  cosinus  directeurs,  }.,/»,  y,  y^H-'y'/, 
yr^  |a",  v"  dcTTont  être  remplacées  par  celles,  fournies  par  le  tableau  (48)  de  notre 
Mémoire  sur  l'emploi  des  Coordonnées  Curvilignes  (page  19),  et  qui,  en  supposant  cette 
substitution  opérée,  se  réduiront  alors  simplement  aux  suivantes  : 


cos^ 


AiFla?  f'^ y  f'^ z  fl  à^cff' 

AjF  U  *  "*"  y  "^  "*"  «  ^/  Ai^^  ' 


cosy= 


_^A,er/Fa?       F  y        F  z\         ,à{o  S 
=  db — -,    —  — H 1 —  — I  ^zt  — ^— 


En  remettant  donc  ces  valeurs  &  la  place  de  cos  a,  cos  C  cos  r  dans  l'expression  (âl), 
pour  avoir  celle  du  flyx  élémentaire  relative  i  la  surface  rayonnante  du  corps  et  l'égalani 
ensuite  au  produit  «Occd/,  nous  obtiendrons  ainsi  l'équation 


ZJp~-\  AjîP-.A,î>--4-  A.^-.Ai^-H-  A,6T-AjO-     d/  =  ce«(fej 


f 

d'où,  en  multipliant  par  t^  * '. ,  puis  remplaçant  encore  Ai^Tpar  sa  valeur  (3),  et  posant  de 
nouveau  >  <=  K,  on  retrouve  bien,  comme  par  la  voie  analytique,  la  même  équation  (B) 
de  la  note  de  la  page 23  ci-dessus: 
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CHAPITRE  IL 


Équation  aux  dôiivôes  partielles  des  familles  isothermes  de 
surfaces.  —  Méthode  pour  la  recherche  de  ces  familles  de 
surHaces.  —  Solution  la  plus  générale  du  problème  de  Tiso- 
thermie  pour  les  surfaces  du  premier  et  du  second  ordre. 


Équation  dite  de  l^équilibre  de  température.  —  Équation  aux 

DÉRIVÉES    partielles     DES     FAMILLES     ISOTHERMES    DE    SURFACES.    — 

L'expérience  apprend  que  tout  corps,  quels  que  soient  son  état 
initiai  et  les  conditions  aux  limites  qu*on  lui  impose»  pourvu 
c[u*on  les  suppose  indépendantes  du  temps,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
lermes,  tout  corps  soumis  à  Faction  de  sources  constantes  de  froid 
ou  de  chaleur,  finit  toujours  par  arriver,  au  bout  d*un  temps  plus 
ou  moins  long,  à  un  état  stationnaire  que  Ton  est  convenu  de 
désigner  par  le  nom  d'équilibre  de  température.  L'échange  réci- 
proque de  chaleur  entre  les  différentes  parties  du  corps,  supposé 
homogène  et  isotrope,  ne  cessant  pas  d'être  régi  comme  devant 
par  l'équation  (17),  à  partir  de  l'instant  où  cet  état  stationnaire 
est  définitivement  établi,  et  à  dater  duquel  on  a  par  conséquent 
constamment  jj^^O,  il  s'ensuit  que  la  distribution  de  la  tem- 
pérature dans  le  corps  sera,  pour  ce  nouveau  régime,  déterminée 
par  l'équation  aux  dérivées  partielles  ^2^  =  0,  laquelle  a  reçu 
en  conséquence  le  nom  d'j^gua^ion  de  l'Équilibre  de  température. 
La  température  G  en  chaque  point  du  corps  étant  alors 
supposée  déterminée  en  x,  y,  z,  a  l'aide  de  cette  nouvelle 
équation  aux  dérivées  partielles  et  des  conditions  aux  limites, 
iitnsi  que  nous  lavons  expliqué,  on  voit  qu'en  égalant  la  fonction 
QÎnsi  obtenue,  que  nous  désignerons  par  f(x,  f/,  z),  à  une  con- 
stante quelconque,  on  aura  une  surface  qui  sera  le  lieu  des  points 
du  corps  pour  lesquels  la  température  sera  précisément  égale  à 
la  valeur  de  cette  conslanle.  Si  donc  l'on  considère  cette  constante 
comme  un  paramètre  variable  que  nous  appellerons  6,  on  aura 
ce  que  l'on  nomme  une  Famille  Isotherme  de  surfaces,  et  Ton  dira 
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de  plus  qifelle  est  rapportée  à  son  paramètre  thermométrique. 
On  convient  enfin  d'employer  encore  ces  mêmes  dénominations 
lorsque,  au  lieu  de  la  fonction  déterminée  0  =  f(x,  y,  z)  elle- 
même,  on  en  prendra  une  fonction  linéaire  quelconque,  laquelle 
vérifiera  tout  aussi  bien  évidemment  Téquation  précitée,  ou,  en 
d*autres  termes,  lorsque  Ton  considérera  la  famille  de  surfaces 
représentée  par  Téquation 

Af{x,y^z)  -^  B=  M. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  le  caractère  essentiel  du  paramètre 
thermométrique  u  d'une  famille  isotherme  de  surfaces  consisUint 
en  ce  que  ce  paramètre,  considéré  comme  fonction  de  x,  y  et  z, 
vérifie  Téquation  de  l'équilibre  de  température  A^ti^^^O,  on 
voit  que  sa  définition  comporte  essentiellement  deux  constantes 
arbitraires,  c'est-à-dire  que  si  6  désigne  Tune  de  ses  détermina- 
tions en  particulier,  son  expression  générale  sera  u  =  <70  +  t. 

L'expression  (10),  que  nous  avons  donnée  ci-dessus  pour  le 
second  invariant  Aj  d'une  fonction  de  point  quelconque  6>,  se 
trouvera  notablement  simplifiée,  lorsque  les  trois  coordonnées 
9,  vp,  m  satisferont  h  cette  condition,  car,  en  la  prenant  alors  sous 
la  forme  précédente  (9),  on  voit  que  cette  même  expression  se 
réduira  dans  cette  hypothèse  à  la  forme  simple,  complètement 
analogue  à  celle  (2)  rencontrée  dans  tous  les  cas  pour  l'invariant 
du  premier  ordre  A^, 

(M)  At«  =  AÎ?.-,-^AÏ^-^H-A;tT  -^. 

et  qui  se  rapproche  beaucoup  plus  de  la  forme  originaire  relative 
aux  coordonnées  rectilignes.   . 

Dès  lors  rénumération  sommaire  que  nous  avons  faite  des 
équations  les  plus  connues  de  la  Physique  Mathématique  dans 
lesquelles  cet  invariant  intervient,  équations  que  nous  avons 
groupées  plus  haut  sous  le  numéro  (11),  et  qui  toutes  bénéficie- 
ront de  la  simplification  que  nous  venons  de  dire,  fait  com- 
prendre tout  de  suite  davantage  très  grand  qu'il  y  aura  à  prendre 
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pour  système  coordonné  un  système  ainsi  composé  de  trois 
familles  isothermes,  rapportées  chacune  à  leUr  paramètre  ther- 
mométrique, pour  tous  les  problèmes  relatifs  &  cette  branche  de 
la  Science,  dans  lesquels  Temploi  des  coordonnées  curvilignes 
sera  imposé  par  la  nature  de  la  question  (*).  Ainsi,  en  particulier, 
réquation  du  mouvement  de  la  chaleur(17),  établie  tout  à  Theure, 
devient  simplement,  avec  cette  hypothèse, 

gi  At  4*  /7a 

(26)  Aîf--t-AÎ^.-+ Aîo-=fc-, 

et  c'est  effectivement  en  la  ramenant  à  cette  forme  que  Lamé 
a  pu  résoudre  ainsi  le  premier  le  difficile  problème  de  Féqui- 
libre  de  température  pour  un  corps  limité  par  un  ellipsoïde,  en 
faisant  usage  d'un  système  de  coordonnées  mieux  approprié  que 
tout  autre  pour  cet  objet,  et  qui  a  reçu  son  nom  en  souvenir  de 
ce  fait  considérable  dans  Thistoire  de  la  Science,  système  auquel, 
en  raison  de  son  importance,  nous  consacrerons  en  entier  le  der- 
nier Chapitre  du  présent  travail. 

De  là  résulte  immédiatement  la  raison  d'être  de  la  recherche 
qui  fait  l'objet  de  ce  Mémoire,  vu  Tintcrét  très  grand  qui  s'attache 
dès  lors  à  connaître  exactement,  par  le  moyen  de  sa  solution 
la  plus  générale,  quelles  sont  les  surfaces  que  Ton  pourra  faire 
entrer  dans  la  composition  d'un  semblable  système. 


(*)  ff  De  là  est  Tenue  l'idée  des  coordonnées  curvilignes,  dont  remploi  est  indispenstblo 
»  quand  on  veut  traiter  des  corps  de  formes  données,  dans  les  diverses  branches  de  la 
B  physique  mathématique. 

»  En  effet,  dans  toutes  ces  branches,  il  s'agit  toujours  d'intégrer,  ou  de  déterminer, 

•  une  ou  plusieurs  fonctions  qui  doivent  vérifier  une  ou  plusieurs  équations  aux  diffé- 
»  rences  partielles  du  second  ordre,  exprimant  les  lois  physiques  qui  régissent  les  fonc- 

>  tions  dont  il  s'agit.  —  Et,  en  outre,  ces  fonctions,  ou  leurs  intégrales  générales,  doivent 
»  vérifier  d'autres  équations  aux  différences  partielles  du  premier  ordre,  pour  tons  les 
»  points  appartenant  à  la  surface  qui  limite  le  corps  que  l'on  veut  traiter. 

•  Or,  ce  problème  de  double  intégration  serait  complètement  inabordable,  si  Ton  ne 
»  parvenait  pas  à  rapporter  les  points  du  corps  à  un  système  de  coordonnées  tel,  que  la 

•  surface,  ou  les  diverses  parties  qui  la  composent,  soient  exprimées  par  une  de  ces 
»  coordonnées  égalée  à  une  constante.  C'est  ainsi  qu'on  a  pu  traiter  :  le  prisme  ree- 
»  tangle  à  l'aide  des  coordonnées  rectilignes;  le  cylindre  droit  par  les  coordonnées 

>  polaires;  la  sphère  à  l'aide  des  coordonnées  sphériques  ;  l'ellipsoïde  par  les  coordon- 
»  nées  elliptiques.  »  (LAMÉ,  Leçons  sdb  les  coobdonm.  cubvil.  Discours  préliminaire, 
pp.  vin-ix  ) 
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Mais  la  propriété  caractéristique  du  paramètre  thermoroétrique 
B  =  f(^x,y,z)  d'une  famille  isotherme  quelconque  de  surfaces 
étant  ainsi  de  vérifier  Péquation  aux  dérivées  partielles  AjO^s  0, 
il  est  facile  de  voir  que  le  paramètre  en  général  d'une  semblable 
famille,  c'est-à-dire  par  conséquent  d'une  famille  de  surfaces 
propre  h  caractériser  Fensemble  des  points  d'un  milieu  homo- 
gène et  isotrope  affectés  d'une  même  température  è  l'étal  station- 
naire,  ne  remplira  pas  forcément  cette  même  condition,  car  il  est 
clair  que  toute  fonction  arbitraire  ^  de  la  fonction  f(x,  y,  z)  et 
d'un  paramétre  variable  X  donnera  lieu  à  une  autre  équation,  qui 
pourra  être  mise  sous  l'une  ou  l'autre  des  trois  formes  équiva- 
lentes 

4»  [r(x,y.zy  x\^0.       x=  .?[/"(x,y,z)],      /'(x,3^,z)  =  F(X). 

et  qui  représentera  exactement  la  même  famille  de  surfaces,  bien 
que  son  paramètre  \  considéré  comme  fonction  de  x,  y,  z,  ne 
vérifie  plus  évidemment  en  général  l'équation  A^X  =  0. 

Une  première  question  se  pose  donc  alors,  qui  est  la  suivante. 
Étant  donnée  une  famille  quelconque  de  surfaces  9  (x,  y,  z)  =  lf 
à  quel  caractère  analytique  reconnaitra-t-on  que  cette  famille  de 
surfaces  est  isotherme  ? 

La  réponse  est  simple  et  facile,  et  découle  immédiatement  de 
la  définition  qui  précède  du  paramètre  thermométrique.  Pour 
que  cette  dernière  équation  représente  une  famille  isotherme  de 
surfaces,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  9  (x,  y^  z)  puisse  être 
mise  sous  la  forme  9  (x,  y,  z)  =^  ^[f(Xy  y,  ^)],  ce  qui  revient  à 
dire  qu'il  devra  exister  entre  les  deux  paramètres  6  et  X  la  rela- 
tion arbitraire 

(Î7)  A  =  J  (0),  ou  inversement  e  =3  F  (A). 

Or  deux  différentialions  successives  donneront  alors,  en  vertu  de 
la  définition  même  du  paramètre  thermométrique  8, 

A,o  =  F(A).  A,A  +  F"(A).  AÎA  =  0, 


^«^«E^fÇ!^ 
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d'où  Ton  tirera,  par  suite,  la  condition 

(28)        ^=._ni)=_iiii:w=_^(x), 

^      ^  AÎA  F'  (A)  rfA  ^  '' 

ou 

(29)  A,x^^(A)AÎX«0, 

c'est-i-dire  que  le  rapport  |î^  =*  A  devra  pouvoir  être  exprimé 
en  fonction  de  X  seule  :  condition  dont  on  s*a«8urera  aisément,  si 
réquation  de  la  famille  de  surfaces  peut  être  résolue,  par  rapport 
à  Tune  des  variables,  en  remettant  dans  l'expression  À  de  ce 
rapport,  calculée  à  Taide  de  Téquation  proposée  X  »=  9  (x,  y^  z), 
&  la  place  de  Tune  des  coordonnées  x,  y,  z^  sa  valeur  tirée  de 
cette  même  équation,  et  alors,  pour  que  la  condition  demandée 
soit  satisfaite,  il  faudra  que  les  deux  autres  coordonnées  dispa- 
raissent d'elles-mêmes  ;  soit  plus  généralement,  pour  le  cas  où 
cette  substitution  ne  serait  pas  possible,  en  vérifiant  directement 
que  deux  quelconques  des  trois  équations 

XX        \  X  XX         \  X       ^  X  X         XX 

(30)  =  0,      «0,      «0, 

y  z       z  y  z  X      X  z  x  y       y  x 

qui  se  réduisent  à  deux,  et  sont  une  conséquence  nécessaire  de 
l'hypothèse 

X^^W(X),     -=-W'(A)-,     I^^-U'-lA)-,      ^=-W'(A)-. 

X  X      y  y      ^  ^ 

sont  bien  identiquement  satisfaites,  car  il  est  clair  qu'elles  entraî- 
neront alors  entre  les  deux  différentielles  totales  dA,  et  dk  une 
relation  de  la  forme  dK  =  Q,d\  laquelle  équivaut  précisément 
à  la  même  hypothèse  que  nous  venons  de  dire. 

Cette  dernière  condition  étant  supposée  remplie,  une  seconde 
question  non  moins  importante  se  pose  aussitôt  La  famille  de 
surfaces  donnée  étant  ainsi  reconnue  isotherme,  quelle  sera  dès 
lors  l'expression  de  son  paramètre  thermométrique  en  fonction 
du  paramètre  donné  X,  que  l'on  peut  par  opposition  désigner  avec 
Lamé  par  le  nom  de  paramétre  géométriqtée  ? 

La  réponse  à  cette  nouvelle  question  est  alors  fournie  par 
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Téquation  (28),  dans  laquelle  il  faut  maintenant  considérer  la 
fonction  ^f  (ï)  comme  donnée,  et  la  fonction  F  Q)  comme  incon- 
nue, et  que  Ton  peut  écrire  dans  ce  but,  en  y  remettant  à  la  place 
de  F  (X),  sa  valeur  6  résultant  de  Thypothèse  (27), 

d       de 

et  d*où  Ton  tirera,  en  conséquence,  par  une  première  intégration, 

dà  /^  do 

(32)  log-*  logera  /  ^(>)dx        ou         (T-  =«/'*<^)-\ 

et  de  là,  par  une  seconde  intégration,  en  intervertissant  les  deux 
membres, 

(52"')  //Yt^)-^dA  =  (r5  +  T,     . 

équation  dont  le  second  membre  représente  précisément  le  para- 
mètre tbermométrique  de  la  famille  donnée,  avec  les  deux  con- 
stantes arbitraires  qui  entrent  essentiellement,  avons-nous  dit, 
dans  sa  définition,  et  qui  dès  lors,  étant  résolue  par  rapport  à  X, 
fournira  Texpression  demandée  du  paramètre  géométrique  en 
fonction  du  paramètre  thermométrique.  Nous  présenterons  tout 
ft  rheure,  en  terminant  ce  Chapitre,  trois  exemples  simples  de  ce 
calcul,  dont  Tun  nous  fournira  comme  conséquence  une  interpré- 
tation physique  intéressante  des  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce. 

On  voudra  bien  remarquer  que  nous  avons  dit,  dès  les  pre* 
miers  mots  de  eette  théorie,  comme  nous  le  dirons  constamment 
dans  tout  le  cours  de  cet  ouvrage,  famille  isotherme  de  surfaces, 
et  non  pas,  ainsi  que  le  dit  Lamé,  et  qu'on  le  fait  le  plus  géné- 
ralement depuis  lui,  famille  de  surfaces  isothermes  :  locution  très 
vicieuse,  à  notre  sens,  en  ce  qu'elle  fait  croire  a  priori  que  la 
qualification  d'isotherme,  et  par  conséquent  la  définition  corres- 
pondante, vise  la  surface  elle-même,  sauf  à  envisager  ensuite  une 
famille  composée  de  surfaces  ainsi  définies  individuellement,  de 
même  que  Ton  peut  considérer  une  famille  de  sphères,  d'ellip- 
soïdes, de  cônes  ou  de  tout  autre  type  défini  géométriquement, 
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tandis  que  la  définition  en  question  s*applique  au  contraire  direc- 
tement à  la  famille  elle-même^  et  que  cette  ménie  qualification 
d'isotherme,  attribuée  à  une  surface  considérée  isolément,  ne 
présente,  à  notre  avis,  absolument  aucun  sens. 

Ëffeciivement,  non  seulement  le  sens  de  cette  expression 
employée  dans  ces  conditions  ne  ressort  en  aucune  façon  de  la 
définition  précitée,  laquelle  consiste  tout  entière  à  proprement 
parler  dans  Téquation  AjO  =  0,  ou  plus  généralement  Téquation 
ci-dessus  (29);  mais  il  y  a  plus,  et  Ton  est  autorisé  à  penser 
(nous  ne  savons  au  juste  si  la  remarque  en  a  déjà  été  faite,  ne 
rayant  rencontrée  nulle  part),  qu'étant  donnée  une  surface  indi- 
viduelle arbitrairement  choisie  2=/'(x,  y),  il  existera  en  général 
une  infinité  de  familles  isothermes  différentes  qui  reproduiront 
cette  même  surface,  chacune  pour  une  valeur  convenablement 
déterminée  du  paramètre,  ce  qui  montre  bien  Tinanité  d'une 
semblable  expression  ainsi  employée. 

En  effet,  si  Ton  suppose  ladite  équation  (29)  intégrée  sous  la 
forme  où  elle  se  présente  en  Tétat,  c'est-à-dire  X  y  étant  prise 
pour  fonction  inconnue,  l'intégrale  générale  qui  fournira  Texpres- 
sion  de  X  en  x,  y,  z,  comprendra  des  fonctions  arbitraires.qui 
seront  telles  que  l  puisse  se  réduire,  pour  z=»Zq  {zq  désignant 
une  constante  numérique  arbitrairement  choisie),  à  une  fonction 
donnée  arbitrairement  d  x  et  d'y,  ou,  en  d'autres  termes,  que  la 
famille  isotherme  de  surfaces  admette  pour  trace  sur  un  plan 
donné  parallèle  aux  xy  une  famille  de  courbes  arbitrairement 
choisie.  Mais  on  pourra  aussi,  avant  d'intégrer  cette  même  équa- 
tion, changer  de  variables,  et  prendre  z  pour  inconnue  et  x,  y,  et 
l  pour  variables  indépendantes.  Or,  si  on  Tintègre  sous  la  der- 
nière forme  ainsi  obtenue,  Tintégrale  générale  qui  exprimera  alors 
z  en  fonction  d'x,  y  et  X,  devra  renfermer  des  fonctions  arbi- 
traires qui  seront  telles  que,  pour  une  valeur  numert^tie  X  =«  Xo 
arbitrairement  choisie,  l'expression  de  z  se  réduise  à  une  fonc- 
tion d'x  et  y  arbitrairement  donnée,  c'est-à-dire  telle,  par  consé- 
quent, que  l'intégrale  puisse  reproduire  la  surface  z^=^f{x^  y) 
supposée  donnée  arbitrairement  à  l'avance  :  et  comme  la  con- 
stante Xg  demeure  arbitraire  dans  ce  raisonnement,  il  y  a  donc 
lieu  de  présumer  qu'en  général  il  existera  une  infinité  d'équa- 
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tions  différentes  entre  z,  x^  y  et  ^,  c*est-è-dire  une  infinité  de 
familles  isothermes  différentes  de  surfaces,  qui  toutes  satisferont 
également  à  la  condition  que  nous  venons  de  dire. 

A  la  vérité,  la  conclusion  qui  précède  n  est  peut-être  pas  d*une 
certitude  absolue,  en  raison  des  nombreuses  lacunes  ou  irrégula- 
rités qui  existent  encore  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles,  ou,  si  Ton  aime  mieux,  à  cause  des  surprises  que  réser- 
vent à  chaque  instant  les  théories  fondées  sur  la  considération  des 
dérivées  des  fonctions  en  général;  mais  si  Ton  abandonne  les 
faits  exceptionnels  pour  ne  se  préoccuper  que  de  la  généralité 
des  cas,  cette  même  conclusion  offrira  dès  lors  un  degré  de  vrai- 
semblance suffisant  pour  ehlever  toute  signification  certaine  à  la 
locution  contre  laquelle  nous  venons  de  nous  élever,  et  pour  la 
faire  proscrire  par  conséquent  du  langage  mathématique,  à  moins 
que  Ton  ne  soit  expressément  convenu  à  l'avance  de  lui  attri- 
buer un  sens  faisant  lobjet  d'une  définition  nouvelle  (*), qui  ne 
sera  en  aucune  façon  une  conséquence  nécessaire  de  celle  des 
familles  isothermes  de  surfaces  que  nous  venons  d'énoncer. 

Telles  sont  les  deux  questions  fondamentales  qui  s'imposent, 
pour  ainsi  dire  d'elles-mêmes,  au  début  de  la  théorie  des  familles 
isothermes  de  surfaces,etqu'il  nous  était  indispensable  de  rappeler 
d'une  façon  claire  et  précise,  a  vaut  d'entreprendre  la  recherche  que 
nous  avons  en  vue  dans  ce  travail,  avec  la  solution  qu'en  a  don- 
née Lamé,  créateur  de  la  théorie.  Mais  nous  ne  croyons  pas 
devoir  nous  en  tenir  là,  et  puisque  nous  avons  dû  revenir  sur 
ce  sujet,  on  nous  permettra  d'élargir  tant  soit  peu  la  question,  et 
d'y  ajouter  encore,  à  titre  de  commentaires  et  de  développements, 
une  modeste  contribution  personnelle,  dont  les  résultats  nous 
seront  d'un  grand  secours  pour  la  recherche  générale  qui  fait 
l'objet  de  ce  Mémoire. 


(*)  C'est  ce  que  nous  avons  fait  dans  notre  Mémoire  èur  l'emploi  des  Coordonnées 
Curvilignes,  oU  nous  adoptons  cette  expression,  en  vne  d'abréger  le  discours,  pour  tenir 
lieu  de  la  circonlocution  :  «  Surface  susceptible  de  faire  partie  d'un  système  orlbogonal 
triplement  isotherme.  »  (  Voir  I'Avànt-propos  et  rsaRATA  (pp.  ^  et  82)  insérés  en  tète 
de  ce  Mémoire,  pp.  xxiii  et  xxy.) 
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Insuffisance  de  la  soLcrroN  théorique  fournie  par  l'intégrale 
GÉNÉRALE  DE  CETTE  ÉQUATION.  —  Il  Semble  SU  premier  abord, 
diaprés  ce  qui  précède,  que  la  solution  du  problème  de  Tisother- 
mie  soit  dès  lors  renfermée  tout  entière  dans  llntégraiion  géné- 
rale de  féquation  aux  dérivées  partielles  A^O  <=>  0,  ou  plus  géné- 
ralement de  réquation  (29),  en  sorte  que  celle  intégration  étant 
supposée  effectuée  par  un  procédé  quelconque,  il  n'y  ait  plus  de 
question.  Mais  il  en  va  tout  auU'ement  dans  la  réalité.  En  effet, 
d'abord  même  au  point  de  vue  purement  théorique,  pour  quil 
en  fût  ainsi,  il  faudrait  que  Ton  eut  déterminé,  non  seulement 
rintégrale  générale  de  ces  équations,  mais  encore  toutes  leurs 
solutions  singulières,  ce  que  Ton  ne  sera  jamais  sûr  d'avoir  réa- 
lisé effectivement,  vu  Tabsence  de  méthodes  générales  pour  la 
recherche  des  solutions  de  cette  espèce  dans  les  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre;  puis,  au  point  de  vue  pra- 
tique, pour  pouvoir  utiliser  les  résultats  de  ces  intégrations  en 
vue  de  la  constitution  de  nouveaux  systèmes  orthogonaux,  il  ne 
nous  suffit  pas  d'être  assurés  que  toutes  les  surfaces  satisfaisant 
à  la  question  sont  bien  comprises  dans  telle  ou  telle  formule 
plus  ou  moins  compliquée  que  nous  aura  fourni  l'analyse,  mais 
il  nous  faut  encore  pouvoir  décider  simplement,  à  la  vue  de  ces 
formules,  si  telle  famille  déterminée  de  surfaces  est  comprise  ou 
non  dans  ce  résultat.  Or  les  intégrales  générales  dont  nous  venons 
de  parler,  si  elles  fournissent  bien  i  la  vérité  le  moyen  d'obtenir 
immédiatement  autant  de  solutions  particulières  du  problème 
que  Ton  voudra,  satisfont  fort  mal  par  ailleurs  à  ce  second  cAté 
de  la  question,  et  n'offrent  dès  lors  pour  l'objet  que  nous  avons  en 
vue  qu'une  utilité  très  restreinte. 

Nous  ferons  mieux  comprendre  notre  pensée  à  ce  sujet,  en 
envisageant  d'abord,  à  litre  d'exemple,  les  deux  cas  particuliers 
des  cônes  et  des  cylindres,  cas  pour  lesquels  l'intégration  de 
réquation  ^^&  =  0,  se  ramène  à  l'intégrale  classique  de  l'équa- 
tion des  Cordes  Vibrantes. 

La  chose  est  manifeste  pour  les  cylindres,  car  si  Ton  prend 
Taxe  des  z  parallèle  aux  génératrices,  la  coordonnée  z  n'entrant 
plus  dans  l'équation  de  la  famille  de  surfaces,  l'équation  A26  =  0 
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se  réduit  alors  à 

(33)  ^      =0i  ou  -,=- -i- 

et  donne  par  suite  pour  intégrale  générale,  en  faisant  i=  V —  1 , 

(34)  a  ==  /;  (x  +  iy)  H-  /;  (X  —  iy)\ 

mais  le  même  fait  est  moins  évident  dans  le  cas  des  familles 
de  cônes.  Nous  ne  savons  si  le  résultat  auquel  il  va  nous  con- 
duire pour  réquation  générale  des  familles  isothermes  de  cônes 
en  coordonnées  rectilignes  a  déjà  été  signalé;  en  tout  cas,  ne 
rayant  rencontré  nulle  part»  nous  croyons  opportun  de  Findiquer 
iciy  aussi  bien  pour  servir  de  point  d'appui  à  la  remarque  sur 
laquelle  nous  nous  proposons  d'appeler  fattention,  que  parce  que 
nous  aurons  Toccasion  d'en  faire  usage  utilement  dans  le  Chapitre 
suivant» 

L'équation  F  (x,  y,  z,  X)  s»  0,  ou  7  (x,  y^z)  =  'k  étant  suppo- 
sée représenter  une  famille  de  surfaces  coniques,  si  on  l'exprime 
à  Taide  des  coordonnées  sphériques 

(34"*'')       X  =  r  sin  e  cos  « ,  y  ==  r  siii  0  sin  w ,  z  =  r  cos  tf , 

se  transformera»  vu  son  homogénéité,  en  x,  j/,  z^  dans  celle-ci 

(35)  F  (sin  a  cos  &),  sin  â  sin  »,  ces  e,  x)  =  0 ,        ou        A  =  /  (d,  »)  ; 

et,  en  même  temps,  l'expression  classique  de  l'invariant  A2  d'une 
fonction  de  point  quelconque  V  (*)  (expression  qu'il  est  facile 
d'ailleurs  de  déduire  de  notre  formule  (10)  (^*),  en  y  faisant 


(')  Voir  si  Ton  veut  Serrët,  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  1. 1,  §  91,  p.  439, 
en  haut;  ou  encore  Jordan,  Cours  d'Analyse  de  l'École  polytechnique,  1. 1,  |  k%  p.  45, 
en  bas. 

(**)  Si  l'on  admei  comme  donnée  l'expression  classique  de  l'élément  d'arc  en  coor- 
données sphériques,  le  mode  le  plus  simple  d'opérer  sera  évidemment  d'en  conclure,  par 
la  comparaison  aiec  l'expression  générale  de  l'élément  d'arc  en  coordonnées  quelconques 
(ainsi  que  nous  le  faisons  dans  notre  Mémoire  sur  remploi  des  Coordonnées  Curvilignes, 
page  1ji3,  au  bas),  les  valeurs  des  trois  invariants  a |,  savoir 
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M  =  V,  9  =  r,  ip  =  (ù,  tu  =  Q),  savoir 

^       ^  '         r    rfr«         r*sin''ad»''       r»8in«         d« 


et»  par  suite,  celles  des  coefficients 

1 

f  "  siu  a 

(6) 

-     —  =:f*sinc,  gg ,  gg  sin  I 

V   Ag^AjO  A,oAjf       sina  A^fAt^r 

lesquelles,  étant  reportées  dans  cette  formule  générale  (iO),  donneront  presque  immédia- 
tementy  eu  égard  au  changement  de  notation  ci-dessus  spécifié,  la  formule  en  ques- 
tion (;i5t>i*).  —  C'est  ce  que  fait  H.  Bertrand  dans  son  TraUé  de  Calcul  différentiel  et 
de  Calcul  intégral  (t  IJ 186,  p.  187,  en  haut). 

Mais  si,  au  contraire,  sans  supposer  aucune  notion  antérieure,  l'on  se  propose  d'appli- 
quer de  toutes  pièces  ladite  formule  (iO)  (à  titre  de  Yérification,  par  exemple),  au  système 
particulier  de  coordonnées  défini  par  les  équations  (34>>**),  il  faudra,  en  premier  lien, 
retrouver  les  mêmes  valeurs  {a),  k  Taide  de  l'un  ou  l'autre  des  deux  procédés  indiqués 
dans  la  note  de  la  page  94,  c'est-à-dire  :  soit,  quant  au  second  d'abord,  en  partant  des 
équations  (34*>i*)  elles-mêmes,  récrites  avec  le  changement  de  notation  convenu,  savoir 

;r  =  f  sin  cTcos^,  y  ==  f  sin  osin  ^,  «srfcosti, 

et  faisant  usage  des  trois  dernières  formules  de  cette  note,  qui  donneront  alors  immédia- 
tement 

IA7'  f  =r  sin*  o  cos*  i>  ■+■  siu*  c  sin*  ^-i-cos*  c  =  sin*  o  -♦-  cos"  w  =  1 , 
A7*^  =i  f*  sin*  o  sin*  ^f-^f*  sin»  ©  cos*  ^^f*  s\n*a  sinV  H-cos*^  )=?*stn*B, 
A7'  p  as  f  •  cos*  or  cos*  ^-f-f  ■  cos*  O  sin*  J'-*-f  *  sin*  o=f  *  (cos*  o-^sin*  »)=?*, 

c'est-à-dire  précisément  les  inverses  des  valeurs  précédentes  (a);  soit,  quant  au  premier 
procédé,  en  partant  des  formules  de  transformation  inverses  de  ces  mêmes  équa- 
tions (34t"*),  transcrites  avec  les  mêmes  notations, savoir: 

1/  a?*  -♦-  y* 

M  f*3=X*-4-y*-H3*,  UOg^ts-,  UDg*Bs3 — -^, 

X  2* 

et  invoquant  alors  simplement  les  valeurs  de  définition  des  trois  invariants  A  if>,  A|^,  Aicr, 
qui  appelleront  dans  ce  cas  les  transformations  suivantes. 
Remarquant  tout  d'abord  que  ces  dernières  équations  donneront 

COS*  ^  = -,     «*-4-y«  =  s*taDg*o,      f*=s3«(unji*o-|.l)== , 

a;«-f.y*  ''  ^  '     cos-o' 

{9)  \    (i»ou 

s*  *«  »*  cos*  a,      x*  -H  1/*  =s  z\  laug*  o  =  p«  cos*  n , |g«  o  =  y»*  sin*  ci  ' 
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donnera  pour  la  valeur  de  X,  exprimée  par  Téquaiion  (35), 


sin*  e  rfûj* 


I 
sin  e 


(^'"^5^) 


r/d 


et  dès  lors  Féquation  A2^  =  0  (en  désignant  exceptionnellement 
dans  ce  calcul  par  A  le  paramètre  thermométrique  lui-même, 
aGn  d'éviter  la  confusion  avec  la  coordonnée  sphérique  6)  sera, 
en  multipliant  par  r^sin^O, 

(36) 


(t*X 

1^* 


sm  6 


de 


=  0. 


puis  diiférentiant  successivement  en  x,  y,  z  ces  niémes  équations  {y),  ce  qui  donnera 


df 

dy 

1      d^      1 


cos*  ^  dx         a;*'      cos*  ^  dy      a?' 

tango  do      x  tango  do      y 

cos*o(/a;      z**  cos*fsdy       5*' 


cos"  ^  (/l 


lang  o  do 
cos*  o  d« 


X*  -f-y* 


on  trouTera  dès  lors,  en  élevant  au  carré,  et  ajoutant  dans  chaque  ligne, 

taiig*o  1   rx*-t-i/* 
A!o^  —  I  — - — 


cos*o 


et  enfin,  en  tenant  compte  des  équations  ci-dessus  M  et  (d), 

p«AÎps=f«,  ou  Aîî='=l, 

c'est-à-dire  de  nouveau  les  valeurs  précédentes  (a)  qu'il  s'agissait  d'établir,  et  desquelles 
l 'en conclura  comme  tout  à  l'heure  la  même  Toimuie  demandée  (35^'*). 


CCS*  o    .  .    ,         CCS*  o         I 

Z*  f  ■  CCS*  o   cos*  o 
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Sous  cette  forme,  on  aperçoit  immédiatement  que,  si  Ton  adopte 
à  la  place  de  la  variable  6  la  fonction  /  de  cette  variable  déânie 
par  réquation 

(37)  £<%=-:—-  ou  %«=logl«i«, 

sm  6 

cette  même  équation  deviendra  simplement 

4-] 

et  admettra  par  suite  pour  intégrale,  comme  Téquation  ci-des- 
sus (33)  relative  aux  cylindres,  Téquation 

(39)  A  =  /;  (®  -♦-  xi)  -^  A  («  —  %0, 

d*où  Ton  pourra  déduire  autant  de  solutions  pariiculières  du  pro- 
blème que  Ton  voudra,  satisfaisant  chacune  à  deux  conditions 
arbitrairement  données,  relativement  i  la  section  des  différentes 
surfaces  composant  la  famille  par  un  même  plan  azimutal  (a>=0, 
par  exemple),  et  à  leurs  plans  tangents  correspondant  à  cette 
section  (**). 


(*)  En  supposant  même  que  lldée  si  simple  et  si  naturelle  de  ce  changement  de  va- 
riable ne  se  fût  pas  présentée  de  prime  abord  à  l'esprit,  on  eût  encore  été  conduit  au 
même  résultat  par  voie  de  méthode  générale,  en  appliquant  à  l'équation  (96)  le  procédé 
classique  d'Euler  pour  la  transformation  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre.  (Voir  KvLEn,  InstUutiones  ccdcuU  integralis,  t.  IH,  pp.  â58  et  seqtt.,  ou 
Jordan,  Cours  d'Analyse  de  l'École  polytechnique,  X.  III,  {  373,  pp.  3M-35!â.) 

(**)  On  pourra,  par  exemple,  s'imposer  les  deux  conditions,  que  pour  celte  section  par 
le  plan-origine  des  azimuts  ou  des  xz,  l'angle  0  compris  entre  l'axe  des  s  et  Tane  des 
génératrices  correspondantes  soit  d'une  part  une  fonction  arbitrairement  donnée  du 
paramètre /(>•),  cest-à-dire  que  Ton  ait,  pour  u  s  0, 

dX 


(,)       e.=/,i).        d-ou  ^•  =  /'(X)        et         Q=±^±-^. 

ou  en  résolvant  par  rapporta  A,  puis  remplaçant ^o  par  sa  valeur  en  fonction  de^o»  ^^^^ 
de  l'équation  de  définition  (37), 

W  À«:F(0.)=F(2arctgff>:'»)  =  F,(:^.)j 
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Or,  revenons  maintenant  aux  coordonnées  planes,  et  dans  ce 
but  récrivons  tout  d*abord  cette  dernière  équation  sous  la  forme 
équivalente 

(40)  X  «  F,  [tg  («  +  xi)]  -*-  F,  I  tg  («  -  5:0]» 


et,  d'autre  part,  que  le  plan  tangent  correspondant,  qui  contient  déjà  la  génératrice,  con- 
tienne en  outre  une  autre  direction  (D,  6)  arbitrairement  donnée  en  fonction  de  X,  condi- 
tion qui  le  détermine  dès  lors  complètement,  et  sera  exprimée  analytiquement  par 
l'équation 


COSOssO. 


(7)  -—    sin  ©  cos  Q  -+-  I  —    sin  e  sin  il  -f-   —    < 

\da?/o  \dy/^  \d«/o 

.  Or,  si  l'on  se  reporte  aux  formules  classiques  qui  donnent  l'expression  des  déri?ées 
~  >  ->  -  en  fonction  des  coordonnées  sphériques  r,  »,  B  et  des  dérivées  relatives  k  ees 
coordonnées  (voir,  si  l'on  veut,  SERRET,Cour«  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  t  I,  S  90» 
formules  f  4),.p.  3S3),  et  qui  se  réduiront  dans  le  cas  actuel,  en  raison  de  ce  que  l'on  a  par 
hypothèse  1^  «=  0,  à  celles-ci 


dX       i  [dX  dX  sin  al 

—  =s-l  —  cosOcoSto  — —  -: — -  I, 
da       rldO  dasmOJ 

dX       iïdX        ^   .  dXcosal 

—  =  -    ~-  cos  6  siD  tf  H-  -7-  -: — -  I , 
dy       r  Lrfe  dwsin  ôj 


dX  idX   ,    ^ 

dz  rd9 


on  voit  que  la  condition  précédente  {y),  relative  à  la  section  »  »  0,  sera,  étant  exprimée 
en  coordonnées  sphériques, 

(— I  cosO^.sinecosû-H  (  —  )  — —.sinesinû—  (--1  sin  e,.cose  =  0; 


et,  dès  lors,  si  Ton  y  remplace  à  la  fois  9  et  û  par  leurs  valeurs  données  en  fonction  de 

r''  \ 1 1 :  j A^^ •  j x^>  #„%   ^^  ^Qjj  qjjg 

déterminée 


X ,  ainsi  que  9^  et  (j\  par  leurs  valeurs  ci-dessus  également  données  (a),  on  y 
celte  équation  étant  alors  résolue  par  rapport  à  (^\i  fournira  une  valeur  détc 
en  X,  qu'on  pourra  ensuite  exprimer  en  fonction  de  ^q  à  l'aide  de  la  valeur  (€),  soit: 


(£)  ~  *  ^^^  ^"  *  1^^'  ^^'^^  "^  ^^  ^^^' 


£n  résumé  donc,  les  conditions  imposées  {2)  et  {y)  équivaudront  à  celle-ci,  que,  pour 
tf  =s  0,  3l  et  ^  se  réduisent  à  deux  fonctions  données  F^  ix)  ^^  ^*  ^X)»  Or  la  dis- 
eassion  du  problème  des  Cordes  Vibrantes  nous  a  appris  que  l'intégrale  générale  (99) 
permettait  toujours  de  satisfaire  à  ces  deux  conditions,  et  nous  enseigne  le  procédé  è 
suivre  pour  déterminer,  par  leur  moyen,  les  deux  fonctions  arbitraires  /i  et  /«,  qui  y 
figurent. 

i 
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car  il  est  bien  clair  que,  fût  F  étant  deux  fonctions  arbitraires» 
les  deux  symboles  /"(a)  =■  /"(are  Ig  [ig  a])  et  F  [ig  a]  ont  exacte- 
ment la  même  signification  et  la  même  étendue,  et  désignons, 
pour  simplifier  par  u  et  v  les  deux  expressions  imaginaires  con- 
juguées 

!tg  »  +  Ig  xi 
u  =  tang  «  ^  %t)  =  -5_ — L:L- , 
i  —  tff  »  tg  xt 
v===tang(.)-X*)=/^"""'^^\- 
Or,  ayant  en  général,  quel  que  soit  ^9 

sin^i       a^  '        .«'^  —  4 


lang  3C»  = 


et  d'ailleurs,  dans  le  cas  particulier,  par  suite  de  la  valeur  (37), 


i        ,     •  /i  —  cos»      i  ,     /1  -  cose\ 
^«^logtg.a«logV^-;-^=.|og(^-^^ 

d'où 

1  —  cos  e  «j*^  —  1 

gU  5= et         -— =  — cose, 

1  H-  ces  d  e'^  -f-  i 

nous  aurons  donc  simplement  dans  la  question  actuelle 

tang  %î  =  —  t  cos  « , 

et  par  suite,  en  substituant  dans  la  valeur  (41)  de  u,  et  revenant 
après  cela  aux  coordonnées  rectilignes, 

Ig  »  —  f  cos  ô  X         r         ry  —  xzx 


i  H-  tg  »  .  t  cos  0  y    .  ^  rx  -♦-  izy 

X     r 

(ry  —  izx  )(rx  —  izy)  {r*  —  x*)  xy  —  irz  {x*  h-  y') 
(rx  -♦-  izy)  {rx  —  izy)  r*x*  -4-  z*y* 

^  (g'  -^  y")  (xy  —  "'g)  _^  j^y  —  <>^ . 
*"  («'  -^  y')  (3c'-^  «*)  "^  X*  H-  jc*  j 
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Par  conséquent»  les  deux  expressions  conjuguées  (41)  de  u  et  t; 
seront,  en  coordonnées  rectilignes» 

/.«.v  xy  —  irz  xy -^  irz 

^     ^  x'  +  z«  X*-¥-Z^ 

et  en  les  substituant  dès  lors,  à  la  place  de  leurs  valeurs  (41), 
dans  notre  intégrale  générale  (40)  de  Téquation  ^2^1  =3  0,  c^est- 
à-dire  dans  Féquation 

celle-ci  deviendra  définitivement 

et  fournira,  pour  chaque  choix  particulier  des  fonctions  arbi- 
traires Ff  et  F2,  une  double  solution  du  problème;  car,  en  sup- 
posant, dans  ces  conditions,  le  second  membre  ramené  à  la  forme 
P  -f-  Q\/-=-  1,  il  est  clair  que  les  deux  fonctions  P  et  Q  véri- 
fieront alors  séparément  Péqualion  ^2^  <=>  0,  en  vertu  de  la  défi- 
nition même  des  quantités  imaginaires,  et  pourront  être  adoptées 
dès  lors  indifféremment  pour  expression  de  A  (*). 


(*)  Le  sens  et  le  mode  d'emploi  de  cette  formule  seront  donc  alors  exactement  les  mêmes 
qae  pour  toutes  celles  que  donne  Cauchy  dans  ses  Exercices  de  Physique  Mathémaiique 
(noummenty  1. 1,  pp.  40, 138,  et  SI  5),  pour  représenter  ce  qu'il  appelle  les  déplacements  sym- 
boliques d'un  système  de  molécules  (supposés  définis  également  par  un  système  d'équations 
aux  dérÎTées  partielles,  exclusiiement  linéaires  et  homogènes,  de  même  que  l'équation 
actuelle  «^s^bO),  c'est-à-dire  qu'en  posant  suivant  ses  notations  li«;ii-4-}i,  V^*^, 
l'équation  en  question  (43),  fournissant  par  hypothèse  pour  expression  symbolique  du 
paramètre  la  valeur  /«P-i-  Q  l^—  i,  équivaudra  dès  lors  à  elle  seule  aux  deux  équa- 
tions réelles  >i  «  P  et  ).«  »  Q,  qui  fourniront  en  conséquence  chacune  une  solution  diffé- 
rente pour  Fexpression  réelle  du  paramètre  demandé.  La  présence  de  l'imaginaire  i  dans 
eette  formule  n'est  done  nullement  un  obstacle  k  son  emploi  sur  et  commode,  non  plus 
que  dans  les  formttles  précédentes  (34)et  (39),  pour  la  solution  de  tel  problème  particulier 
que  Ton  voudra,  dans  lequel  la  famille  de  surfaces  cherchée  sera  astreinte  è  satisfaire, 
en  outre  de  l'équation  As^  =  0,  à  deux  conditions  données,  ainsi  que  nous  l'avons  fait 
pour  l'équation  (39)  dans  la  seconde  note  de  la  page  44. 

11  est  facile  d'ailleurs  de  s'assurer  directement  que  les  deux  fonctions  P  et  Q  ci-dessus 
définies  satisferont  séparément  è  l'équation  proposée  As>  ^  0  (ce  qui  équivaut  à  vérifier 
a  posteriori  les  résultats  analytiques  que  nous  avons  obtenus  pour  solutions),  en  procé- 
dant pour  cette  dernière  formule  (43)  de  la  façon  que  nous  allons  indiquer,  car  pour  les 
deux  antres  ce  calcul  est  tellement  simple  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  nous  y  arrêter. 
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Telle  est  donc  assurément  Téquation  la  plus  générale  en  coor- 
données rectili^nes  des  familles  isothermes  de  surfaces  coniques, 


L'expression  (43)  ou  [^^^*)  donnant»  étant  différentiée  par  rappon  à  une  yariable  quel- 
conque <x, 

a  a  a  or  \(i  j  ctr  yal  «' 

on  déduira  de  la  seconde  égalité^  en  faisant  successivement  a  '^  x,  y,  z,  et  ajoutant» 

A,x  =  f;  .  ^\u  -♦-  f;  .  A,u  -H  f;  .  ^*v  -*-  f;  .  a.w, 

et  par  conséquent  il  n'y  aura  qu'à  s'assurer  que  les  deux  expressions  (4S)  de  ti  et  t;  véri- 
fient séparément  les  deux  couples  de  conditions 

Aîu  =  0,  A,u  =  0,  et  Aît?a=0,  A,t7  =  0; 

c'est-à-dire,  comme  u  et  v  sont  deux  imaginaires  conjuguées  A  rb  Bi,  qui  donnent 

/      ..*_i_.».v         ..         .^^^  l<^^^^     '^^^^      dkdB\ 

(    A,(A±Bi)  =  A,Aifc:tA,B, 

que,  pour  les  expressions  (42)  de  u  et  v,  les  quantités  A  et  B  vérifient  bien  les  quatre 
conditions 


(«) 


I 


A«A-AÎB  =  0,  A^asO,  A,B  =  0, 

dX  dB      dk  dB      dA  dB 

1 1 —  0. 

dwdx      dy  dy      dz  dz 


Pour  procéder  à  cette  vérification,  qui  serait  extrêmement  pénible,  soit  avec  les  coor- 
données sphériques,  soit  avec  les  coordonnées  rectilignes,  que  nous  avons  successivement 
employées  dans  la  question,  la  voie  la  plus  facile  consistera,  en  raison  du  dénominateur 
commun  de  ces  expressions  (42),  à  adopter  un  système  de  coordonnées  cylindriques,  en 
conservant  la  coordonnée  y,  et  substituant  dans  le  plan  des  zx,  à  a;  et  à  z,  deux  coordon- 
nées polaires,  en  posant  x  «=  ^  cos  9»,  et  z  »  /o  sin  f,  système  dans  lequel  on  aura,  pour  les 
expressions  des  dérivées  et  des  deux  invariants  A^  et  a,  d'une  fonction  de  point  quel- 
conque V,  les  formules  classiques  que  l'on  trouve  dans  tous  les  traités  d'Analyse  (voir  par 
exemple  Serret,  Court  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  1. 1,  8  91,  form.  (3)  et  (6), 
pp.i37etiS8), 

d\      dV  dVsiDf  dV      dV  dVcosp 

—  ^  —  cos  f ,  —  ^  —  sin  9  H • 

dœ      dp  dr     9  dz      d^  df     p 

(6)   ' 

1  /i  I  O 1 

d'y 


.«     I^^V    /rfv\«    1  /dv\«        ,,     d»v     1    Vdo 


.42  . 
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laquelle  donne  lieu  k  un  paradoxe,  dont  le  besoin  de  solution  fera 
bien  ressortir  la  nécessité  des  développements  complémentaires 
que  nous  nous  proposons  d'apporter  à  la  théorie  de  Lamé.  En 
effet,  il  semblée  première  vue  qu'elle  ne  doive  renfermer  que  des 
surfaces  de  degré  pair  seulement,  carie  dénominateur  commun  des 


Or  les  expressions  (43)  de  u  et  v»  éUnt  transfonnées  dans  le  même  système,  les  deux 
quantités  A  et  B  et  leurs  dérivées  premières  prendront  alors  les  valeurs 

ycosf  (/A^cosf  dK  yco&r  ^      ^ysinf 

^8inf^y*H-p*      dB        ysmf        dB  y*sinf        dB     cosf  l^j^*-i-p« 

""         p        '    f'y^py'^^*'   rfp""     ptl^^Tp»    rff"         P 

et  donneront  dès  lors  séparément,  en  vertu  des  formules  précédentes  (6), 

cos*f      y*cos*îf       1  î/«sin«f       1  /      .         y*\ 

p«  p4  p,        p«  p«\  '^       p«/' 

,  y»sin«p  y^sîn*?»         i  cos*  p 't/* -+- P«) 

*   ~"  p*  (i/* -♦- P*)     p*(y'-»-p»)     p«         p« 

<  =  -T7T — r»  [pV  sin»  f  -♦-  y*  sic»  f  -f-  cos«  f  (j/*  H-  p*  -4-  2y»p«)l 

p^y'-^-p*)*- 

y*-*-p*  cos«  f -*-pV-*-p V  cos«  f      y* (y'-i-p«Vf-P"  cos» f  (p*-f-y*)  • 


p*(y'+p*)  p*(î/'-^p') 

=  -:(y*-^P*cos*f)=:--    COS«f -♦-  -    =AÎA, 
p  p  V  p'/ 

d'où,  en  premier  lieu,  déjà 

AîA-AîB=:0. 

Semblablement,  on  aura  pour  les  dérivées  secondes 

<t(f-) 

d|A__^  dA  ycosjf  \    dp/^ycosf  d«A^      ycosp 

rfy"""    '  ''dp''^  ~'  ^dp        "■      p*     '  df^""  P      ' 

dfpîî?)  ^ 

d«B_  psiDf       <IB_        «*siDf  V    dp/ __  »»sJnfto*-<-2f«)    d»B ginf^  y*-4-p' 
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arguments  de  l'une  et  Tautre  des  fonctions  arbitraires  n'étant  pas 
décomposable  en  facteurs  réels,  et  les  deux  termes  de  chacune 
de  ces  fractions  étant  de  degré  pair,  aucune  combinaison  algé- 
brique de  ces  arguments,  si  l'on  fait  ensuite  disparaître  les  radi- 
caux introduits  par  la  fonction  r  =  l^x*  -*-  y*  -»-  z*,  ne  pourra 


d'où  l'on  conclura,  par  la  dernière  formule  ci-dessus  (g)  : 

1  y  cos  f      \  ycosf 
A,  A  ^ =  0, 

P      P*  P*      P 

psinf        1  y'sfnf  (î/«+2p«)       1  sin  p^y*H-p« 
(j,f^-pt)î      P       p«(y«+p«)î  P*  P 

Enfin,  pour  la  dernière  condition,  les  deux  premières  formules  (6)  donnant 

;       d\dB      dKd%       /dA  dAsinf\/dB  dBsinr\ 

dz  dz       \dp  df     9       \dp  df     P    / 


dx  dx 


dk  dH  idX  dB       dk  dB\ 

I cos«  f 1 1 

dp  dp  \df  do       dp  dfl 


fdX    .  dA  cos«»\  /dB  .  dB  cos»\ 

(  —  sm  9  H I    — sin  f  -h  -: '■•  ] 

[de  df     p    /  \dp  dp     p    / 

dA  dB       dA  dB\  sin  f  cos  f      dk  dB  sio*  f 


p  dp  df     p« 

dAdB 

p  df  df     p* 

dAdB       1  dA  dB 
dp  dp       p*  df  df 

on  aura  donc -de  nouveau,  avec  les  dérivées  premières  [y). 


dk  dB      .  /  dA  dB      dA  dB  \  sin  f  cos  f      dk  dB  cos*  p 

sin*f-4- 1 I    

dp  dp         ^        \df  dp       dp  dp/         p 

dA  dB       1  dA  dB 


dA  dB       dA  dB      dA  dB_dA  dB       dA  dB       1  dA  dB 
dx  dx      dy  dy      dz  dz      dy  dy      dp  dp       p*  df  df 

cos  p      y  siD  f  y  cos  p      y*  siii  p  1  cos  p  ^y*  -4-  p« 

P     pV^TlT^         />•      ^«V/j/TÏ^Ï      ^  P 

y  sin  f  cos  pf,       y*       1     .  T 

pti/t/«-».p«L      P"      p*  J 


donner  définitivement  une  équation  réelle  de  degré  impair  en 
X,  y  et  z.  Et  ce  fait,  d'un  énoncé  si  précis,  constituerait  évidem- 
ment, s'il  était  confirmé,  un  résultat  majeur  pour  la  théorie  des 
familles  isothermes  de  cônes  algébriques  ;  mais  il  se  trouve 
démenti  presque  aussitôt,  comme  on  va  le  voir,  par  un  simple 
coup  d  œil  rétrospectif  jeté  sur  Téquation  aux  dérivées  partielles 
(38),  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ. 

En  effet,  lorsque  Ton  considère  Téquation  ti^  =  0  sous  celte 
forme  (38),  il  est  deux  solutions  très  simples,  en  quelque  sorte 
parallèles,  qui  s'offrent  immédiatement  à  Tesprit,  savoir 

X=Aa}-+- B=^Aarcig- -^  B,       ou       -=  rang(aA -h  6), 

X  X 

A=»A5c-^B  =  AlogtgiôH-B=Alog    _±___ U-  B, 

V     l/jc«  +  y*      / 

c'est-à-dire  la  famille  des  plans  azirautaux,  et  celle  des  cônes  de 
révolution,  du  système  des  coordonnées  sphériques,  solutions 
dont  la  première,  consistant  en  une  équation  homogène  en  x,yyZf 
doit  évidemment  être  envisagée  comme  définissant  une  famille 
de  surfaces  coniques  :  or  Ton  voit  qu'elle  est  exprimée  par  une 
équation  réelle  de  degré  impair  en  x,  y,Zy  sans  que  l'on  s'explique 
néanmoins  comment  elle  peut  être  comprise  dans  l'intégrale  géné- 
rale (43),  ou,  en  d'autres  termes,  sans  que  l'on  aperçoive  com- 
ment on  pourra  déterminer  deux  fonctions  F^  et  F2  9  capables 


et  par  conséquent  les  quatre  conditions  {ol\  qu'il  s'agissait  de  vérifier  dans  le  cas  actuel, 
sont  bien  satisfaites  simultanément  pour  les  valeurs  de  A  et  B  relatives  aux  expressions 
proposées  (4â)  :  résultat  qui  confirme  pleinement  a  posteriori  l'exactitude  de  la  double 
solution  fournie  comme  nous  l'avons  expliqué,  par  notre  équation  trouvée  ci-dessus  (43). 
(*)  Tel  est  bien  en  effet  le  résultat  auquel  on  parviendra,  en  appliquant  à  la  famille  des 
cônes  ^"^^  =  tang*  0  le  procédé  de  Lamé  que  nous  avons  exposé  un  peu  plus  haut, 
pour  la  détermination  du  paramètre  thermométrique  d'une  famille  isotherme  de  surfaces. 
Mais  si  l'on  veut  s'en  assurer  en  effectuant  ce  calcul,  il  faudra  se  rappeler,  qu'en  vue 
de  conserver  à  la  coordonnée  sphérique  6  son  symbole  habituel,  nous  avons  étendu  dans 
la  question  actuelle  au  paramètre  thermométrique  le  symbole  Ji,  dont  nous  avions  fait 
usage  exclusivement,  dans  la  théorie  générale  exposée  ci-dessus,  pour  représenter  un 
paramètre  géométrique. 


2tt. 

de  procurer  ridenlificaiion  de  la  forme  (43)  avee  eetle  seconde 
forme  de  la  première  éqaaiioD  (44). 

Celte  apparente  contradiction  proYÎent  de  ce  qne  la  propriété, 
que  nous  avons  reeonnue  tout  à  l'heure  à  la  forme  d^équation  (43), 
n'appartient  qu'aux  équations  correspondant  à  une  expression 
algébrique  de  ^  fournie  par  cette  même  équation,  tandis  qu'en 
raison  du  changement  possible  du  paramétre  dans  l'équation  de 
la  famille  de  surfaces,  e*est-è-dire  de  la  substitution,  à  la  place 
du  paramétre  thermométrique,  d'une  fonction  arbitrairement 
choisie  (algébrique  ou  transcendante)  de  ce  paramétre  (fonc- 
tion qui  constituera  dés  lors  un  nouveau  paramètre  auquel  Lamé 
donne  le  nom  de  géométrique^  les  familles  algébriques,  qui 
satisfont  à  la  condition  d'isothermie,  pourront  fort  bien  n'être 
pas  exclusivement  fournies  par  les  expressions  de  1  de  forme 
algébrique  provenant  de*  la  formule  (43)  :  ou,  en  d'autres  termes, 
il  pourra  arriver  qu'une  valeur  transcendante  de  X  empruntée  à 
cette  formule  fournisse  néanmoins  une  famille  de  surfaces  algé- 
briques. Cest  ce  qui  a  lieu  notamment  pour  les  deux  solutions 
simples  (44)  signalées  tout  à  l'heure,  qui,  tout  transcendantes 
qu^elles  sont  relativement  à  \  correspondent  cependant  è  deux 
familles  algébriques,  savoir,  les  plans,  et  les  cônes  de  révolution, 
représentés  par  les  équations 

y                                       **  -♦- 1/'  . 

:is=taDg<sj,  et  ; — =:tang*tf; 

et  l'on  en  aurait  un  second  exemple  plus  étendu  en  considérant, 
ainsi  que  nous  allons  le  dire  à  l'instant,  pour  le  cas  général,  à 
la  place  des  cônes  de  révolution,  la  famille  de  cônes  homofocaux 

*'  y'  ^ 


et  recherchant  l'expression  de  son  paramètre  tbermométrique 
par  le  procédé  que  nous  avons  indiqué  d'après  Lamé. 

En  se  plaçant  è  ce  nouveau  point  de  vue,  et  se  reportant  aux 
calculs  qui  nous  ont  conduit  à  cette  forme  d'intégrale  (43),  on 
aperçoit  de  suite  qu*il  suffira,  pour  retrouver  la  forme  en  ques- 
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tion  (44),  de  prendre,  pour  les  deux  ronctions  F^  et  Fj  qui  figu- 
rent dans  cette  équation  (43)  ou  (42^"),  celles  définies  par  les 
égalités 

F,  (a)  =  F,(a)  =»  i  (A  arc  tg€t  H-  B), 

car  réquation  (42^'')  deviendra,  avec  ce  choix  particulier  de  fonc- 
tions, 

A  s»  i  A  (arc  tg  u  -H  arc  tg  v)  -♦-  B, 

ou  ce  qui  est  la  même  chose,  en  tenant  compte  des  définitions  (41) 
de  u  et  V, 

y 
A  =  i  A  («  -♦-  %i  -♦-  «  —  %«)-*-  B  =  Au)  H-  B  =  A  arc  tg  -  -H  B . 

X 

Nais,  si  Ton  est  ainsi  conduit  tout  naturellement  à  cette  déter- 
mination par  les  considérations  mêmes  qui  nous  avaient  amené 
à  celte  forme  d*intégraie  (43),  il  en  eût  été  tout  autrement  si, 
faisant  abstraction  en  pensée  de  ces  mêmes  considérations.  Ton 
se  fût  trouvé  de  prime  abord  en  présence  de  cette  même  intégrale 
générale,  et  il  y  a  beaucoup  de  chance  dans  cette  hypothèse 
pour  que  Ton  n'eût  pas  aperçu  alors  que  ce  type  (44)  y  était 
réellement  compris,  ou  du  moins  on  eût  été  fort  embarrassé  de 
décider  la  question  d'après  la  seule  connaissance  de  ce  même 
type  d'équation,  et  en  ne  s'inspirant  d'aucune  autre  considé- 
ration théorique. 

Une  remarque  toute  semblable  s'offrira,  pour  le  cas  général, 
à  propos  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  A26  =  0,  que 
l'on  peut  déduire  immédiatement  en  faisant  u  «=1  6,  t  =  Zf 
a  =  t  =  K  —  1,  z  =  0,  de  celle  de  l'équation 

d^u       ,  [<Pu      (Pu      (TuN 
dC  \dx^      dy*      dz'l 

donnée  par  Poisson,  pour  la  théorie  des  Petits  Mouvements  d^in 


Gaz,  ou  de  ia  Propagation  du  Son  (*),  sous  la  forme  simple  et 
remarquable 


■^  Sp,(x 


(S 


i(x  -^  atcosa^y  -*•  at cos  6, z  -«-  at cas r)  '<*"» 


indiquant  une  somme  étendue  à  tous  les  éléments  o  d*une 
surface  sphérique  de  rayon  1,  situés  chacun  par  hypothèse  sur 
la  direction  (a,  6,  y)),  solution  qui  sera  par  conséquent,  pour  le 
problème  qui  nous  occupe,  en  opérant  le  changement  de  nota- 
tion que  nous  venons  de  dire,  et  faisant  dès  lors  la  sommation  O 
dans  le  plan  seul  des  xy  et  non  plus  dans  Tespace, 


=  -  f 


tir 
Fi  (x  +  iz  DOS  a,  y  -t-  iz  sin  «)  zdx 


(45) 


1.  ^ 
%fJz 


Fj  (x  -f-  *z  ces  a ,  y  -f-  %z  sin  «)  zd«. 


Cette  formule,  qui,  comme  les  précédentes  (34),  (39),  et  (43), 
fournira  encore  une  double  solution  du  problème  pour  chaque 
choix  particulier  des  fonctions  F|  et  Fj  (**),  procurera  bien 
également,  ainsi  qu  elles,  le  moyen  d'obtenir  autant  que  Ton 
voudra  de  solutions  de  forme  algébrique,  satisfaisant  chacune  à 
deux  conditions  arbitrairement  données  à  lavance,  ainsi  que  nous 
Pavons  expliqué  à  propos  du  cas  précédent  {***),  si  les  deux 


(*)  Voir,  si  l'on  vent,  pour  la  détermination  de  cette  intégrale,  Duhamel,  Court  de 
Mécanique,  t.  II,  i  S17,  notamment  formule  (4),  pp.  340-350;  ou  Jordan,  Court  d'Ana- 
lyte  de  VÊcole  polytechnique,  t.  III.  S  394,  pp.  378-382;  ou  encore  Duhamel,  Éléments 
de  Calcul  infinitésimal,  t.  H,  S  iS7  (!'•  édil.,  pp.  S33-I2S6.} 

{**)  Voir  le  premier  alinéa  de  la  note  de  la  page  47. 

(***)  On  pourra  cette  fois  s'imposer,  entre  autres,  les  deux  conditions  : 

10  Que  la  sectioa  de  la  famille  de  surfaces  par  un  plan  fixe  (le  plan  xy  par  exemple) 
soit  une  famille  de  courbes  arbitrairement  donnée,  c'est-^-dire  que  l'on  ait  pour  s  =  0 

\dxl^      dx  dx  \dyU      dy  dy 
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Tonctions  arbitraires  F^  cl  F^  ainsi  déterminées  sont  deux  fonctions 
algébriques  telles,  que  la  quadrature  relative  à  a  n^introduise 
les  variables  x,  y,  z,  c'est-à-dire  les  coefficients  de  la  variable 
d'intégration,  que  sous  forme  simplement  algébrique;  mais  rien 
n'indique  que  l'on  pourra  obtenir  ainsi  la  totalité  des  familles 
isothermes  de  surfaces  algébriques. 

Et,  en  effet,  ce  n'est  point  à  une  expression  algébrique  du 
paramètre  thermométrique  0,  que  correspond,  par  exemple,  la 
solution  remarquable  du  problème,  trouvée  par  Lamé,  pour  les 
surfaces  du  second  ordre,  mais  à  la  valeur  transcendante  fort 
compliquée 

/P  do 

—        " 
0      V/(1-p«)(1-AV) 

où  p^  désigne  la  racine  de  l'équation  du  troisième  degré 

(47)  *'A»(py-[x»-i-yVzMl-*-t')^*](p7-^(1+Jfc')(^'H-y')p*-x'=0; 
car  tel  serait  bien  le  résultat  que  l'on  obtiendrait,  en  supposant 


s*  Que  pour  chacune  des  surfaces  composant  la  famille,  et  en  chaque  point  {x,  y)  de 
cette  même  section,  le  plan  tangent  ait  une  orientation  déterminée,  c'est-ji-dire  soit 
normal  k  une  certaine  direction  fa,  €,y),  donnée  arbitrairement  en  fonction  de  ûr,  y  et  Oo» 
condition  qui  le  définit  des  lors  complètement,  et  qui  s'exprimera  analjtiqueroent  par 
l'équation 


cosy  =  0. 


Or,  si  l'on  remet  dans  cette  équation,  d'abord  à  la  place  de  (^)o®*  («?ï)o^®"^^  ^*"' 
leurs  la),  puis  au  lieu  de  cos  a.  cos  €,  cos  y  leurs  valeurs  données  en  x,  y,  et  Bq,  et 
enfin,  cela  fait,  à  la  place  de  Hq  lui-même  sa  valeur  donnée  (a),  on  voit  aue  celte  même 
équation  (6)  fournira  alors  pour  f  ~  ^^  une  valeur  également  déterminée,  Ç~^  )^  =  f^  (x,  y) , 
en  sorte  que  les  deux  conditions  géométriques  proposées  équivaudront  en  définitive  à  ces 
deux  conditions  analytiques,  que,  pour  s  «  0,  9  et  ^  se  réduisent  simultanément  aux 
deux  fonctions  données /|  (x,  y)  et/j  (x,  y).  —  Or,  l'expression  (45)  de  6  étant  précisé- 
ment composée  de  telle  façon  (voir  Duhamel,  Éléments  de  Calcul  infinitésimal,  t.  H, 
S  457,  pp  223-226)  que  pour  z  =  0,  elle  se  réduise,  ainsi  que  sa  dérivée  ~,  respective- 
ment aux  deux  fonctions  F^  (x,  y)  et  F|  [x,  y),  on  voit  ainsi  qu'il  suffira,  pour  satisfaire 
à  la  question,  d'adopter  dans  cette  même  expression  (45),  pour  les  deux  fonctions  arbi- 
traires Fj  et  Fi,  précisément  les  deux  fonctions  déterminées /i  et/s  ^I"^  ^<>U8  venons 
de  spécifier. 
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résoloe  par  rapport  i  0  réqiiaiioo  des  sorfaees  iioaiofbeales 

X*         v"           «* 
(4S)  — r— ^ =*% 

pdD«# 

que  ooos  démonlreroos  dans  ce  Chapitre  eoostiuier  b  soloiion  la 
plus  générale  da  problème  poor  les  sarfaees  da  second  ordre. 

La  coDsidérabooexcliisiTe  des  expressions  de  forme  algébrique 
foaniies  par  la  formule  (45)  ne  procurera  donc  en  réalité  aucune 
indication  utile  sur  retendue  et  la  nature  des  véritables  solutions 
algébriques  do  problème,  c'est-â-dire  sur  celles  des  surfaces  algé- 
briques capables  de  former  des  familles  isothermes.  Et  il  est 
hors  de  doute  que  la  belle  découYcrte  de  Lamé,  que  nous  venons 
de  rappeler,  lui  eût  échappé,  s*il  eut  borné  son  attention  à  la 
seule  équation  aux  dérivées  partielles  précitée,  et  à  son  int^;rale 
générale  obtenue  d^une  façon  quelconque. 

En  outre,  il  y  aura  lieu  de  se  demander  si  la  solution  (46)  et 
(47),  ou  (48),  est  bien,  en  réalité,  renfermée  dans  Tintégrale 
générale  (45),  ou  si  elle  ne  constitue  pas  une  solution  singulière 
de  réquation  AjO  ^^  0  (*),  car,  sauf  les  solutions  particulières 
évidentes 

•  «sBAx-*-a,         a5=ByH-fc,         •  =  €«-♦-€, 

ou  celle,  un  peu  moins  restreinte,  qui  en  découle  par  voie  de 
conséquence  immédiate 

(49)  0  «=  f{x)  =  Ax  -♦-  By  H-  C2  H-  D, 

c'est-à-dire  une  famille  de  plans  parallèles,  solutions  complète- 
ment analogues  aux  solutions  simples  (44),  rencontrées  pour  le 


I  *)  On  poorrait  induire  quelque  présomption  de  Traisemblince  en  faveur  de  cette  suppo- 
sition de  ce  fait  remarquable,  que  nous  démontrons  dans  la  suite  (et  qui  n'a  peut-être  pas 
encore  été  signalé),  k  savoir  que  c'est  pour  la  seule  valeur  m  =  S  que  le  type  d'équation 

JC*  tt*"  *■• 

h . -♦- =  i  peut  fournir  une  famille  de  surfaces  isothermes,  en  sorte 

a-4-i      ftH-i      c-*-i  * 

que  l'équation  des  surfaces  homofocales  du  second  ordre  constitue  en  réalité,  au  point  de 

vue  de  risothermie,  un  type  entièremeul  isolé  dans  l'échelle  des  différents  degrés. 
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cas  particulier  précédemment  examiné  (et  qui  sont  fournies  évi- 
demment par  la  formule  (45)  en  prenant  pour  les  (onctions  F^ 
et  F2  respectivement  une  constante  et  une  fonction  linéaire)  (*), 
aucun  moyen  simple  et  sur  ne  permet  d'apercevoir  le  choix  par- 
ticulier qu'il  faudrait  faire  pour  les  fonctions  arbitraires  F|  et  Fj, 
pour  pouvoir  tirer  de  l'intégrale  générale  (45),  soit  la  solution 
parliculière  (46)  et  (47),  suit  Texpression  du  paramètre  0  cor- 
respondant à  toute  autre  famille  isotherme  supposée  donnée  en 
particulier,  ce  qui  réduit  par  suite  a  fort  peu  de  chose  les  services 
que  nous  pouvons  attendre  ici  de  cette  formule  intégrale  (45). 

Nous  n'avons  envisagé  dans  les  considérations  qui  précèdent, 
pour  la  recherche  des  familles  isothermes,  que  l'intégrale  géné- 
rale de  I  équation  de  l'équilibre  de  température  A36  =  0,  et  non 
celle  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  forme  plus  générale 
(29).  Celle-ci,  en  effet,  outre  qu'elle  sera  dans  tous  les  cas  beaucoup 
plus  difficile  à  obtenir,  en  raison  des  termes  non  linéaires  con- 
tenus dans  cette  équation  (22),  ne  pourra  très  probablement 
jamais  être  fournie  par  aucune  méthode,  qu'à  la  condition  de 
supposer  particularisée  à  l'avance  la  fonction  arbitraire  T  (k), 
qiri  entre  dans  cette  équation  (29),  et  dès  lors  celte  même  forme 
d'équation  perdant  ainsi  le  seul  avantage  de  généralité  qu'elle 
possédait  sur  l'équation  A26  =»  0 ,  et  étant  notablement  plus  com- 
pliquée par  ailleurs,  sera  encore  beaucoup  moins  propre  (]u'elle 
à  l'étude  de  la  question  envisagée  sous  cet  aspect. 

11  est  donc  indispensable  de  reprendre  à  nouveau  le  problème, 
en  l'abordant  cette  fois  directement,  tel  qu'il  se  présente  dans  la 
pratique,  c'est-à-dire  de  chercher  un  procédé  qui  permette  de 


(*)  Ou,  plas  généralement,  la  solution  6  =  F  (x,  y,  z),  en  désignant  par  F  [x,  y,  z)  un 
poljnôme  entier  de  degré  m,  dont  les  coefiScients  sont  supposés  Térifier  toutes  les  condi- 
tions, en  nombre  moindre  évidemment,  qui  expriment  que  les  coefficients  de  tous  les 
différents  termes  en  x,  y,  3  du  poiynftme  à^Y{x,  y,  x)  sont  séparément  nuls;  car  on 
reconnaît  très  aisément  que  la  solution  générale  (45)  donnera  pour  9  une  expression  de 
cette  forme,  en  prenant  simplement  pour  les  fonctions  arbitraires  F|  (x,  y,  z)  et  F, 
(x,  y,  z)  deux  polynômes  gitiers  (à  coefficients  imaginaires)  dont  les  degrés  soient  respec- 
tivement (m  —  i)  et  m. 
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décider  sûrement  et  commodément  si  telle  catégorie,  donnée 
comme  Ton  voudra,  de  surfaces  algébriques  peut  constituer  une 
famille  isotherme,  et,  te  cas  échéant,  de  déterminer  quels  devront 
être  pour  cela  les  expressions  de  ses  coefficients.  —  Tel  sera 
l'objet  auquel  nous  consacrerons  le  reste  de  ce  Chapitre. 

Méthode  pour  la  recherche  des  familles  isothermes  composées 

DE  surfaces  algébriques  APPARTENANT  A  UNE  CATÉGORIE  DÉTERMINÉE. 

—  La  méthode  que  nous  avons  indiquée,  d*après  Lamé,  pour 
reconnaître  si  une  famille  de  surfaces  donnée  réalise  ou  non  la 
condition  de  Fisothermie,  et  qui  consiste  à  proprement  parler 
dans  une  simple  vérification,  présente  le  défaut  de  toutes  les 
méthodes  de  déduction  fondées  sur  des  procédés  purement  diffé- 
rentiels, à  savoir  que  ses  conclusions  sont  limitées  strictement  au 
type  particulier  qui  fait  Tobjet  de  la  recherche,  et  ne  font  con- 
naître en  aucune  façon  s*il  existe  d'autres  types,  rentrant  dans  une 
même  catégorie  définie  par  la  forme  ou  le  degré  de  Téquation, 
qui  réalisent  également  ce  même  caractère  de  Tisothermie. 
Ainsi,  pour  prendre  Texemple  le  plus  saillant,  pour  les  surfaces 
du  second  ordre.  Lamé  pose  d'emblée  le  type  des  surfaces 
bomofocaies,  et  il  établit  très  nettement  et  très  rapidement,  à 
Taide  de  la  vérification  que  nous  reproduirons  un  peu  plus 
loin,  qu'une  pareille  famille  de  surfaces  satisfait  bien  à  la  con- 
dition de  Fisothermie,  mais  rien  ne  montre  dans  son  raisonne- 
ment que  ce  type  soit  le  seul,  ni  même  le  plus  général,  tandis 
qu'il  serait  intéressant  de  savoir  s'il  existe,  en  dehors  de  ce  type, 
d'autres  familles  du  second  ordre  réalisant  également  le  caractère 
de  l'isothermie.  Aussi  croyons-nous  faire  œuvre  utile  en  présen- 
tant pour  le  même  objet,  une  méthode  d'induction  rigoureuse, 
basée,  elle  au  contraire,  sur  des  procédés  de  calcul  intégral, 
qui,  bien  que  plus  longue  et  plus  pénible  assurément,  aura 
ce  grand  avantage  de  nous  fournir  en  toute  certitude  la  solution 
complète  du  problème  de  l'isothermie,  relativement  à  une  caté- 
gorie de  surfaces  déterminée,  et  nous  permettra  d'affirmer  en 
particulier  que,  pour  les  surfaces  du  second  ordre,  le  type 
signalé  par  Lamé  est  bien  réellement  le  seul  qui  satisfasse  à  la 
question. 
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A  cet  effet,  représentons  par  <p(ar,  y,  z,  X)  =  0,  ou  plus  sim- 
plement par  A  =  0,  en  faisant  (p{x,  y,  jz,  X)  >=»  A,  une  équation 
de  forme  donnée  en  x,  y,  z,  les  coefficients  étant  supposés  des 
fonctions  indéterminées  du  paramétre  X.  Il  s*agit  de  savoir 
s'il  est  possible  de  déterminer  ces  coefficients  de  telle  sorte  que 
la  famille  de  surfaces  représentée  par  cette  équation  soit  iso- 
therme,  et,  le  cas  échéant,  d'effectuer  cette  détermination. 

Si  nous  conservons,  dans  ce  but,  notre  notation  habituelle 
pour  les  dérivées  partielles  relatives  aux  trois  variables  x,  y,  z^ 
considérées  seules  comme  indépendantes,  et  la  notation  usuelle 
avec  la  caractéristique  d  pour  les  dérivées  partielles  relatives 
aux  quatre  variables  x,  y,  z  et  X,  considérées  simultanément 
comme  indépendantes,  en  différentiant  deux  fois  de  suite  par  rap- 
port è  X  réquation  proposée,  et  faisant,  pour  abréger. 


DA                                         D*A 

—  =A'          et          — -=A", 

DX                                         DX* 

nous  obtiendrons  successivement,  suivant  une  formule  connue. 

(50) 

DA            ,A        ^                 ^,    ,                X               i    DA 

—  ^A'-  =  0,             d'où             -  = p  — ' 

Dx            X                                          X            A  Dx 

D*A           DA'  X            ,  'X\»            X* 

— r-f-2 h  A"     -     ^   A'--=0, 

Dx*           Dx   X              \x/             X* 

ou,  en  remettant  dans  cette  équation  à  la  place  de  ^  la  valeur 

qui  précède, 

D*A         2  DADA'          ,    /X\*           X' 

— 7 -1-  A"   ^    ^A'--=0; 

Dx'        A'Dx  Dx              \x/            x* 

d'où  Ton  conclura  ensuite,  en  ajoutant  les  trois  équations  sem- 
blables, supposées  écrites  successivement  pour  x,  y,  je. 


D' 
(51) 


>*A        D'A        D'A         2  /DA  DA'        DA  DA'        DA  DA'\ 

— r-* rH-— 7 -l 1 1 

Dx'        Dy*        :iz*        A'  \Dx  ^X        Dy   Dy        ;iz  Tizl 


A".  Aîx  -♦-  A'.  AiX  «.  0. 
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Or,  si  l*on  suppose  isotherme  la  famille  de  surfaces  proposée, 
on  devra  avoir,  en  vertu  de  Téquation  ci-dessus  (38),  en  repré- 
sentant par  T  ^=3  —  ^(X)  une  fonction  arbitraire  du  paramètre  X, 

(52;  -i-  =  -  V  (A)  =  T ,  ou  A,A  =  TAjx, 

et,  par  suite,  on  aura  dans  le  cas  actuel 

A".  AJa  -♦-  A' .  A,A  =  (A"  -f-  Ta')  AÎa    ' 

en  ayant  égard  à  la  valeur  de  A}X  que  Ton  déduit  immédiatement 
de  réquation  de  droite  (50).  On  obtient  donc  définitivement,  en 
reportant  cette  dernière  valeur  dans  Téquation  (51),  et  multipliant 
en  même  temps  par  A'^, 


(53) 


.  /D'A        D'A        D'A\  ,  /DA  DA'        DA  DA'        DA  DA'\ 

1"    — r-l-  — -H  —    —  2A' -H + 

\Dx'       Dy        DzV  \Dx  Dx        Dy  Dy        Dz  dz  I 


H.  (A"  ^  TA' 


équation  qui  devra  être  vérifiée,  quels  que  soient  x,  y,  z,  lorsque 
la  famille  proposée  sera  isotherme,  c'est-à-dire  que,  si  Ton  borne 
l'application  de  cette  théorie,  comme  nous  le  ferons  expressé- 
ment, aux  seules  surfaces  algébriques,  tous  les  coefiicients  des 
différents  termes  en  x,  y,  z  devront  être  séparément  nuls. 
Or,  en  raison  de  la  présence  des  deux  dérivées  A'  et  A"  dans 
cette  équation,  la  seconde  n'y  entrant  que  linéairement  seulement, 
il  est  visible  que  ces  différents  coefficients  contiendront  dans 
leur  expression,  non  seulement  les  coefficients  de  Téquation  pro- 
posée A  s=  0,  mais  encore  leurs  dérivées  premières  et  secondes, 
celles-ci  sous  forme  linéaire  seulement,  en  sorte  que  ces  derniers 
coefficients,  c'est-à-dire  nos  inconnues,  seront  ainsi  astreints  à 
à  vérifier  un  système  d'équations  différentielles  du  second  ordre, 
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linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secondes,  dont  le  nombre  sera 
égal  à  celui  des  coefficients  de  l'équation  que  nous  venons  de« 
former  (53)  (*). 

Si  réquation  proposée  A  «=»  0,  supposée  algébrique,  est  de 
degré  m,  les  deux  dérivées  A'  et  A"  étant  du  même  degré  en 
x,  f/y  Zy  les  trois  termes  dont  se  compose  cette  équation  (53) 
seront  tous  trois  du  degré  3m  —  %  savoir  pour  chacun 

^m-^(m  —  2)=m-4-(m — l)-*-(m  —  1)««f/i-4-2(»i  — 1)  =  dwi — 2, 

nombre  qui,  sauf  pour  m  '^  ^y  sera  toujours  plus  grand  que  m. 
Le  nombre  n  des  coefficients  de  Téquation  proposée,  c'est-à-dire 
des  inconnues,  sera  donc  ainsi  dans  tous  les  cas  moindre  que  le 
nombre  N  des  coefficients  de  cette  dernière  équation  (53),  ou 
des  équations  auxquelles  devront  satisfaire  ces  inconnues,  résul- 
tat auquel  il  fallait  s'attendre  a  priori,  du  moment  que  la  condi- 
tion de  risothermie  constitue  pour  une  famille  de  surfaces  une 
particularité  spéciale,  et  qu'en  conséquence  il  ne  sera  pas  tou- 
jours possible,  avec  une  forme  donnée  pour  l'équation  A  =»  0, 
de  déterminer  ces  coefficients  de  telle  sorte  que  la  famille  en 
question  réalise  cette  condition,  ce  qui  serait  au  contraire  tou- 
jours possible,  si  le  nombre  des  équations  à  satisfaire  était  égal 
ou  inférieur  au  nombre  des  inconnues  à  déterminer  (**).  De 
plus,  le  rapport  -^,  dont  la  valeur  mesure  en  quelque  sorte  la 
surabondance  du  système,  croissant  constamment  et  assez  rapi- 


(*)  Oo  poarra  à  la  vérité,  si  l'on  veut,  réduire  d'une  unité  dans  tous  les  cas,  et  souvent 
de  plusieurs,  le  nombre  des  équations  à  vérifier,  en  faisant  disparaître  un  terme  (ou  éven- 
taeilemem  plusieurs  à  la  fois)  de  l'équation  en  question  (53),  par  l'élimina  lion  de  ce 
terme  (ou  de  ces  termes,  loi*sque  ce  sera  possible)  à  l'aide  de  l'équation  proposée  Â  =  0 
elle-même,  multipliée  k  cet  effet  par  un  facteur  convenable.  Nous  faisons  usage  de  cet 
artifice  dans  l'exemple  ci -après  II«  relatif  à  la  sphère. 

(*')  Comme  pour  m  =  1  on  aura  N»  re ,  il  est  donc  certain  a  priori  qu'il  existera  des 
familles  isothermes  de  plans;  et  par  conséquent,  pour  le  premier  ordre,  le  problème  de 
risothermie  se  réduira  à  déterminer  la  forme  des  expressions  en  >  des  divers  coefficients 
de  la  famille  de  plans:  détermination  fort  importante  par  les  conséquences  géométriques 
qu'elle  entraîne,  ainsi  que  nous  le  montrerons. 

5 
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dément  avec  m  (*)  à  partir  de  m  »»  2,  cas  pour  lequel  Texoëa 
JN  —  n  du  nombre  des  équations  sur  celui  des  inconnues  est  déjà 
égal  à  26  (ou  2S,  suivant  que  I*on  aura  disposé  arbitrairement» 
ou  non,  du  coefficient  du  terme  indépendant),  on  voit  par  là 
qu'il  y  aura  de  moins  en  moins  de  chances  de  rencontrer  de 
pareilles  familles  de  surfaces  algébriques,  au  fur  et  à  mesure  que 
Ton  élèvera  le  degré,  ou  simplement  le  nombre  des  termes,  de 
réquation  de  la  famille  de  surfaces  à  laquelle  on  appliquera  la 
méthode. 

De  ce  simple  aperçu  on  peut  déduire,  en  outre,  pour  le  cas  le 
plus  général,  trois  conséquences  importantes. 
En  premier  lieu,  la  solution  étant  actuellement  fournie  par  un 


(*)  En  effel,  le  nombre  des  termes  d'un  polynftme  complet  de  degré  m  à  trois  yarûbles 
éunt 

si  l'on  convient,  dans  l'équation  A  «^  0,  d'attribuer  à  l'avance  pour  coe£Bcient  au  terme 
indépendant  une  constante  quelconque  arbitrairement  cboisie,  le  nombre  n  des  inconnues 
sera  en  réalité  seulement  n  ^  ^  (m^  -t-  Cm  +  il)  D'autre  part,  le  nombre  N  des 
termes  de  l'équation  (53),  dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  complet  de 
degré  3m  — %  étant 

(3m  -  1)  3m  (3m  -H  1  )       3m 

et,  par  suite,  le  rapport  —  et  sa  dérivée  ayant  en  général  pour  expressions 
n 

N_  9m«  — 1  d    /N\       .  54m*  H- 20ùm  - 


dm  \n)  (m*. 


n  m«-+-6m-i-li'  dm  \n)  (m*  ^- 6m -+- U )•  ' 

Ton  voit,  tous  les  coefficients  de  cette  dérivée  étant  positifs,  que  le  dit  rapport  ira  con- 
stamment en  croissant,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  m.  Il  en  sera  donc  évidennnenl. 
de  même  de  l'autre  rapport,  envisagé  ci-dessus,  ^^p^  ~  »  *~  "t,  lequel  croit  même  assez 
rapidement  à  partir  de  m»  4,  car  ses -valeurs  successives  pour  les  premiers  nombres 
entiers  sont  respectivement,  d'après  l'expression  précédente  du  rapport  J| ,  savoir 

Zy  3,  4,  5,... 

^       8  ^      12  7  4 

'-^5'      '-^rs'      '-^TT      ^^^E'- 

résultat  qui  rend  dès  lors  très  vraisemblable  le  fait  conjectural  que  noua  énonçons 
plus  haut. 
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système  d'équations  différentielles  ordinaires,  et  non  plus  par 
une  ou  plusieurs  équations  aux  dérivées  partielles,  la  recherche 
des  solutions  singulières,  s'il  en  existe,  sera  soumise  à  une  méthode 
'  régulière  et  classique  (*),  ce  qui  n'avait  pas  lieu  auparavant. 

En  second,  lieu  il  est  clair  que  la  solution  la  plus  générale  de 
la  question  ne  comportera  plus  dans  le  cas  actuel,  c'est-à-dire  en 
restreignant  le  problème  aux  seules  surfaces  algébriques,  que  des 
constantes  arbitraires  seulement,  et  non  plus  des  fonctions  arbi- 
traires (sauf,  bien  entendu,  celle  figurée  par  la  foncUon  T), 
comme  le  ferait  supposer  le  mode  d'intégration  de  l'équation  de 
l'équilibre  de  température  A9O  <»  0,  emprunté  à  la  Physique 
Mathématique,  que  nous  relatons  un  peu  plus  haut. 

En  troisième  lieu  enfin,  si  Ton  excepte  le  cas  de  m  ==  1  pour 
lequel  ou  aura  N  ^s  n,  toutes  les  équations  du  système,  au  nom- 
bre de  N,  étant,  avons-nous  dit,  linéaires  par  rapport  aux  dérivées 
secondes  des  n  inconnues,  si  l'on  prend  n  distinctes  de  ces  équa- 
tions, et  qu'on  en  tire  les  valeurs  des  n  dérivées  secondes  pour 
les  reporter  dans  les  autres  équations,  on  formera,  en  général, 
un  système  de  N  —  n  équations  différentielles  du  premier  ordre 
seulement,  qui  devront  être  compatibles  pour  qu'il  existe  une 
solution,  -et  auxquelles  les  n  inconnues  seront  astreintes  à  satis- 
faire. Or,  en  supposant  que  parmi  ces  équations  il  en  existe 
au  moins  n  qui  soient  distinctes,  l'obligation  pour  les  n  incon- 
nues, de  vérifier  en  particulier  le  système  ainsi  formé  de  n  de  ces 
équations  simultanées  du  premier  ordre,  montre  que,  toutes  les 
fois  que  l'on  sera  parvenu  à  constituer  un  pareil  système,  la 
solution  la  plus  générale  du  problème  ne  saurait  renfermer,  au 
maximum,  plus  de  n  constantes  arbitraires.  Encore  n'est-il 
pas  sûr  que  ces  n  constantes  existent  bien  alors  en  réalité  dans 
la  solution,  car  en  supposant  obtenue  l'intégrale  générale  de  ce 
dernier  système  avec  ses  n  constantes  arbitraires,  il  faudra  que 
les  mêmes  expressions  des  inconnues  vérifient  encore,  non 
seulement  les  N  —  2u  autres  équations  du  premier  ordre,  mais 


n  Voir,  par  exemple,  Jobda»,  Cours  d'Analyse  de  l'École  polyuchnique,  t.  ill,  |  iO, 
pp.  44-16. 
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aussi  les  n  équations  du  seeond  ordre  que  nous  avions  mises  tout 
d'abord  à  part,  et  qui  nous  avaient  servi  à  éliminer  les  n  déri- 
vées secondes.  Or  il  est  fort  possible  que  la  vérification  ulté- 
rieure de  ces  N  —  n  équations,  des  premier  et  second  ordres, 
ne  puisse  être  ensuite  obtenue  qu'à  la  condition  d'établir  un 
certain  nombre  de  relations  entre  les  constantes  introduites  par 
rintégration,  relations  qui  réduiraient  par  conséquent  d'un 
nombre  égal  le  nombre  des  constantes  réellement  arbitraires  de 
la  solution.  Le  développement  du  calcul  pourra  seul  trancher 
cette  nouvelle  question,  mais,  quelle  qu'en  doive  être  la  réponse, 
nous  sommes  toujours  assurés  à  l'avance  que  la  solution  la  plus 
générale  ne  pourra  comporter  qu'un  nombre  de  constantes  arbi- 
traires au  plus  égal  à  celui  des  inconnues,  c'est-à-dire  des  coeffi- 
cients,de  Téquation  proposée  A  =  0,  nombre  qui,  pour  le  degré  wi, 
sera  par  conséquent  au  maximum  de  f'»-*-^)f^"'^^>^"'-*-3)    q^^^^ 

dernière  remarque  sera  du  plus  grand  secours,  comme  on  le  verra, 
pour  la  solution  du  problème  à  l'aide  de  notre  méthode. 

Il  est,  à  la  vérité,  un  cas  que  nous  avons  dû  laisser  de  côté 
dans  le  raisonnement  qui  précède  :  c'est  celui  dans  lequel  on  ne 
pourrait  ainsi  former,  par  l'élimination  des  dérivées  secondes 
entre  les  N  équations  primitivement  posées,  qu'un  nombre  n — k 
d'équations  distinctes  du  premier  ordre,  moindre  que  le  nombre  n 
des  inconnues,  et  insuffisant  par  conséquent  pour  assurer  à  elles 
seules  leur  détermination.  Mais  il  est  facile  de  voir  que,  même 
pour  ce  cas,  une  conclusion  analogue  s'imposera  encore  en'géné- 
rai,  si  le  nombre  k  des  équations  ainsi  manquantes  n'est  pas 
supérieur  à  2. 

En  effet,  comme  l'on  pourra,  en  général,  sans  modifier  la 
nature  ni  la  définition  de  la  famille  de  surfaces  représentée  par 
l'équation  A  =  0  : 

1**  Diminuer  d'une  unité  seulement  le  nombre  des  coefficients 
à  déterminer  de  cette  équation,  en  attribuant  à  l'avance  pour 
coefficient  à  l'un  des  termes  en  particulier  une  fonction  de  X  ou 
une  constante  arbitrairement  choisies,  par  exemple  en  divisant 
tous  les  termes  par  le  coefficient  de  l'un  deux,  de  manière  à 
donner  à  co  terme  pour  coefficient  l'unité; 
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2^  Cela  fait,  disposer  ensuite  arbitrairement  d*un  seul  des 
nouveaux  coefficients,  en  le  prenant,  soit  pour  le  paramëlre  lui- 
même,  soit  pour  une  fonction  déterminée  de  ce  paramètre  sans 
constante  arbitraire  (en  renonçant  toutefois  dès  lors  à  adopter 
pour  paramètre  le  paramètre  géométrique  lui-même)  ; 

On  voit  qu'en  opérant  sur  Péquation  A  =  0,  dont  n  dési- 
gnait par  hypothèse  dans  les  raisonnements  qui  précèdent  le 
nombre  des  termes  distincts  en  a;,  j^,  z,  les  deux  préparations 
que  nous  venons  de  dire,  le  nombre  des  inconnues  se  trouvera 
réduit  à  n  —  2.  Si  donc  Télimination  des  dérivées  secondes, 
ainsi  que  nous  Tavons  expliqué,  a  procuré  un  nombre  au  moins 
égal  an  —  2  d'équations  du  premier  ordre,  et  que  Tintro- 
duction  dans  ces  équations  des  hypothèses  que  nous  venons  de 
dire  n'en  fasse  disparaître  aucune,  ces  n  —  2  équations  du 
premier  ordre  formeront  encore  un  système  complet,  permettant 
de  déterminer  ces  inconnues  avec  un  nombre  n  —  2  de  con- 
stantes arbitraires,  lequel  sera  par  conséquent  dans  ce  cas  le 
nombre  maximum  de  celles  qui  pourront  entrer  dans  la  solution 
la  plus  générale.  . 

Les  mêmes  considérations  font  voir  encore  que,  même  pour 
le  cas  général,  c'est-à-dire  celui  où  l'élimination  des  dérivées 
secondes  fournira  de  prime  abord  un  nombre  d'équations  du 
premier  ordre  précisément  égal  à  n,  ce  nombre  n,  admis  tout  à 
l'heure  comme  maximum  pour  les  constantes  arbitraires  de  la 
solution  la  plus  générale,  pourra  encore  être  réduit  de  deux 
unités,  en  supposant  que  l'on  ait  effectué  au  préalable,  sur  l'équa- 
tion A  =  0,  les  deux  préparations  indiquées  tout  à  l'heure;  et, 
comme  le  nombre  des  inconnues,  ou  des  coefficients  à  déterminer, 
ne  saurait  être  réduit  davantage  sans  préjuger,  et  par  conséquent 
risquer  d'altérer,  la  forme  de  la  solution,  il  est  clair  que,  dans 
cette  dernière  hypothèse,  les  n  —  2  constantes  d'intégration, 
introduites  par  notre  méthode  dans  la  solution  la  plus  générale, 
seront  alors  relativement  à  cette  solution  des  constantes  essen- 
tielles, e'esi'h'd'we  que  leur  nombre  pourra  bien  être  augmenté(*), 

(*)  M  est  bien  clair,  en  effet,  que  si,  pour  un  problème  particulier,  l'on  suppose  obtenue 
dans  ces  conditions  par  notre  méthode  une  solution  renfermant  n  constantes,  et  que  l'on 
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mais  ne  saurait  être  diminué  par  aucun  changement  ultérieur 
du  paramèlre. 

Si,  au  contraire,  Ton  n'a  pas  eu  préalablement  cette  atten- 
tion, et  que  Ton  ait  conservé  dans  Téqualion  A  «»  0  un  coeffi- 
cient indéterminé  pour  chaque  terme,  le  nombre  des  constantes 
introduites  par  Tinlégration  sera  bien  encore,  en  général,  égal  a  n, 
ainsi  que  nous  Tavons  expliqué,  n  étant  toujours  le  nombre  des 
inconnues  ou  des  coefficients  à  déterminer;  seulement  il  est  clair 
que,  dans  ce  cas,  au  nombre  de  ces  constantes,  il  y  en  aura  deux 
qui  seront  surabondantes  ou  non  essentielles,  puisqu'en  partant 
de  la  forme  équivalente  de  Téquation  A  «»  0,  réduite  comme 
nous  Pavons  expliqué.  Ton  eût  trouvé  alors  deux  constantes  de 
moins  dans  la   solution   la  plus  générale   du  problème  (*). 


y  remplace  ensuite  X  par  /(>),  f{l)  désignant,  par  exemple,  un  polynôme  entier  de 
degré  m  à  coeflBcients  Indéterminés,  la  solalion,  sons  celte  nouTclle  forme,  contiendra 
alors  en  apparence  n  +  m-t-1  constantes  arbitraires.  Il  y  aura  donc  alors,  entre  les 
deux  groupes  de  constantes,  successivement  introduits  dans  la  solution,  une  distinction 
fondamentale  à  établir,  distinction  que  nous  exprimerons  en  attribuant  aux  premières 
la  dénomination  d'essenlielles,  et  aux  secondes  celles  de  surabondantes, 

(*)  Ainsi,  par  exemple,  pour  les  plans  et  les  surfaces  à  centre  du  second  ordre,  l'on 
n'obtiendra  dans  la  solution  que  des  eonslanies  essentielles,  en  partant  pour  Téquation 
A  -*  0,  au  lieu  des  deux  types  symétriiiues  qui  se  présentent  les  premiers  à  l'esprit 

(a)  Aa?H-By-»-CiP-f-D  =  0,  Ax* -^  By« -h  C««  =  K , 

de  deux  formes  d'équation  telles  que 

(6)  aj?-*-6y  +  5  =  a,  — t- bif -h  cz*  =  \ . 

a,  b,  c  désignant  encore  des  fonctions  indéterminées  du  paramètre  X, 

Mais  le  faible  avantage  qu'offrent  ainsi  les  formes  analogues  k  (6),  d'une  complète 
parité  entre  toutes  les  constantes  d'intégration,  est  largement  compensé  par  deux  sérieux 
inconvénients,  correspondant  à  l'une  et  à  l'autre  des  deux  conditions  sus-énoncées  :  le 
premier,  de  présupposer  d'une  façon  ferme  dans  la  solution  l'existence  des  termes  ainsi 
particularisés,  et  par  conséquent  d'exclure  à  l'avance,  quand  bien  même  elles  existeraient 
en  réalité,  les  solutions  particulières  pour  lesquelles  ces  termes  feraient  défaut  (pour  les 
exemples  précités  (a),  d'une  part  les  plans  parallèles  à  l'axe  des  x  et  ceux  menés  par 
l'origine,  et  d'autre  part  les  cyliudres  parallèles  à  l'axe  des  r  et  les  cônes  du  second  ordra 
ayant  pour  sommet  l'origine);  et  le  second  de  rompre  la  symétrie  entre  les  trois  coordon- 
nées, qui  est  une  condition  sine  qua  non  du  succès  de  nos  calculs.  Aussi  nous  en  tien- 
drons-nous, le  plus  souvent,  à  l'équation  primitive  analogue  à  (a)  malgré  le  léger  défaut 
de  pure  forme  inhérent  à  la  solution  à  laquelle  elle  conduira,  et  sur  lequel  il  suifit 
évidemment  d'avoir  api)elé  l'attention  du  Lecteur,  pour  qu'il  ne  présente  plus  dès  lors 
aucune  espèce  d'inconvénient. 
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Nous  vérifierons  successivement  chacune  de  ces  prévisions,  sur 
les  différents  exemples  d'application  de  cette  méthode  que  nous 
nous  proposons  de  traiter,  à  roceasion  de  plusieurs  questions 
importantes  relatives  au  problème  de  Tisothermie. 

Le  seul  cas,  dans  lequel  la  conclusion  ci-dessus  relative  au 
nombre  des  constantes  arbitraires  fera  réellement  défaut,  sera 
donc  celui  où,  même  en  tenant  compte  des  considérations  qui 
précèdent,  Télimination  de  toutes  les  dérivées  secondes  entre  les 
N  équations  primitivement  posées  ne  fournirait  qu'un  nombre 
n  —  k  d'équations  distinctes  du  premier  ordre,  moindre  que 
celui  des  inconnues  à  déterminer,  et  dans  lequel  par  conséquent 
il  faudrait  nécessairement  leur  adjoindre  k  de  ceis  équations  pri- 
mitives du  second  ordre  pour  compléter  le  système  propre  à  leur 
détermination.  Or,  comme  il  sera  évidemment  possible,  en  reve- 
nant dans  ce  cas  aux  n  équations  primitives  distinctes  qui  auront 
déjà  servi  à  l'élimination  des  dérivées  secondes  entre  les  N  équa- 
tions posées,  d'éliminer  entre  elles  seules  n  —  k  des  dérivées 
secondes,  si  l'on  prend  alors  précisément  les  k  équations  ainsi 
obtenues  pour  les  adjoindi*e,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire, 
aux  n  —  k  équations  du  premier  ordre  résultant  de  la  première 
élimination,  l'on  voit  que  les  n  inconnues  seront  alors  détermi- 
nées par  un  système  différentiel  de  n  équations,  contenant,  avec 
les  n  dérivées  premières,  k  seulement  des  dérivées  secondes,  et 
qui  par  conséquent,  étant  ramené  à  la  forme  normale,  sera  de 
l'ordre  n  -h  fc  :  d'où  il  suit  que,  pour  ce  cas  exceptionnel,  dont 
nous  fournirons  également  un  exemple,  l'ensemble  des  expres- 
sions les  plus  générales  des  inconnues  contiendra  précisément 
ce  même  nombre  n  -h  k  de  constantes  arbitraires. 

Ce  nombre  n  -h  k  sera  donc  en  même  temps,  dans  ce  cas,  le 
nombre  maximum  des  constantes  essentielles  qui  pourront  entrer 
dans  la  solution  la  plus  générale,  si  Ton  suppose,  encore  comme 
plus  haut,que  Ton  ait  accompli  au  préalable  sur  Téquation  proposée 
A  =  0  les  deux  préparations  que  nous  avons  indiquées  (pp.  64 
et  65);  sinon,  parmi  ces  n -h  k  constantes,  il  s'en  trouvera 
encore  une  ou  deux  qui  seront  surabondantes,  suivant  que  l'on 
aura  négligé  de  remplir  l'une  seulement,  ou  les  deux  à  la  fois, 
des  deux  conditions  sus-énoncées. 
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Notons  enfin,  avant  d'aller  plus  loin,  que  jusqu'ici,  sauf  en 
quelques  points  secondaires,  aucune  des  considérations  qui  pré- 
cèdent ne  vise  exclusivement  le  problème  spécial  à  Poccasion 
duquel  nous  avons  été  amené  à  les  présenter,  c'est-à-dire  la  forme 
particulière  de  notre  équation  générale  (53)  qui  résulte  direc- 
tement de  celle  de  Téquation  proposée  (29),  en  sorte  que  la  même 
méthode  pourrait  être  appliquée  sans  doute,  avec  le  même  succès, 
à  la  recherche  des  solutions  algébriques,  de  forme  déterminée, 
de  toute  autre  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
à  trois  variables  indépendantes. 

La  théorie,  que  nous  venons  d'exposer,  laisse  complètement 
arbitraire  le  choix  du  paramètre  géométrique  \  c'est-à-dire  son 
expression  en  fonction  du  paramètre  thermométrique  6,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  le  choix  de  la  fonction  T  =  —  ^(X)  définie 
par  l'équation  (52),  qui  détermine  précisément  cette  expression 
par  le  moyen  des  équations  (3S)  ou  (32*"').  En  général,  c'est-à- 
dire  sauf  le  seul  cas  où  l'on  prendrait  X  =»  6  ou  T  =  0,  les  con- 
stantes arbitraires  essentielles,  dont  le  nombre  maximum  est  fixé 
par  cette  théorie,  existeront  donc  dans  la  solution,  en  sus  ou  indé- 
pendamment de  celles  qui  entreront  dans  cette  dernière  expres- 
sion de  X  que  nous  venons  de  dire,  et  qui  seront  évidemment  des 
constantes  surabondantes,  à  savoir  :  soit  celles  qui  pourront  y  être 
introduites  à  volonté  dans  chaque  cas  par  la  fonction  T=  —  Y(/), 
puisqu'elle  est  complètement  arbitraire  (*),  soit  simplement  les 
deux  constantes  de  définition  o-  et  t  du  paramétre  thermomé- 
trique (**),  lesquelles  en  tout  état  de  cause  y  figureront  en  vertu 
de  réquation  (SS**''),  et  cela  toujours  de  la  même  manière, 
c'est-à-dire  de  telle  sorte  que  le  paramètre  9  n'intervienne  dans 
cette  expression  que  par  la  fonction  linéaire  u  =  cr0  -h  t. 

Dans  le  cas  unique,  au  contraire,  où  l'on  aura  adopté  de  prime 
abord  le  paramètre  thermométrique  0  pour  variable  indépendante 


n  Voir  la  note  antérieure  de  la  page  65. 

(**)  Car,  on  les  fera  disparaître  de  la  solution,  d'après  ce  que  nous  allons  dire  à  l'in- 
stant, en  prenant  simplement  pour  paramètre,  à  la  place  de  6,  la  fonction  linéaire 


69. 

[ou  fait  T=>0  dans  Téquation  générale  (53)],  il  est  bien  clair 
qu'au  nombre  des  constantes  d'intégration  introduites  par  notre 
méibode,  se  trouveront  alors  comprises  les  deux  constantes  pré- 
citées (7  et  T,  lesquelles  accompagneront  forcément,  de  la  manière 
que  nous  venons  de  dire,  le  paramètre  thermométrique  0,  puisque 
le  résultat  ainsi  obtenu  directement  devra  être  évidemment  le 
même  que  si  Ton  eût  résolu  la  question,  en  appliquant  d'abord 
notre  méthode  à  la  même  équation  A  s»  0  avec  un  paramètre 
géométrique  quelconque,  puis  rapportant  ensuite  là  famille 
de  surfaces  à  son  paramètre  thermométrique  à  Taide  du  procédé 
de  Lamé.  C'est  bien  effectivement  ce  que  nous  aurons  encore 
l'occasion  de  constater  à  propos  d'un  exemple  important. 

Disons  enfin,  en  terminant  cet  exposé  général,  pour  répondre 
à  une  objection  qui  se  présentera  certainement  à  l'esprit  du 
Lecteur,  que  la  multiplicité  des  équations  que  l'on  sera  amené  à 
considérer  par  cette  méthode,  bien  que  peu  encourageante  assu- 
rément de  prime  abord,  ne  constituera  pas  cependant  un  obstacle 
irréductible  à  son  succès,  si  l'on  a  soin  de  faire  usage  dans  cette 
question  d'une  notation  symétrique  et  compréhensive,  qui  per- 
mette d'englober  un  grand  nombre  d'équations  d'un  même  type 
sous  une  formule  unique.  Nous  fournissons  une  preuve  indé- 
niable de  cette  assertion  dans  la  Note  I  de  l'Appendice  qui 
termine  ce  Mémoire,  dans  laquelle  nous  appliquons  pas  à  pas 
notre  méthode  à  l'équation  la  plus  générale  du  second  degré, 
pour  laquelle  le  nombre  des  coefficients  inconnus  étant  de  dix, 
celui  des  équations  à  vérifier  est  de  trente-cinq. 

ApPLIGATIOIf  DE  LA  MÉTHODE  AU  PLAN,  ET  A  LA  SPHÈRE.  —  Appli- 
quons donc  cette  méthode,  à  titre  d'exemple,  aux  trois  classes 
de  surfaces  les  plus  simples  et  le  plus  fréquemment  considé- 
rées, à  savoir  les  plans,  les  sphères,  et  les  surfaces  du  second 
ordre  en  général,  ainsi  qu'à  un  type  simple  emprunté  à  la  caté* 
gorie  des  équations  de  degré  supérieur. 

I*  (Plans).  —  Faisant  pour  ce  cas,  ainsi  que  nous  avons  dit, 
(53"*)  A  =  Ax  -f-  By  -♦-  Cz  ^  D, 
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les  coefficients  A*  B,  C,  D,  de  réquation  Ae»0,  étant  supposés 
des  fonctions  actuellement  indéterminées  du  paramètre,  nous  en 
déduirons, en  introduisant  pour  simplifier  les  écritures  Tinconnue 
auxiliaire  S  =  A*  -h  B«  -h  O, 

A'  =r  A'x  4-  B'y  -♦-  dz  ^  D' ,        A"==A"x-»-B  'y -*-C"z ^ D", 

V;)x/        \;)y/        \lz)  Dic«       Dy*        Dz* 


(54) 


MDA'        DADA'        DADA'         ^^,        ^^,        ^^, 

H -4- «=AA'  ^  BB'  -♦"€€'  =  4  S', 

Dx  Dx        Dy  Dy         Iz  Dz 


et  par  suite,  en  substituant  ces  valeurs  dans  notre  équation  géné- 
rale (53),  celle-ci  sera  dès  lors  pour  ce  cas 

—  (A'x  -♦-  B'y  -*-  C'z  -*-  D'  )  S'  -^  I  (A"  ^  TA')  x  f  (B"  +  TB')  y 

-4-    (C"  -4-  TC)  z  -♦-  D"  ^  TD']  S = 0. 

Nos  quatre  inconnues  A,  B,  C,  D  seront  alors  déterminées  par 
la  condition  de  vérifier  les  quatre  équations  du  second  ordre 

1  —  A'S'  ^(A"  -♦-  TA')  S  =  0,         —  B'S'  ^  (B"-4-TB')  S  =  0, 
^     ^  (  —  C/S'  -h  (C"  -I-  TC)  S  =  0 ,         —  D'S'  -♦-  (D"  -♦-  TD')  S  =  0, 

lesquelles  pourront  encore  être  écrites  sous  forme  de  rapports 
égaux 

A"  -+.  TA'       B'  -h  TB'  _  C"  ^  TC  _  D"  ^  TD'  _  S' 
A'        "^        B^^  C  iv        ""s* 

ou  plus  simplement,  en  éliminant  des  trois  premières  de  ces 
équations  la  fonction  arbitraire  T, 

A"      BT^C      I>"_S'_ 

par  où  Ton  voit  déjà  qu  après  avoir  disposé  arbitrairement  de 
cette  fonction  T,  ou  ce  qui  revient  au  même,  choisi  à  volonté  le 
paramètre  géométrique  l  en  fonction  du  paramètre  tbermomé- 


7! 

trique  9f  la  solution  la  plus  générale  du  problème  envisagé  devra 
renfermer  huit  constantes  arbitraires  (*). 

Cela  posé,  si  Ton  ne  s'impose  pas  tout  d'abord  la  condition 
que  la  famille  de  surfaces  soit  rapportée  à  son  paramètre  ther- 
mométrique,  le  mode  le  plus  simple  d'intégrer  le  système  précé- 
dent (56)  sera  évidemment  de  prendre  pour  la  fonction  arbi* 
traire  T  la  valeur  T  »»  | ,  auquel  cas  le  dit  système  se  réduira 
par  là  à  celui-ci 

A"  =  0,  B''=0,  C''  =  0,  D''==0, 

lequel  n'admet  manifestement  d'auu*e  solution  que  son  intégrale 
générale,  savoir 

(56"*)     A««A-a,    B=»6A— 6,    C  =  rA--c,    D«=^a  — d, 

en  sorte  qu'en  reportant  ces  valeurs  dans  l'expression  pro- 
posée (53**^*)  de  Â»  l'on  voit  que  toutes  les  familles  isothermes  de 
plans  sans  exception  seront  comprises  dans  l'équation 

(57)  («A  —  a)  a:  -♦-  (6A  —  6)  y  -*-  (yA  —  c)  jr  -4-  Ja  —  rf  «  0, 

ou 

ax  -^  by  -^  cz  -^  d 

(58)  A / -. 

De  cette  forme  générale  d'équation  ressort  immédiatement 
une  conséquence  géométrique  importante,  à  savoir  que  tous  les 
plans  qui  composent  une  famille  isotherme  passent  toujours  par 
une  même  droite,  qui  est  l'intersection  des  deux  plans 

(59)  ax  -«-  6f/  -H  w  -♦-  rf  =  0 ,  a*  -♦•  6y  -♦-  r«  ■♦■  «^  *=  0, 
lesquels  font  eux-mêmes  partie  de  la  famille  pour  les  valeurs  du 


C)  Ce  premier  résultat  déjà  est  parfaitement  conforme  aax  prévisions  formulées  par 
Mtre  théorie,  car  le  nombre  N  des  équations  du  second  ordre  (S5)  étant  ici  égal  au  nombre 
n  des  inconnues,  le  nombre  n  —  A  des  équations  du  premier  ordre  qu'il  est  possible  de 
former  par  Télimination  des  dérivées  secondes  est  dès  lors  égal  à  zéro.  On  a  donc  dans  le 
cas  actuel  A  »  n  —  4,  et  par  conséquent  le  nombre  des  constantes  arbitraires  que  con- 
tiendra l'eipretsion  la  plus  générale  des  inconnues  sera  n  +  A  «  S .  4  »  8  (p.  67). 
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paramètre  À  =  0  et  X  «=  co  .  Dans  le  cas  d'une  famille  de  plans 
parallèles,  on  devra  considérer  qoe  cette  droite  s'est  transportée 
tout  entière  à  Tinfini  avec  Tun  de  ces  plans,  car  la  distance  du 
second  plan  à  Torigine  grandit  infiniment,  lorsque  dans  Texpres- 
sion  (58)  Ton  fait  tendre  a,  6,  y,  simultanément  vers  zéro,  en 
laissant  d^ailleurs  arbitraires  leurs  rapports  mutuels,  c'est-à  dire, 
par  conséquent,  quelle  que  soit  lorientation  de  ce* second  plan. 

Cette  propriété  caractéristique,  si  nette  et  si  simple,  nous  sera 
d'un  très  grand  secours  dans  le  chapitre  suivant,  pour  la  déter- 
mination des  systèmes  orthogonaux  isothermes,  dans  lesquels  on 
suppose  a  priori  qu'il  existe  une  famille  de  plans. 

Si  Ton  tient,  au  contraire,  à  obtenir  comme  résultat  du  calcul  la 
même  famille  de  surfaces  rapportée  i  son  paramètre  thermo- 
métrique, il  faudra,  d'après  la  définition  (52)  de  la  fonction  T, 
faire  dans  les  équations  (55)  ou  (56),  T  <=  0,  auquel  cas  elles 
deviendront 

^"  -u  ^"  _-  ^"  —  ^'  —  ^'  —  ^' 

en  introduisant  pour  la  symétrie  une  seconde  inconnue  auxi- 
liaire p,  qui  sera  dès  lors,  comme  A,  B,  C,  D,  une  fonction  déter- 
minée du  paramètre  thermométrique  6.  Nous  aurons  donc  à 
présent,  en  intégrant  toutes  ces  équations  une  première  fois, 

(60)        A'«ap',        B'==r6p',        C'  =  yp',        D'  =  V»        S  =  (rp', 

puis  une  seconde  fois,  sauf  la  dernière, 

(6i)         A==ap  — a,     B  =  6p  — 6,    C  =  rp— c,     D  =  (rp  — d; 

et  enfin,  en  remettant  ces  valeurs  de  A,  B,  C,  D  dans  la  dernière 
des  cinq  équations  que  nous  venons  d'écrire,  après  y  avoir  rem- 
placé l'inconnue  auxiliaire  S  par  sa  valeur  de  définition  (54),  la 
dernière  inconnue  p  sera  alors  déterminée  en  fonction  du  para- 
mètre 9  au  moyen  d'une  équation  intégrable  par  quadrature,  qui 
nous  reste  seule  désormais  à  calculer. 
Pour  effectuer  cette  dernière  détermination,  écrivant,au  moyen 
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des  valeurs  (61)  de  A,  B,  C,  D,  celle  (84)  de  S  ainsi  qu'il  suit 

(62)  S  «  (ap  —  af  -*-  (6p  —  b)*  +  (r?  —  c)«  =  Pp«  —  2Qp  -♦-  R, 
Py  Q,  R  désignant  pour  abréger  les  trois  quantités  constantes 

(63)  P  =  a*-*-6*-^r',    Q==aa-^66^rc,    R  =  a*-*-6*-t-c\ 
lesquelles  donnent  suivant  une  formule  connue 

PR  —  Q«  =  (a« -+- 6» -+- r')  (o' -+- 6* -♦- O  -  (aa -4- 65 -4- y c)' 


^^^    (  «  (6c  —  r 6)*  -♦-  (ra  —  ac)»  -4-  (a6  -  6a)», 

puis,  mettant  cette  dernière  expression  (62)  de  S  sous  forme 
d'une  somme  de  deux  carrés,  qui  seront  tous  les  deux  positifs, 
en  vertu  de  la  valeur  qui  précède,  savoir 


j  S  «  J;  (Pp*  ^  2PQp  -*.  PR)  «i[(Pp  -  or  -^  PR  -  Q'J 

PR-QT/Pp-QV     J 


(65) 


et  enfin  reportant,  comme  nous  Tavons  dit,  cette  valeur  dans  la 
dernière  équation  (60),  nous  obtiendrons,  pour  déterminer  Tin* 
connue  auxiliaire  p,  Téquation 

ou  bien 


p    L'  ' 

VpR_Q«/  J 

P            rfp 

l/PR  — Q' 

1/  PR  _  Q«  da 

c 

i    l  ^''"^  V 

Vpr-Q'- 

Mais  cette  équation,  dans  laquelle  figure  la  constante  arbitraire  (7, 
étant  désormais  la  seule  que  nous  ayons  à  considérer,  le  premier 
membre  est  une  constante  arbitraire  indépendante,  que  nous 
pourrons  par  conséquent  tout  aussi  bien  désigner  simplement 
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par  (7,  et  dès  lors  cette  équation  devenant  ainsi^  en  séparant  les 
variables. 


1/PR_Q« 


VPR  — Q«^ 
donnera  en  intégrant 

/  Pp^Q  \  Pp  — Q 

(66)  gtf  -H  T  «a  arc  tg   —^ ou  «^  tang(<r^-4-TV 

\l/PR=Q»/  i/PR~Q« 

et  enfin,  en  résolvant  par  rapport  à  p, 

(67)  P  =  p  LQ  -^  »/PR-~Q'  tang  (<^9  +  '')] , 

valeur  qui  est  bien  réelle,  eu  égard  à  la  seconde  valeur  (64),  ei 
qu'il  n*y  aura  plus  qu'à  substituer  dans  les  expressions  (61), 
pour  avoir  celle  des  coefficients  de  la  famille  de  plans  rapportée 
à  son  paramètre  ihermométriqne. 

Le  rapprochement  des  formules  (56"*)  et  (61),  trouvées  suc- 
cessivement pour  ces  deux  hypothèses,  fait  voir  d'ailleurs  que  le 
paramètre  géométrique  l  correspondant  à  la  première  forme  (57), 
considéré  comme  fonction  de  9,  n*est  autre  que  cette  dernière 
fonction  p  (67),  dont  nous  venons  précisément  de  déterminer 
Texpression. 

Le  résultat,  auquel  nous  venons  de  parvenir,  est  susceptible 
d'une  interprétation  géométrique  remarquable, que  l'on  apercevra 
en  spécifiant  le  choix  des  axes  coordonnés,  et  prenant  pour  axe 
des  z  la  droite  fixe  intersection  des  deux  plans  (89),  par  laquelle 
passent  tous  les  plans  de  la  famille  considérée. 

En  effet,  si  Ion  prend,  dans  cetie  hypothèse,  pour  plan  des 
yz  le  second  plan  (59),  auquel  cas  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur de  l'expression  (58)  de  l  se  transformeront  alors  respecti- 
vement dans  les  suivants 

ox  -4-  6t/  -♦-  cr  H-  d  =  Lx'  -I-  Ml/' ,  of j  -♦-  6y  -4-  r2  -^^  <J  =  Nx', 
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on  voit  que  pour  appliquer  à  Téquation  générale  de  la  famille 
isotherme  de  plans  (58)^  qui  sera  devenue  par  cette  transfor- 
mation 

Lx'  -f.  My'       L       M  y' 


(68)  A  = 


Nx'  N       N  x' 


les  formules  de  la  théorie  qui  précède»  il  faudra  faire  à  la  fois 
dans  ces  formules 

a=L,  6c=M,  c  =  0,  rf«0;    «  =  N,  6  =  0,  y=.0,  <J«0; 

et  par  suite  aussi,  d'après  les  définitions  (63), 

1     Pc=N*,  Q  =  NL,  R=.L'-t-M«, 

j        PR-Q««N«(L«-*.M')  — NV  =  NW. 

L'expression  (67)  de  p,  à  laquelle  nous  sommes  arrivés  tout  n 
Theure,  deviendra  donc  avec  ce  choix  des  axes, 

(«»"•)        P  ==  ^  [NL  -^  NM  tang  (crO  +  t)]  «  ^  +  ^  tang  (aO  h-  t)  , 

et  comme  cette  fonction  p  (67)  se  confond,  ainsi  que  nous  Tavons 
remarqué,  avec  le  paramètre  X  de  la  forme  d'équation  (58), 
nous  trouverons  par  suite,  en  effaçant  maintenant  les  accents,  par 
fa  simple  comparaison  des  valeurs  égales  (68)  et  (68'''*),  pour 
réquation  de  la  même  famille  de  plans  rapportée  à  son  para- 
mètre thermométrique,  dans  la  nouvelle  hypothèse, 

(69)  ^  =  tang  1er» +  t), 

équation  qui  pourra  représenter  dès  lors,  aussi  bien  que  la 
première  forme  (S7)  ou  (58),  toutes  les  familles  isothermes  de 
plans  sans  exception,  et  qui  montre  en  outre  que  le  paramètre 
ihermométrique,  relatif  à  chaque  plan  d'une  semblable  famille, 
n'est  autre  que  l'azimut  de  ce  plan  par  rapport  à  un  certain  plan 
de  la  même  famille,  pris  pour  origine. 

A  la  vérité,  d'une  part,  ce  dernier  type  d'équation  (69),  qui 
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n'est  autre  que  la  première  solution  particulière  (44)  relative 
à  la  catégorie  des  cAneSi  avait  bien  été  déjà  signalé  par  Lamé, 
comme  définissant  une  famille  isotherme,  et,  d'autre  part,  notre 
type  général  (58)  pouvant  inversement  être  déduit  de  celui-ci 
rien  qu'en  y  effectuant  un  simple  changement  de  coordonnées 
rectilignes,  la  direction  des  nouveaux  axes  demeurant  cette  fois 
arbitraire,  et  y  faisant  en  même  tenips  X  =»  tang  (uB  4-  r),  le 
procédé  de  Lamé  exposé  plus  haut  (pp.  35-37)  permettrait  en- 
suite d'arriver  sans  peine  à  la  relation,  entre  les  deux  paramètres 
(géométrique  et  thermométrique)  de  la  famille  de  surfaces,  que 
nous  avons  trouvée  ci-dessus.  .Mais  il  faut  bien  faire  attention 
que  ce  procédé  de  Lamé,  excellent  pour  vérifier  Tisothermie  de 
la  famille  de  surfaces  ainsi  donnée,  et  pour  découvrir  la  relation 
que  nous  venons  de  dire  (*),  n'eût  renseigné  en  rien  sur  la  forme 
de  la  solution  la  plus  générale,  forme  que  l'on  eût  pu  croire  dès 
lors  beaucoup  plus  compliquée,  ni  sur  le  nombre  des  constantes 
qu'elle  devait  renfermer.  Ainsi,  par  exemple,  une  présomption, 
fondée  sur  l'analogie  avec  la  forme  que  nous  avons  annoncé  déjà 
devoir  trouver  pour  la  solution  la  plus  générale  relative  au  second 
degré,  mais  non  justifiée  par  l'événement,  eût  sans  doute  amené 
à  penser  que  pour  le  premier  degré  cette  solution  générale  devrait 
être  la  suivante 

O-kA        6-t-A        C  +  A 

avec  laquelle,  les  coefficients  étant  alors  des  fonctions  du 
deuxième  et  du  troisième  degré  en  ^,  aucune  propriété  caracté- 
ristique analogue  à  celle  que  nous  avons  signalée  n'eût  alors 
existé. 

En  supposant  donc  que  l'on  fût  arrivé  à  Taide  de  la  seule 
transformation  des  coordonnées,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
à  la  forme  d'équation  (57),  aucune  indication,  en  dehors  de  la 


(*)  Nous  effectuerons  ce  calcul  à  la  fin  du  Chapitre,  en  même  temps  que  deux  autres 
analogues,  comme  confirmation  des  résultats  obtenus  par  notre  méthode,  avant  de  les 
fonnuler  en  théorèmes  que  nous  aurons  fréquemment  l'occasion  d'invoquer  dans  le  cours 
de  cette  Étude. 
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méthode  que  nous  avons  proposée,  n'eût  permis  de  croire  que 
Ton  n*eât  obtenu  ainsi  la  solution  la  plus  générale  de  la  question, 
et  dispensé  par  conséquent  de  rechercher  d'autres  types  que  la 
forme  (58)  pour  Texpression  du  paramètre  X. 

Aussi  Lamé  n*indique-t-il,  à  titre  de  famille  isotherme  de 
plans,  les  deux  solutions  ci-dessus  (69)  ou  (44),  et  (49),  (dont  la 
seconde  est  manifestement  un  cas  limite  de  la  première),  qu'inci- 
demment (*),  et  comme  faisant  partie  de  systèmes  orthogonaux 
triplement  isothermes  dont  il  s'occupe,  et  non  pas  dans  l'énumé- 
ration  et  l'examen  successif  qu'il  fait,  au  début  de  sa  théorie,  des 
différentes  familles  isothermes  de  surfaces  {**).  Mais  il  ne  signale 
nulle  part  l'équation  (57)  comme  étant  la  forme  la  plus  générale 
de  la  solution  pour  les  familles  de  plans,  ni  à  plus  forte  raison 
l'équation  (69)  comme  représentant  l'expression  la  plus  générale 
du  paramètre  thermométrique,  ainsi  que  nous  venons  de  le 
faire,  expression  que  son  procédé  ne  lui  permettait  d'obtenir 
qu'en  supposant  la  forme  de  la  solution  la  plus  générale  préala- 
blement connue.  Ce  premier  exemple,  si  simple  qu'il  soit, 
témoigne  donc  déjà  d'^yie  façon  irrécusable  de  l'utilité  de  la 
méthode,  qu'après  celle  due  à  Lamé,  nous  avons  proposée  pour 
aborder  le  problème  de  l'isothcrmie. 

II*  {Sphères).  —  Pour  ce  second  exemple,  sachant  que  dans 
tous  les  cas  l'équation  de  la  surface  contiendra  un  ternie  en 
(x*  -f-  î/*  -+-  z^)  qui  comprendra  l'ensemble  des  termes  du  second 
degré,  nous  donnerons  — |  pour  coefficient  à  ce  terme,  et  fai- 
sant alors 

A  =  Ax  -^  B//  ^  Ce  -4-  I)  —  i  (x*  -f-  y  -«-  Z-) , 
l'équation  A  =  0  sera  évidemment  l'équation  la  plus  générale 


O  Lamé,  Leçons  sur  Us  àoord.  Curu.,  $  XIXII-XKXIII  (pages  52-64;,  et  S  XCIX 
(page  179). 

(••)  Lamé,  Leçons  sur  les  Fonctions  Inverses,  etc.,  fS  111,  VI-X  et  XUI  fpagcs  i,  6-13 
et  17-18).  Les  différentes  familles  de  surfaces  qu'il  passe  ainsi  en  revue  dans  ces  pages 
sont  au  reste  toutes  du  second  ordre,  et  ne  sont  que  des  cas  particuliers,  ou  des  cas-limites, 
de  la  solution  remarquable  découverte  par  lui  et  formulée  en  dernier  lieu,  à  savoir  celle 
des  familles  de  surfaces  hbmofocales. 

6 


78. 


d*iiiie  famille  de  sphères.  Or,  celte  expression  de  A  doonanc 


DA3A'        3ADA'       JAM' 

-I- ^ =(A— x)A'-i-(B  - w:B' -♦-(€— z)C' 

dx  dx       dy  dy       9z  ;)z       ^  ^ 


(70) 


=  AA'  +  BB'  -I-  ce  -I-  D'  —  A', 

ë)'H7)'-fô)'-<'-'—- ^'•^'<=-"' 

A'  -*-  B'  -I-  C  -  2  [Ax  H-  By  4-  Cz  —  i{x»  -I-  y«  -♦-  z«)] 
«A*-4-B*-4-C?^2D  — 2A, 
-3, 


D'A        D'A 


Dx* 


cV 


D'A 


si  nous  convenons  encore  celte  fois  de  prendre  le  paramètre 
tberroonictrique  0  pour  variable  indépendante,  ce  qui  équivaudra 
è  faire  de  nouveau  la  fonction  arbitraire  T=0,  et  si  nous 
tenons  compte  en  même  temps  de  l'équation  proposée  A  ^=  0, 
en  vue  d'éliminer  le  terme  en  (x*  -^  y'  -^  z^)^  auquel  nous 
avons  aliribué  à  lavance  un  coeflicient  déterminé  (et  qui  ne  doit 
pas  dès  lors  intervenir  dans  les  conditions  qui  déterminent  les 
coeiBcienis  des  autres  termes),  notre  équation  générale  (53)  sera 
dans  le  cas  actuel 

—  3A'*— îiA'(AA'-4-BB'-HCC'-i-D'-A')-i.A"(A«^B*-«-C«+2D)«0, 

ou  simplement,  en  réduisant,  et  remplaçant  A'  et  A"  par  leurs 
valeurs  (70), 

{A'x-f-B'y-4-C'«-«-D')'-2(A'x  h-  B'y  ^  Cz  -^  D^IA A'-hBB'^CC'-i-D') 

+  (A"x  +  B"yH-C"2-4-D")(A«  -^ B'  -♦-  (?-*-2D)=rO. 

Or^  tous  les  termes  du  second  degré,  en  x,  y,  z,  qui  provien- 
nent tous  du  seul  premier  terme  A'^,  devant  disparaître  séparé- 
ment, il  sera  nécessaire  que  Ton  ait  tout  d'abord 


(71)     A'  =  0,    B'  =  0,     C'=.0,    ou     A  =  a,     B-=6,    C=c. 
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ce  qui  réduira  dès  lors  la  môme  équation  à  la  suivante 
—  D'^  —  Sn»  -♦-  D"  [a*  -+.  6*  -♦-  c«  ^  2D)  «  0, 

ou  plus  simplement  celle-ci 

(72)  -  3D'*  -4-  D"  (i*  -f.  2D)  «  0 , 

en  représentant,  pour  abréger,  par  P  la  constante 

(75)  /*  =  a« -h  6'-4-c', 

et  dés  lors  celte  même  équation,  étant  intégrée  deux  fois,  nous 
fournira  l'expression  du  dernier  coefficient  D  en  fonction  de  0. 
Gela  posé,  si  Ton  ne  tient  pas  tout  d'abord  à  ce  que  lo  famille 
de  surfaces  soit  rapportée  à  son  paramètre  thermométrique,  on 
pourra  prendre  pour  paramètre  géométrique  X  s»  /^  •+-  3D, 
D  étant  précisément  la  fonction  qui  résulterait  de  l'intégration 
de  l'équation  du  second  ordre  (72),  et  alors,  comme  d'une  part 
i'équaiion  A==0  pourra  évidemment  s'écrire  avec  cette  hypo- 
thèse, et  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  définition  (73)  de  /*, 

(74)  (X  —  a)'  -t-  (y  —  6)*  -f-  (^  —  c)'  =  A, 

et  comme  d'autre  part  les  trois  équations  (71),  qui  déterminent 
dans  le  cas  actuel  les  trois  coefficients  A,  B,  C,  n'admettent  encore 
évidemment  pas  d'autre  solution  que  celle  que  nous  avons 
adoptée,  il  s'ensuit  dès  lors  que  cette  dernière  équation  repré- 
sente certainement  de  nouveau  toutes  les  solutions  possibles  du 
problème,  et  que,  par  conséquent,  toute  famille  isotherme  de 
sphères  se  compose  exclusivement  de  sphères  concentriques. 

Cette  première  conclusion  nous  sera  également  très  utile 
dans  le  Chapitre  suivant  pour  la  recherche  qui  fait  l'objet  de  ce 
Mémoire. 

En  second  lieu,  si  l'on  désire  au  contraire  résoudre  complè- 
tement la  question  dans  les  termes  mêmes  où  nous  lavions  posée 
tout  d'abord,  c'est-à-dire  obtenir  comme  solution  la  famille  de 
surfaces  rapportée  h  son  paramètre  thermométrique,  l'équa- 
tion (72)  étant  écrite,  en  la  divisant  par  D'(/«  -+-  2D), 

3     W  D' 

-♦ =  0 , 

•i  l*  -^  î2D       D' 


1 


donnera,  en  intégrant  une  première  fois  par  quadrature, 

— -log(P  +  2D)-*.logD'  =  log(— (7), 

ou,  en  repassant  aux  nombres,  et  changeant  ensuite  les  signes 
des  deux  membres, 

et  enCn  en  intégrant  une  seconde  fois  par  quadrature 
(/'h-2Dj    "«(jd-f-T  ou  /•-f-î2D  = 


\(T6  -^    T)* 

Et  par  conséquent,  en  reportant  cette  valeur,  à  la  place  de  \  au 
second  membre  de  inéquation  (74)  dans  lequel  nous  avions  fait 
par  hypothèse  X  =  /*  -+-  2D,  cette  même  équation  (74)  deviendra 
définitivement  sous  la  forme  demandée 


(<r0  -♦-  t)* 


laquelle  montre  à  son  tour  que  le  paramètre  thermométrique 
ffO  +  T  est  simplement,  pour  chaque  surface  de  la  famille, 
rinverse  du  rayon  :  résultat  que  fournirait  à  la  vérité  le  procédé 
de  Lamé,  appliqué  à  Téquation  (74),  ainsi  que  nous  le  vérifie- 
rons à  la  fin  de  ce  Chapitre,  mais  à  la  condition  d'être  parvenu 
préalablement  à  cette  même  forme,  pour  la  découverte  de  laquelle 
cette  méthode  ne  procure  aucune  indication,  et  laisse  de  nou- 
veau par  conséquent,  même  dans  ce  cas  si  simple,  la  solution 
véritable  du  problème  de  Tisothermie  complètement  indécise. 

Application  de  la  méthode  aux  surfaces  du  second  ordre,  et  a 
UN  TYPE  D*0RDRE  SUPÉRIEUR.  —  III'*  (Surfoccs  du  $econd  ordre  en 
général),  —  Pour  ce  troisième  exemple  plus  compliqué,  en  vue 
d'arriver  plus  facilement  et  plus  rapidement  au  but,  nous  divi- 
serons la  question,  et  nous  envisagerons  tout  d'abord  un  cas 
particulier  seulement  du  problème,  en  astreignant  à  l'avance 
toutes  les  surfaces  composant  la  famille  à  deux  conditions  spé- 


(78) 
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ciales,  qui  pourront  fort  bien  ne  pas  se  trouver  remplies  dans 
le  cas  général,  à  savoir  :  1"*  d*avoir  toutes  un  centre  qui  soit 
le  même  pour  toutes  les  surfaces,  et  que  Ton  pourra  prendre 
dès  lors  pour  origine  des  coordonnées;  2^  d*avoir  également 
tontes  les  mêmes  plans  principaux,  que  nous  adopterons  sembla- 
blement  pour  plans  coordonnés,  en  sorte  que  pour  ce  cas,  en 
représentant  toujours  par  A  =»  0  Téquation  de  la  famille  en 
question,  nous  aurons  alors  pour  la  fonction  A  une  expression 
de  la  forme 

0 

(76)  A  =  Aï*  +  By*  -f-  C2«—  H , 

les  coefficients  A,  B,  C,  H  étant  des  fonctions  du  paramètre, 
qu1l  s^agit  de  déterminer  par  la  condition  que  la  famille  de  sur- 
faces A  «=  0  soit  isotherme. 
Pour  cela,  tirant  successivement  de  la  valeur  qui  précède 

A'=AV^By+cv-ir,      A"=A"xUB'y+c"2'— H", 

DADA'       DADA'       DADA' 

Dx  Dx       Dt/  ^y       :iz  ^z  ^ 

^'^  ^^''^  ^'^  «..  «  ^v 

—    -4-    —    -^    —    =2(A-4.B-+-C), 
Dx*  Dy«  Dx*  ^  ^' 

et  reportant  ces  valeurs  dans  Péquation  générale  (53),  celle-ci 
sera  dans  la  question  actuelle 

(A'x*-4-By-+.CV-H')'.2(A-*-B-+-C)-2A'.4(AA'x*-4-BBy+CC'2*) 

-4.(a"-+.Ta').4(AV  -f-By -4-  CV)=0, 

équation  dont  le  terme  indépendant  de  x,  j/,  z  peut  être  écrit  dès 


(*)  Nous  écrivons  H  pour  terme  constant  et  non  pas  4,  comme  on  le  fait  généralement, 
afin  de  pouvoir  comprendre  éventuellement  dans  notre  résultat  la  variété  du  cône  qu 
nous  échapperait  avec  l'autre  hypothèse.  La  valeur  que  nous  rencontrerons  pour  ce  coef^ 
Scient  H  noos  sera  d'ailleurs  utile  à  un  antre  point  de  vue  un  peu  plus  loin. 
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maintenant,  el  fournira  tout  d*abord»  étant  égalé  i  zéro,  la  pre- 
mière condition 

—  ir.2(A-4-B^C)  =  0, 

à  laquelle  on  ne  pourra  satisfaire  qu*en  faisant,  soit  H'  =3  0,  soit 
A  H-  B  -i-  C  =  0.  Or,  le  second  de  ces  deux  modes  de  solution, 
établissant  a  priori  entre  les  coefficients  une  relation  indépen* 
dante  du  paramètre,  constitue  évidemment  par  là  même  une 
restriction  de  la  forme  d'équation  primitivement  proposcci  et  ne 
saurait  appartenir  dès  lors  à  la  solution  la  plus  générale  du  pro- 
blème envisagé. 
Le  premier  mode  de  solution,  au  contraire,  savoir 

(79)  H'  =  0,  ou  11  =  A, 

A  étant  une  constante  arbitraire,  n'introduit  aucune  restriction, 
du  moment  que  Ion  peut  toujours,  comme  nous  Pavons  remarqué, 
attribuer  h  Vun  des  termes  on  particulier  un  coefficient  arbitrai- 
rement choisi;  c'est  donc  cette  solution  qu'il  nous  faut  adopter. 
Cela  posé,  les  expressions  ci-dessus  (77)  de  A'  et  A"  se  rédui- 
sant, par  ce  premier  résultat,  aux  suivantes 

(80)  A'  «  AV  -4-  By  H-  CV,  A"  =  A'V  -+-  B  y  H-  C'z', 

si  nous  convenons  encore,  comme  pour  Texemple  précédent, 
d'adopter  pour  paramètre  le  paramètre  ihermométrique  lui- 
même,  Fintroduction  de  la  valeur  précédente  (79)  de  II',  ainsi 
que  de  l'hypothèse  T  =  0  dans  l'équation  primitivement  posée 
(78),  la  transformera  d^ns  la  suivante 

(A'x«^.  By-t-C'2*)*.!2  A-f-B  -I-  C)— 2a'.4  (AAV^  BBV-4-CC'z') 

H- A".  4  (AV  h-  By  ■*•  CV)=0, 

ou,  en  divisant  par  2,  puis  remplaçant  alors  A'  et  A"  par  leurs 
nouvelles  valeurs  (80),  et  faisant  en  même  temps,  pour  simplifier 
l'écriture  A  -<-  B  h-  C  =  S, 

(AV4-  By -4-C'2')  [(AV-f-By-*-CV)S  — 4(A  W-HBBy  ^CC'z*)] 
H-  (A'V-4-B'y +-C  V).2(AV-i-By4-CV)«0, 
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ou  encore,  en  ordonnant  dans  Tintérieur  des  crochets, 

(A  V  -h  By  +  C'«*)  [{S  —  4A)  A  V  ^-  (S  -  4B)  B'y»  +  (S  —  4C)  C V] 

^  2  (A"x*  +  B"y«  -f-  c V)  (AV  +  ey  -f-  CV)  =  0. 

Dès  lors,  en  efTectuant  les  produits  pour  chacune  des  deux 
lignes  séparément,  Ton  trouvera 

(S  -  4A)  A'V  -♦-  (S  —  4B)  B'y  -+-  (S  —  4C)  Cz* 

+  2B'C'  }S  -  2  (B  4-  C)( yV  -4-  2C'A'  |S  —  2  (C  -♦-  A)  jzV 

-*-2A'B'lS  — 2(A-^B)jxy 
^  2[A"AV  -h  B"By  -f-  C'CV 

-*-  (B"C'  -4-  C"B*)  y V  -*-  (C'A'  -f-  A"C')^ V^-  (A"B'+ B'A')  xy  j  =  0 , 

et,  en  fin  de  compte,  si  Ton  a  égard  à  la  valeur  de  définition  de  S, 
posée  tout  à  Thcurc,  qui  donne 

S— 2(B-*-C)=2A-S,     S-2(C  i-A)=2B--S,     S— 2(A4-B)=2C— S, 

Ton  obtiendra,  en  ordonnant  le  tout  par  rapport  à  x,  y,  2,  pour 
notre  équation  générale  (53)  dans  le  problème  actuel  : 

|(S  — 4A)A"4.2A"A'|x*+-i(S  — 4B)B"-4-2B"B«iy 
H-)(S— 4C)C"-+-2C"C«(z* 
(81)    \  4-  2 i (2A  -  S)  B'C 4.  B'C  -♦- C"B*}yV 

-♦-  2j(2B  -  S)  C'A' H-  C'A»  -t-A^'CjaV 
-*.2j(2C~  S)A'B'-f-   A"B*-4-B"A«jxy  =  0. 

Par  conséquent, en  vertu  de  la  théorie  que  nous  avons  exposée, 
les  trois  coefiicienls  A,  B,  C,  qui  nous  restent  seuls  à  déterminer, 
devront  vérifier  les  six  équations  simultanées  du  second  ordre  : 

!(S-4A)  A"4-2A"A«  =  0,  (-2A— S)  B'C'-i-B"C«-4.C"B*=0, 
(S-4B)  B'*4-2B"B'=:0,  (2B— S)  C'A'  +  C'A*  4- A"C*«0, 
(S— 4C)  C"4-2C"C«  =  0,         (2C— S)  A'B'-*-A "BVB 'A»=.0. 

Or,  si  des  trois  de  gauche  Ton  tire  les  voleurs 

i  A'«  1  B'*  I  C* 

(85)    A"===-(4A-S)— ,         B"  =  -(4B-S)-.         C"«-(4C-S)-. 
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pour  les  reporter  dans  les  trois  autres  du  groupe  de  droite,  Ton 
formera  les  trois  équations  du  premier  ordre  seulement 

(84)  (  (2B-S)C'A'-h  l(4C-S)^.  A'-*-  ^ (4A-S) ^ •  C«=.0, 
(2C-S)A'B'^  i  (4A-S)^\  B«4.  i(iB-S)  ~  A'  =  0, 

qui,  étant  divisées  respectivement  par  B*C*,  C*A*,  A*B*,  se  trans- 
formeront dans  les  suivantes 

'  B'C       \  B"      I  C* 

A'B'        I  A*       I  B'* 

(2C-S)-.^-(4A-S)--.-(4F_S)-=0. 

et  ne  contiendront  plus  alors,  en  fait  de  dérivées,  que  celles  des 
inverses  des  inconnues,  attendu  qu'elles  pourront  sVcrire,  en 
les  multipliant  par  2  : 

l  (4A-2S)  (B-*y  ((:-7  +  (4B— S)  (B-  Y  ^  (4C-  S)  (C"')'»  =  0, 

(85)  )  (48— 2S)  (C-*)'  (A-*)'  +  (4C— S)  (C"*)'*  -*-  (iA— S)  (A'^'^  =»  0, 
(  (4C-fiS)  (A-*)'  (B- Y+(4A~S)(A-7«-*-  (4n~S)  (B"*)'»  =0. 

Sous  cette  nouvelle  forme ,  on  reconnaît  dans  ce  groupe  trois 
équations  linéaires  et  homogènes  (au  point  de  vue  algébrique)  en 
A,  B,  C,  eu  égard  à  la  définition  de  S,  qui  pourront  être  sub- 
stituées pour  la  détermination  des  inconnues  au  groupé  de 
droite  des  six  équations  (82),  et  qui  devront  nécessairement  être 
compatibles  pour  qu*il  existe  une  solution  du  problème  :  condi- 
tion qui  revient  à  dire  que  leur  déterminant  D  devra  être  nul, 
du  moment  que  le  système  de  solution  A=»0,  l)  =  0,  C=>0 
est  évidemment  inadmissible  dans  la  question  actuelle.  Si  donc 
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régalité  ainsi  posée  n'est  pas  d'ores  et  déjà  identiquement  satis- 
faite» elle  constituera  (dans  ce  cas  une  nouvelle  équation  du 
premier  ordre  qu*il  faudra  adjoindre  par  conséquent  aux  trois 
équations  précédentes  (85),  qui  par  cette  nouvelle  condition  se 
réduiront  alors  à  deux  seulement.  Si,  au  contraire,  cette  même 
égalité  D  =  0  n*est  autre  chose  qu'une  simple  identité,  ce  qui 
signifiera  que  ces  trois  mêmes  équations  ne  sont  pas  distinctes, 
il  y  aura  lieu  de  voir  si  elles  se  réduisent  à  deux  ou  à  une  seule, 
et,  si  l'on  tient  à  conserver  d  pour  paramètre,  de  leur  adjoindre 
une  ou  deux  équations,  suivant  le  cas,  prises  comme  Ton  voudra 
dans  le  groupe  de  gauche  (82),  en  vue  de  compléter  le  système 
nécessaire  à  la  détermination  des  trois  inconnues  A,  B,  C,  puis- 
qu'alors,  avec  la  variable  indépendante  6,  ces  inconnues  ne 
pourront  être  déterminées  à  l'aide  d'un  système  du  premier  ordre 
seulement. 

II  y  a  donc  lieu  tout  d'abord,  soit  pour  compléter,  soit  pour 
préciser  simplement  la  position  de  la  question,  de  calculer  effec- 
tivement 1^  déterminant  des  équations  précitées  (85). 

Si,  dans  ce  but,  après  y  avoir  remplacé  S  par  sa  valeur  de 
définition  A  +  B  +  C,  on  les  ordonne  par  rapport  à  A,  B,  C, 
le  groupe  en  question  (85)  se  présentera  sous  la  forme  des  trois 
équations  linéaires 

/  L,A  -♦-  M,B-^  N|C=»0, 

(86)  I  M-*-  M,B-HN,C=aO, 

(  L,A  +  M5B  +  N,C  =  0, 

les  valeurs  des  divers  coefficients  étant  les  suivantes  : 


(87)    ( 


I   -riB-y     (C-T>  M.=[(B-7-H(C-7j'-4(B-r, 

ÏH-llR    )-"(C    )J.         N.«[(C-T^(B-)7-4(C-r, 

N,=r(C-«)' -+- (A-*)'V  — 4(C-*)", 
M,-[{L   )      (A)J,  L,_|(A-.y  +  (c-«)']'_4(A-')", 

N  -r(A-.V-(B-yT  L,=[(A-')'-(B-Tj'-4(A-) 

N.-L('^    }      (B   )J.         M.=|(B-')'-*-(A-')'?-4(B-') 


't 
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Or,  si  nous  convenons  de  faire,  dans  cette  question  seulement, 
pour  faciliter  récriture  des  calculs,  d'abord 

(88)  «  =  (A-)',  e«(B-V,  r«(c-7, 
puis,  cela  étant  admis, 

(89)  p  =  6  — r,  qf==,y  — a,  rc=oi  —  ^, 

quantités  qui  vérifieront  dès  lors  identiquement  la  relation 

(90)  ;)  -f-  <y  -+.  r  =  0 , 

nous  obtiendrons  très  facilement,  avec  ces  notations,  à  la  place 
des  expressions  (87),  en  même  temps  que  L|  =  p*,  pour  valeur 
des  deux  autres  coefficients  de  la  première  équation  (86), 

i  M,  =  (6  -Hr)*  —  46'  =  (6  — r)*  —  4ê  (6  —  r)  =  p'  —  46f), 
}  ^,:=^{y^  6)*--V=(r  — €)*-♦- 4r  (6  — r)  =  p'-^^i», 

en  sorte,  qu'en  remarquant  sur  la  forme  (85)  que  ces  trois 
équations  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  la  permutation 
des  trois  lettres  A,  B,  C,  qui  entraine  dès  lors  celle  des  trois 
autres  lettres  a,  g,  y,  et  par  suite  aussi  des  trois  autres  p,  q,  r, 
les  trois  équations  en  question  (86)  pourront  être  représentées 
par  la  forme  abrégée 

(9!)  p$=3  0.  ?^=0,  rr!ft.  =  0, 

$)  ^1  f$R  >  désignant  de  nouveau  les  expressions  linéaires 

(92)  )  ^=  ^,A  ^  3îl,B  -f-  e%,C, 

{  ^=  ^,4  +  JTcsB  -4-  STijC, 

dont  les  différents  coefficients  auront  cette  fois  pour  valeurs 

-Ci  =  P»  t7Ri  =  p  — 46,         aT^,=pH-4r, 

(93){  ^,==7-*-4a.  Jllt  =  9,  eïl>i  =  7  — 4y, 

-(\=r  — 4a,  t/rti  =  r-t-46,  Sfl.^  =  r; 
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et  le  déterminant  D  des  équations  (86)  ou  (91),  qu'il  s'agit  de 
calculer»  aura  donc  pour  expression 

(94)  '         D^f^çr.A, 

A  étant  celui  des  expressions  précédentes  (93),  savoir 


{9r>)     A  = 


■Cl  c/ILi  3^1 

^3    Jïl,    3X03 


Or,  on  trouvera  sans  peine,  à  Taide  de  ces  valeurs  (93), 


(96) 


\  Jri,3Tos  — ST.,  JR,  =  4<^,      3T'^,^,  —  4^^  aX«i  ^^lO,, 


<A>  f  i(2}>  C)  désignant  encore  les  expressions 


(97) 


Jt,  =  —  6y  -i-.  yr  -+-  /lêy , 
llî>  =  —  yr  ••-  a/[>  -♦-  iya  , 
Q  =  —  ap  -¥;  ^q  -^  4a€ , 


dont  nous  représenterons  par  ^  la  somnne,  savoir 

/  cS  =  JU  -*-  i)î)  -4-  G  =  4  (er  -f-  r«  +-  «6) 


(98) 


( 


=s  4a6y  I  -  •«-  — i 1  » 

Va        6        y/ 


et  qui  pourront  alors  être  écrites  plus  simplement,  à  Taide  de 
cette  dernière  quantité, 

(99)       eA,=iS-*-6r,        ilî>  =  içS -^r«,        G«iS-f.a6. 

Cela  étant  admis,  Ton  trouvera  très  aisément  par  le  moyen  des 
valeurs  (98),  (96),  et  (93), 

A  -  4  [Jc^,  +  i/î, JïL,  ^  G>X^3j 
=  4  [eilo  (r—  4a)  -+-  Ul  (r  -*-  46)  4-  Gr] 
=  4[(Jl,  -  Ol>  -^  0)r  ~  4a,A,  -f-  46lJb], 
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c'est-à-dire,  en  (enant  compte  alors  des  valeurs  (98),  (89)» 
et  (99), 

(100)       A  =  4  [S  (a  —  6)  -  4a  ({  S  ^  6v)  -*-  46  (1  ^  -+-  r«)J  =0; 

et  par  conséquent,  en  venu  de  Tégalité  (94),  le  déterminant  D 
des  équaiions  (86)  ou  (8S)  qu'il  s^agissait  de  calculer  sera,  lui 
aussi,  identiquement  nul. 

Nous  nous  trouvons  donc  pour  ce  problème  dans  le  cas 
d'exception  signalé  dans  Texposé  de  notre  méthode  générale, 
dans  lequel  les  équations  formées  par  Télimination  des  dérivées 
secondes  sont  en  nombre  moindre  que  celui  des  inconnues, 
puisque  Ion  voit  ainsi  que  les  trois  équations  du  premier  ordre 
(84)  ou  (85),  obtenues  de  prime  abord  par  cette  élimination,  ne 
sont  pas  distinctes,  et  dès  lors  sont  compatibles,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  de  leur  adjoindre  à  cet  eiïet  aucune  condition  ou 
équation  nouvelle;  et  comme  par  ailleurs  les  trois  mineurs  (96) 
du  déterminant  A  ne  sont  pas  identiquement  nuls,  ainsi  qu'il 
appert  des  valeurs  (99)  et  (98),  il  résulte  en  outre  de  ce  calcul 
que  ces  mêmes  équations  se  réduisent  non  pas  h  une  seule,  mais 
bien  à  deux  équations  distinctes. 

En  conséquence,  d  après  notre  théorie  générale,  d'une  part, 
si  Ton  renonce  tout  d'abord  à  conserver  pour  variable  indépen- 
dante le  paramètre  thermométrique  lui-même,  en  adoptant  pour 
paramètre  géométrique  l'une  des  trois  inconnues  A""*,  B~*,  C"*, 
ces  deux  équations  du  premier  ordre  suffiront  alors  pour  déter- 
miner les  deux  autres  (pp.  64^63),  et  par  conséquent  il  ne  pourra 
entrer  avec  cette  hypothèse  dans  les  expressions  les  plus  géné- 
rales de  ces  inconnues  plus  de  deux  constantes  essentielles. 
D'aulre  part,  si  l'on  tient  au  contraire  à  obtenir  comme  résultat 
du  calcul  l'équajlion  de  la  famille  de  surfaces  rapportée  à  son 
paramétre  thermométrique,  comme  il  suffira  dès  lors  d'adjoindre 
à  ces  deux  équations  du  premier  ordre  une  seule  équation, 
empruntée  au  groupe  du  second  ordre  conservé  (82)  ou  (83), 
pour  compléter  le  système  nécessaire  à  la  détermination  de  nos 
inconnues,  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  l'ensemble  des  expres- 
sions les  plus  générales  des  quatre  inconnues  A,  B,  C,  et  H  devra 
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contenir  cette  fois  un  nombre  de  constantes  arbitraires  au  plus 
égal  à  n  -+•  1  =  4  -*-  1  =  5  (p.  67),  en  y  comprenant  alors  obli- 
gatoirement les  deux  constantes  o-  et  t  du  paramètre  thermomé- 
trique (pp.  68-69).  Dans  un  cas  comme  dans  Tautre,  d'ailleurs,  la 
constante  h  ne  sera  pas,  relativement  à  Téquation  de  la  famille 
de  surfaces,,  une  constante  essentielle,  du  moment  que  nous 
n*avons  pas  disposé  à  l'avance,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué, 
de  l'un  des  coefficients  de  l'équation  proposée  A  =»  0,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  du  moment  que  nous  avons  laissé  dans 
l'expression  (76)  de  A  un  coefficient  indéterminé  pour  chaque 
terme  (pp.  64  et  66). 

Dans  cette  pensée,  partant  de  ce  fait  que  nous  avons  déjà 
remarqué,  que  le  groupe  du  premier  ordre  en  question  (84)  ou 
(85)  ne  contient,  en  fait  de  dérivées,  que  celles  des  inverses  de 
A,  B,  C,  nous  adopterons  dès  lors  pour  inconnues,  comme  il 
semble  naturel,  ces  dernières  quantités  à  la  place  de  A,  B,  G,  en 
les  introduisant  également  dans  le  groupe  de  gauche  du  second 
ordre  (82),  à  l'aide  de  formules  telles  que 

,,       —  A'  ., ,       /— A'\'      -  A«A" -4- 2AA" 

qui  permettront  d'exprimer  A'  et  A"  en  fonction  de  A"*,  (A~*)', 
(A"*)",  et  de  même  pour  les  deux  autres  inconnues  B  et  C. 
A  cet  effet,  développant  la  première  de  ces  équations  (82)  de 
la  façon  suivante 

SA"  —  2  (2AA'*  —  A"A')  =  0, 
puis  la  divisant  par  A^  ce  qui  donnera 

^A*         2AA"— A'A"      ^ 

nous  récrirons,  en  vertu  des  formules  précédentes  (101),  ainsi 
que  les  deux  autres  de  gauche  (82),  sous  la  forme 

l  S(A-r-2(A-)"  =  0,  S{B-')"-2(B-r=0, 

^^-'l  S(C-Y'  — 2(C-')"  =  0. 
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Gela  fait,  revenons  au  groupe  du  premier  ordre  envisagé  tout 
à  rheure,  et  eonsidérons-Ie  de  nouveau  sous  la  forme  (91),  dans 
laquelle  chaque  équation  est  composée  de  deux  facteurs,  diffé- 
rents pour  chacune,  savoir,  ;>,  q,  r  d'une  part,  et  $,  ^,  <R  de 
l'autre.  Partant  alors  de  ce  fait,  que  ces  trois  équations  doivent 
se  réduire  à  deux,  nous  observerons  que  Ton  pourra  satisfaire 
aux  deux  équations  que  Ton  aura  choisies  pour  tenir  lieu  de  ce 
groupe,  de  trois  manières  différentes,  savoir  :  ou  bien,  en  pre*» 
nant  dans  chacune  des  deux  le  premier  facteur;  oa  encore,  en 
prenant  dans  Tune  le  premier  facteur,  et  dans  Tautre  le  second; 
ou  enfin,  en  prenant  dans  Tune  et  Taulre  le  second  facteur.  Nous 
allons  examiner  successivement,  mais  dans  Tordre  inverse  de 
celui  où  nous  les  avons  énumérés,  ces  trois  modes  différents  de 
solution. 

1"*  «  Deux  des  trois  quantités  ^,  ^,  <^  sont  supposées  nulles». 
—  Alors  la  troisième  le  sera  aussi  nécessairement  en  vertu  de 
ridentité  A=»0  (100),  qui  exprime  que  les  trois  équations 
$s»  0,  ^  es  0,  <R  sa  0  ne  sont  pas  distinctes,  et  par  conséquent 
Téqualion  restante  (91)  se  trouvera  satisfaite  d  elle-même.  Récri- 
vant alors,  ainsi  qu'il  suit,  le  groupe  du  second  ordre  (102) 


2         (A*)'*       (B-*)'*'^(C-V*" 


(103)  -S  «  ^^^^-  =  ,-F17i^  /-T^i^t^P 


en  introduisant  pour  la  symétrie  une  inconnue  auxiliaire  p, 
d'une  part  nous  obtiendrons,  en  intégrant  les  trois  dernières 
de  ces  équations, 

ou  encore  avec  les  notations  (88), 

(104)     a=(A-Y«_L.      6c=(B-)  =  r^.      r^Cr')' -\ 

CL — p  0 — p  c— I» 

et,  d'autre  part,  les  deux  équations  qui  constituent  l'hypothèse 
particulière  actuelle,  soit  liP  =  0  et  ^  «=3  0,  par  exemple,  étant 
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mises  à  Taide  des  expressions  (96)  sous  la  forme  de  rapports 
égaux,  fourniront,  eu  égard  à  la  valeur  précédente  (103)  de  S, 
la  suite  d'égalités 

A         B        C         A  H-  B  ^  C        2p' 
(1  Oî))  _  =  —«  —  = =  Jl , 


d*où  nous  pourrons  tirer  les  valeurs  de  A,  B,  C,  ou  mieux  celles 
de  leurs  inverses,  savoir 

(i06)     A-'  =  -^l,  B-««-^l,  C-«-^-i. 

Or,  si  Ton  fait  pour  un  instant 

o  H-  6  ^-  c  =  « ,  (o  —  p)  (^  —  p)  (c  —  p)  ==  F  (p)  » 

la  seconde  expression  (98)  et  les  suivantes  (99)  devenant, 
lorsque  Ton  y  introduira  les  valeurs  actuelles  (1 04)  de  a,  6,  y, 

F(p)       (6-p)(c-p)      F(p)^        <*  '*'  F(p) 

-^  h  —  4û  ^       « -4- c  —  4p 

*-- pî;^  ® — F<^- 

les  valeurs  précédentes  (106)  de  A~S  B~*,  C"*  seront  donc,  étant 
exprimées  à  l'aide  de  Pinconnue  auxiliaire  p  et  de  sa  dérivée, 

(107)       A-=^^'-^^     B-=lii=M.     C-«=»lii=^. 
(«H-tt — 4p)f,'  (s-4-6— 4p)p'  (j^c— 4p)p' 

et  par  conséquent,  si  Ton  introduit  ces  valeurs  dans  les  trois 
intégrales  premières  (104)  obtenues  tout  &  Theure,  Ton  voit  que 
la  seule  inconnue  p  qui  nous  reste  actuellement  à  déterminer 
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devra  vérifier  simultanément  trois  équations  différentielles  du 
second  ordre  du  même  type  (la  variable  indépendante  étant  9, 
par  hypothèse),  savoir 


('««)  .7 


2(«-5p) 

dp 


9  —  9 


dans  laquelle  on  devra  faire  successivement  g=^a,  b,  c.  Or  cette 
dernière  équation  étant  évidemment  de  la  forme 


M  et  N  étant  des  fonctions  de  p,  s,  et  g,  il  est  clair  que,  sauf  la 
solution  banale ^=0  ou  p==consr.qui  ne  saurait  être  admise 
dans  la  question  actuelle,  car  elle  donnerait  à  la  fois  par  les 
égalités  (105)  (§  étant  alors  une  constante  différente  de  zéro), 
A  =a  0,  B  =  0,  C  =  0,  toutes  les  solutions  propres  de  celle  der- 
nière équation  (qu'elles  soient  générales,  particulières,  ou  singu- 
lières), seront  de  la  forme  p  =-3  (B,  s,  g)^  et  par  conséquent  p  ne 
pourra  satisfaire  simultanément  aux  trois  équations  différentes 
du  type  (108)  qu'à  la  condition  de  supposer  en  même  temps 
gr  ==  a  ==  6  =  c.  El  comme  celle  supposition  rendra  évidemment 
égales  les  trois  valeurs  (107),  et  par  suite  aussi  leur  trois  dérivées 
a,  6,  y,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entraînera  les  conditions 
A  =  B  =a  G,  et  /)  =0,  9  «=3  0,  r  ==  0,  il  est  clair  dès  maintenant, 
d'une  part,  que  le  premier  mode  de  solution  actuellement  examiné 
ne  fournira  qu'une  solution  particulière  du  problème,  composée 
d'une  famille  de  sphères,  et,  d'autre  part,  que  cette  solution,  bien 
que  rencontrée  ainsi  par  une  voie  distincte,  sera  renfermée  éga- 
lement à  titre  de  cas  particulier  dans  celle  correspondant  à  l'hy- 
pothèse 3%  que  nous  exaipinerons  dans  un  instant. 

Et,  en  effet,  si  Ton  fait  attention  que  par  les  suppositions 
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les  expressions  (107)  et,  par  suite,  chacune  des  intégrales  pre- 
mières (104),  se  réduisent  respectivement  aux  suivantes 


2.3(a— p)        3  5 

„«,,     A-.-B-.-C---jJ^'--,.  - 


2V/        Sf-p' 


c  est-à-dire,  en  développant  cette  dernière  équation,  et  changeant 
les  signes, 

3p"  \  p"      2    p' 

2p'*      p— 9  P'       ^p— jf 

on  trouvera  dès  lors,  en  Tintégrant  une  première  fois, 

pi?  —  9)   '«^Scr  ou  -(p — gf)      dp«a<rrfô, 

3 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 

(p — gfssaffd^T  ou  p  =  g  ^  [aê -¥•  rf, 

d*où  Ton  tirera  enfin,  en  ayant  égard  aux  valeurs  actuelles  (109), 
p'  =  3tf  (<tB  -^  r)«  et  A-*  =  B"*  =  C"*  = 


2<r  (ffB  -k-  t)' 


Et  dès  lors,  en  se  reportant  aux  expressions  (76)  de  À  et  (79) 
de  H,  réquation  A  ==  0,  obtenue  comme  solution,  pouvant  èire 
écrite  dans  ce  cas 


X*  -H  y'  -*-  2*  = 


2ff  (ffO  -f-  t)' 


Ton  voitqu*il  suffira  de  faire  en  même  temps  a=0,  6  r=  0,  c=0, 
et  A  =  2g-  pour  retrouver  littéralement  Téquation  (75),  déjà  ren- 
contrée en  appliquant  directement  la  méthode  de  recherches  à 
une  famille  quelconque  de  sphères  :  résultat  qui  constitue  une 
confirmation,  aussi  complète  qu*on  saurait  le  désirer,  de  Pexacti- 
tude  des  raisonnements  et  des  calculs  qui  nous  ont  amené  jus- 
qu^à  ce  point  du  développement  de  la  question. 
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^  «  L'une  des  trois  quantUés  $,  ^^  <R  est  supposée  nulle,  eii 
ménie  temps  que  l'une  des  trois  autres  p,  q,  r  » .  —  Dans  ce  cas, 
pour  que  Inéquation  restante  (91)  soit  vérifiée  en  même  temps 
que  les  deux  autres  choisies  pour  point  de  départ,  il  faudra 
encore  égaler  à  zéro,  soit  le  premier  facteur,  soit  le  second  de 
cette  même  équation.  Or  il  est  clair  que  cette  dernière  hypothèse 
est  bien  compatible  avec  les  précédentes,  mais  qu^elle  nous 
ramènera  simplement  au  cas  antérieur  1%  du  moment. que  deux 
des  trois  quantités  $,  ^,  A.  seront  alors  supposées  nulles,  et 
que  cette  hypothèse  entraine  forcément,  comme  nous  Tavons  vu 
tout  à  rheure,  les  trois  conditions  p  =  0,  9  =0,  r  e=>  0.  Il  suffira 
donc  d'examiner  Tautre  mode  de  solution,  consistant  ^  annuler 
le  premier  facteur  p,  9,  r  de  Téquation  restante  (91). 

Gomme  dans  ce  cas,  au  contraire,  deux  des  trois  quantités 
p,  9,  r  seront  alors  supposées  nulles,  Ton  voit  déjà  que  les  solu- 
tions fournies  par  cette  hypothèse  ^  ne  pourront  être  que  des 
cas  particuliers  de  celles  fournies  par  Thypothèse  3%  puisqu'elles 
supposent  déjà  les  données  de  celle-ci,  mais  toutefois  avec  une 
équation  en  plus,  savoir  Tune  des  trois  équations  $=»0,  ou 
^  =  0,  ou  Jl  =  0,  laquelle  constitue  évidemment  dés  lors  une 
restriction  de  ce  dernier  cas. 

Maintenant,  pour  savoir  en  quoi  consiste  la  restriction  corres- 
pondante de  la  solution,  d'une  part  le  tableau  (93)  donnera 
alors,  pour  les  valeurs  des  coefficients  des  trois  équations  en 
question , 

-Ci=0,  3fR,«-46,  aT:«t  =  4r, 

4;'si  =  4a,  5Il,«0.  âtn,-  — 4r, 

4^3=  — 4«,    jn:s=46,  0ï>5=»o, 

et,  d'autre  part,  l'hypothèse  actuelle  p  =  0,  ç  =  0,  r  =  0  équi- 
vaut évidemment,  d'après  les  définitions  (89),  aux  deux  condi- 
tions 0L  =  &  =  y,l9i  valeur  commune  de  ces  dérivées  ne  pouvant 
être  nulle,  car  alors  le  paramètre  disparaîtrait  totalement  de 
l'équation   proposée  A  =>  0.  Et  dès   lors   les  trois  équations 
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$:=:.0y    ^  =  0,    (^  =  0y  se  réduisant  par  là  simplement  à 
celles-ci 

4(x  (B  —  C)  =  0,  46  (C  —  A)  =0,  4r  (A  —  B)  =  0, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à 

B  =  C,  C  =  A,  A  =  B, 

celle  de  ces  trois  équations  que  Ton  aura  admise  pour  hypothèse, 
ainsi  qu*il  est  dit  dans  Ténoncé  de  ce  cas  2"*,  exprimera  simple* 
ment  que  la  surface  est  de  révolution,  tout  en  appartenant  a  la 
catégorie  qui  constituera  la  solution  du  cas  suivant  3*,  lequel, 
nous  restant  seul  maintenant  à  examiner,  devra  forcément  «con- 
tenir la  solution  la  plus  générale  du  problème,  et  renfermer 
encore  à  titre  de  cas  particuliers,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
voir^  les  solutions  propres  aux  cas  l"et  2^ 

3°  «  Deux  des  trois  quantités  p,  q,  r  sont  supposées  nulles  w.  — 
Dans  ce  cas  la  troisième  le  sera  aussi  forcément,  en  vertu  de  Tiden- 
tité  (90),  et  par  conséquent  Téquation  restante  (91)  sera  encore 
satisfaite  d'elle-même. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  le  groupe  du  premier  ordre, 
formé  par  Télimination  des  dérivées  secondes,  équivaudra  donc 
simplement  aux  deux  conditions  a  «=»  6  ^=3  y,  ou,  en  y  introdui- 
sant encore  une  inconnue  auxiliaire  p, 

(HO)  (A-Y  =  (B-«)'  =  (C-')'  =  p', 

lesquelles  n*admettront  alors  évidemment  aucune  autre  solution 
que  leur  intégrale  générale,  savoir 

(lii).       A-«=o*  +  p,  B-'  =  6*-Hp,  C-'  =  c»  +  p, 

d'où  nous  tirerons 

1                           I                           1 
(412)       A==.^ ,  B«- C=-j , 
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et 

(H3)         S  =  A  +  B-i-C  = 


a*  -4-  p       6*  -♦-  •       c'  -♦- 


Et  comme,  d'autre  part,  rintrôduelion  de  la  même  quantité  (1 10) 
dans  Tune  quelconque  des  trois  équations  du  second  ordre  (102) 
les  réduirait  toutes  indistinctement  à  celle-ci 

Sp"-V'  =  o,         ou         ^  =  rSp', 

P         2 

Ton  voity  en  remettant  dans  la  dernière  de  ces  égalités  à  la  place 
de  S  sa  valeur  précédente  (113),  que  Tinconnue  auxiliaire  p 
sera  déterminée  à  son  tour,  en  fonction  de  la  variable  indépen- 
dante 6,  par  réquation  du  second  ordre 

f>"      1  /     1  1  1     \   , 

intégrable  évidemment  elle-même  par  simple  quadrature. 

Cela  posé,  si  Ton  ne  tient  pas  tout  d'abord  à  obtenir  pour 
résultat  du  calcul  Téquation  de  la  famille  de  surfaces  rapportée 
à  son  paramétre  thermométrique,  Ton  pourra,  sans  prendre  la 
peine  d'intégrer  cette  dernière  équation,  adopter  pour  paramètre 
géométrique  la  fonction  p  elle-même  qui  résulterait  de  cette 
intégration,  et,  en  écrivant  donc  X  à  la  place  de  p,  les  valeurs 
cherchées  des  coefficients  de  la  forme  proposée  (76)  de  A  seront 


(145)       A«-- >        B  =  r; ,        C=-- ,        H  =  A. 

Et  dès  lors  il  ressortira,  avec  une  complète  rigueur,  comme  con- 
clusion de  l'analyse  et  de  la  discussion  un  peu  minutieuses  que 
nous  venons  de  présenter,  que  non  seulement  la  solution  la  plus 
générale,  mais  réellement  aussi  la  seule  de  la  question  proposée, 
consistera  dans  l'équation 

x'  y*  z* 
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laquelle  renferme  en  apparence  quatre  constantes  arbitraires, 
nombre  égal  à  celui  des  coefficients  de  Téquatlon  proposée 
A  «=3  0,  mais  parmi  lesquelles  il  n'y  en  a  en  réalité  que  deux  qui 
sont  essentielles  (^),  résultat  parfaitement  conforme  aux  prévi- 
sions déduites  de  notre  théorie,  que  nous  avions  formulées  un 
peu  plus  haut  (p.  88). 

Si,  au  contraire.  Ton  veut  poursuivre  jusqu*au  bout  la  solution 
de  la  question  dans  les  termes  mêmes  où  elle  a  été  posée,  c*est- 
à-dire  si  Ton  tient  à  obtenir  Téquation  de  la  famille  de  surfaces 
rapportée  à  son  paramètre  thermométrique,  il  restera  encore  à 
déterminer  l'inconnue  auxiliaire  p  par  Tintégration  de  Téquation 
du  second  ordre  (114).  A  cet  effet,  convenant  dés  maintenant  de 
poser  pour  tout  le  cours  de  ce  travail 

(ii7)  /•(p)  =  (a«  +  p)(6*+p){c*^.?). 


doù, 

par 

suite, 

et 

//(p)  =  /(a' 

-+-  p)  + 

/(6' 

■*•?)  + 

/(C'-Hp), 

(118) 

d.tfM 

1 

a*  -*•  p 

"6^ 

1 

i 

■*■( 

c'  +  p- 

n  £n  effet,  si  l'on  divise  cette  équation  (116)  par  h,  et  qu'on  l'écrive 
œ*  y*  s* 


i. t 

/i(o"-*-A)    ■    A(û«  — a«)-4-A(a«-+-À)         A(c«-a«)-*-A(a«-4-A) 

pois  que  l'on  y  fasse  ensuite 

A(a«  +  a)«r,  A(6«  — a«)  =  &'*,  A(c«  — a«)  =  c'", 

et  que  Ton  y  efface  enfin  les  accents,  il  est  clair  qu'elle  se  transformera  dans  la  suivante 

g'        y*  g'     _ 

analogue  à  celle  adoptée  par  Lamé,  comme  point  de  départ,  pour  l'étude  de  son  système 
triplement  isotherme  du  second  ordre.  {Voir  leçons  sur  les  Fonctions  Inverses,  |i  XIII 
et  XXXV,  pages  17  et  45.) 
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puis  récrivant  en  conséquence  cette  même  équation  (114)  sous 
la  forme 

nous  trouverons,  en  Pintégrant  une  première  fois, 

h'  =  lJ{9?-^U  ou  ^^^al/fïi), 

ou  encore,  en  séparant  les  variables,  et  remettant  à  la  place 
de  /'(p)  sa  valeur  de  définition  (1 1 7), 


(1Î0)  (rrfe: 


l/(o*+p)(fr'-*-p)(c»-+-p) 

Nous  effectuerons  un  peu  plus  loin  sur  cette  dernière  équation 
la  seconde  intégration,  qui  nous  reste  &  accomplir  pour  avoir 
Texpression  de  Finconnue  auxiliaire  p,  laquelle  étant  reportée 
dans  les  expressions  ci-dessus  (112),  fournira  la  réponse  défini- 
tive à  la  question  proposée.  Mais  nous  nous  contenterons  pour 
Finstant,  à  Texemple  de  Lamé  (*),  de  Tindiquer  par  une  simple 
quadrature  en  écrivant  fégalité 

(121)  a0  -f-  T  =  /  ^  — » 

-/  l/(a»+  p)(6'-+-f>)(c'-+-p) 

laquelle  sufiSt  à  montrer  déjà  que  cette  fonction  p,  qui  n*est  autre 
que  le  paramètre  X  de  la  famille  déjà  obtenue  (116),  s'exprimera 
en  fonction  du  paramètre  thermométrjque  0  par  des  fonctions 
elliptiques  de  première  espèce.  Nous  croyons  toutefois  devoir 
faire  remarquer  sans  plus  attendre,  que  le  nombre  des  constantes, 
dans  la  solution  ainsi  obtenue,  est  bien  en  réalité  celui  que  notre 
théorie  nous  avait  fixé  comme  nombre  maximum  de  ces  mêmes 
constantes. 


(*)  Leçons  sur  les  Fonctions  Inverses,  etc.  ({  XXXV,  (page  46),  formates  (3j  et  (3^*). 
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En  effet,  l'on  voit  sans  peine  que,  parmi  les  trois  constantes 
«*,  6*,  r*,  qui  figurent  dans  les  expressions  (112)  ou  (115),  il  y 
en  a  une  qui  est  surabondante,  relativement  à  ees  expressions 
des  coefficients  elles-mêmes,  car  il  est  clair  que  Tune  de  ces 
constantes  est  amenée  dans  les  résultats  uniquement  par  Téqua- 
tion  additionnelle,  que  nous  avons  posée  à  la  suite  des  deux 
équations  du  premier  ordre  (110)  pour  définir  l'inconnue  auxi- 
liaire p,  dont  l'introduction,  visant  simplement  un  but  de  symé- 
trie, n'était  nullement  nécessaire  pour  pouvoir  intégrer  les  deux 
équations  en  question  (110),  et  former  ensuite  de  la  même  Ta^on 
une  équation  toute  semblable  à  (114)  pour  déterminer  la  troi- 
sième inconnue.  En  d'antres  termes,  si  l'on  aime  mieux,  nous 
eussions  pu  tout  aussi  bien  écrire  les  mêmes  équations  (HO)  en 
entendant  que  p  y  désigne,  non  plus  une  inconnue  auxiliaire, 
mais  bien  Tune  des  trois  inconnues  A"',  B~S  C'^'  elles-mêmes,  la 
première  par  exemple  (*\  auquel  cas  l'intégration  de  ces  mêmes 
équations,  qui  n'eussent  constitué  alors  en  réalité  que  deux 
équations  seulement,  nous  eût  donné,  sans  introduire  pour  cela 
aucune  restriction,  les  valeurs 

qui  ne  différent  des  précédentes  (111)  que  par  l'absence  de  la 
constante  a^. 


(*)  Cesl-à-dire,  en  fait,  que  nous  eussions  pris  pour  paramètre  géométrique  ^  ou  /d  Tin- 
connne  A-  <  elle-même,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  fait  après  coup  -^  *  r  dans  l'équation 
A  «*  0,  ainsi  que  nous  l'indiquons  dans  l'Exposé  général  de  notre  méthode,  pour  le  cas 
d'exception  dans  lequel  nous  nous  trouvons  (p.  65).  Mais  ce  serait  une  grave  erreur  de  croire, 
en  raison  de  la  simplicité  extrême  de  forme  qu'acquerraient  ainsi  ces  équations,  devenues 
par  ce  fait  i  «»  (B-  *}'»  (G-  *)*,  et  de  la  facilité  avec  laquelle  elles  s'intègrent  alors,  que 
Ton  aurait  eu  un  motif  ou  un  avantage  quelconque,  pour  appliquer  notre  méthode,  ii 
introduire  préalablement  la  même  hypothèse  dans  l'expression  proposée  (76)  de  A,  qui , 
égalée  à  zéro,  constitue  la  famille  de  surfaces  envisagée.  En  effet,  tout  d'abord,  aucune 
considération  rationnelle  n'indiquait  spécialement  à  l'avance  de,  préférence  à  tout  autre, 
le  choix  pour  l'un  des  coefficients  A,  B,  G  de  cette  fonction  simple  j  qui  procurera  seule 
U  simplification  en  question.  Et  d'autre  part,  aussi  bien  avec  ce  choix  qu'avec  tout  autre, 
l'on  eût  rompu  la  symétrie  essentielle  entre  les  inconnues  A,  B,  G,  c'est-à-dire  au  fond 
entre  les  trois  axes  rectilignes,  sans  laquelle  il  eût  été  bien  malaisé  d'arriver  ft  découvrir 
les  deux  points  capitaux  qui  forment  comme  le  nœud  de  tout  ce  calcul,  à  savoir,  d'abord 
que  les  trois  équations  du  pfemier  ordre  (^)  se  réduisent  à  deux,  et  surtout  qu'elles  sont 
composées  chacune  de  deux  facteurs,  ainsi  que  le  montre  la  forme  (91)  de  ces  mêmes 
équations. 
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Cette  constante  ne  devant  donc  pas  entrer  en  ligne  de  compte 
comme  surérogatoire^  on  voit  ainsi,  en  rapprochant  les  expres- 
sions (121)  et  (112)9  ffue  ces  trois  dernières  ne  contiendront  en 
réalité  que  quatre  constantes  arbitraires,  savoir  o-,  t,  6^,  et  c^,  et 
par  conséquent,  qu'étant  jointes  à  la  valeur  (79)  H  =  A  du 
dernier  coefficient,  elles  renfermeront  bien  ensemble  seulement 
les  4  -h  1  =»5  constantes  prévues  par  notre  théorie  (p.  88). 
Cest  au  reste  le  fait  qui  apparaîtra  littéralementf  lorsqu'après 
avoir  effectué  la  dernière  intégration  relative  à  Téquation  (120), 
notis  aurons  substitué  la  valeur  qui  en  résultera  pour  p  dans 
les  expressions  précitées  (112)  des  coefficients  qu*il  s'agissait 
de  déterminer. 

L'équation  (116)  des  surfaces  homofocales,  constituant  ainsi 
la  seule  solution  de  la  question  proposée,  en  contient  donc  toutes 
les  solutions  possibles,  soit  à  titre  de  cas  particuliers,  comme  la 
sphère  et  les  surfaces  de  révolution  que  nous  avons  rencontrées 
expressément  d'ailleurs  dans  notre  calcul  comme  solution  des 
deux  cas  1""  et  2"*,  soit  à  titre  de  cas  limites,  correspondant  à  des 
valeurs  nulles  ou  infinies  des  constantes.  Il  convient  donc,  avant 
d  aborder  le  problème  dans  toute  sa  généralité,  d'examiner  rapi- 
dement quels  pourront  être  ces  cas  limites,  c'est-à-dire  quelles 
variétés  de  surfaces  du  second  ordre  l'on  devra  considérer  comme 
renfermées  dans  la  solution  ci-dessus  (116). 

A  cet  effet,  faisant  tout  d'abord  A  c=s  0,  dans  cette  équation 
(116),  nous  obtiendrons  en  premier  lieu  les  cônes  homofocaux 

X^  V'  2' 

022) -♦---£— 4.- «0; 

puis  remarquant  que,  si  dans  cette  même  équation  (1 16),  prise  avec 
l'hypothèse  A.=»l,  l'on  change  a\  6^,  X,  et  z,  respectivement  en 
cp,  cq,  cX,  et  z  —  c,  et  qu'on  écrive  en  même  temps  ^^'^^^  *  •• 
place  de  1  dans  le  second  membre,  ce  qui  la  tranformera  dans  la 
suivante 

a:*  y'  Iz  —  c)*        c'  -4-  cA 

c  (p  -♦-  A)       c[q  -*-  X)       c  (c  -♦-  A)       c  (c  -♦-  A) 
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ou  ce  qui  est  la  même  chose,  en  réduisanl»  puis  multipliant 
par  c,  dans  celle-ci 


(423) 


cette  même  équation  se  réduira  ensuite,  en  y  faisant  c  =  qo  ,  à 
celles  des  paraboloïdes  homofocaux 

(124)  -f.  -ï — ==2«  •*-  X, 

p  -^  X      qf  -4-  X 

laquelle  doit  être  considérée  ainsi  comme  renfermée  à  titre  de  cas 
limite  dans  celle  précédemment  obtenue  (116).  Or  le  simple 
changement  de  notation,  à  laide  duquel  cette  équation  (116)  s*est 
trouvée  ainsi  transformée  dans  Téquation  (123),  n*ayant  d'autre 
influence  sur  Texpression  du  rapport^,  que  de  multiplier  par^ 
la  valeur  de  ce  rapport,  il  est  clair  que  quelque  valeur  que  Ton 
attribue  à  cla  famille  de  surfaces  n'aura  pas  cessé  d'être  isotherme, 
et  par  suite  Téquation  (124)  des  paraboloïdes  homofocaux  est 
encore  une  solution  du  problème. 

Et  de  même,  il  est  clair  que,  si  Ton  fait  grandir  indéfiniment 
Tune  des  constantes  a^  6^,  c*  dans  Téquation  (116),  ou  bien 
p  ou  q  dans  cette  dernière  (124)  les  deux  cylindres  ainsi  obtenus, 
soient  par  exemple 

x'  u* 

(125) 4-— i— =A,  et 

qui  seront  alors  elliptique  ou  hyperbolique  quant  au  premier,  et 
parabolique  quant  au  second,  seront  encore  deux  solutions  limites 
renfermées  implicitement  dans  la  solution  précédente  (116). 

Il  nous  sera  facile  à  présent  de  faire  disparaître  la  restriction, 
que  nous  avons  apportée  tout  d'abord  à  l'énoncé  du  problème  de 
Tisothermie  pour  les  surfaces  du  second  ordre,  et  de  voir  è  quelles 
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conclusions  nous  conduirait  noire  méthode,  si  nous  rappliquions 
à  réquation  la  plus  générale  du  second  ordre,  en  prenant,  dans 
réquation  A  =  0,  pour  la  fonction  A,  au  lieu  de  la  forme  très 
particulière  (76),  la  forme  générale  à  dix  coefRcients 

(«6)  A  -  cHox*-*.  il{>y  VGzV2(E)vz+2<t2x^2.fxy +2§x4-25y-f.29Cr-f-3, 

de  manière  à  ne  plus  rien  préjuger  relativement  aux  centres  et 
aux  plans  principaux  des  différentes  surfaces  composant  une 
même  famille. 

En  effet,  introduisant  pour  cela  Thypothèse  de  m  =  2,  dans 
les  conclusions  de  notre  théorie  pour  le  cas  le  plus  général 
(conclusions  qu'il  sera  aisé  de  vérifier  sur  ce  cas  simple),  nous 
verrons,  en  premier  lieu,  que  le  premier  membre  de  notre 
équation  générale  (53)  sera  dans  le  cas  actuel  un  polynôme 
complet  de  degré  3 . 2  —  3  «=  4,  dont  le  nombre  de  termes  sera 
par  conséquent  de  ^^3  =»  35  ;  et  partant  de  là,  si  Ton  applique 
de  point  en  point  la  méthode  que  nous  avons  indiquée,  comme 
rélimination  de  toutes  les  dérivées  secondes  entre  les  35  équa- 
tions  du  second  ordre  que  Ton  sera  ainsi  conduit  à  poser,  fournira 
un  système  complet  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  un  système 
de  dix  équations  simultanées  distinctes,  entre  les  dix  inconnues 
e/lo,  lf2>,  ...d,  et  leurs  dérivées  premières  (^),  Ton  sera  donc 


n  On  formera  précisément  par  cette  voie,  en  effet,  le  système  normal  du  premier 
ordre,  auquel  sont  astreintes  à  satisfaire  nos  dix  inconnues,  savoir 

x-*-Jio*-^^*  +  c*=o,     (D'-+-(ifi)-*-e)(r)+£^=o, 
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assuré  par  là,  que  fensemble  des  expressions  les  plus  géné- 
rales de  ces  inconnues  ne  pourra  renfermer  un  nombre  de  con- 
stantes arbitraires  supérieur  à  dix,  c*est-à-dire  que  ce  nombre 
sera  au  plus  égal,  ainsi  que  nous  Tavons  dit,  à  celui  des  coeffi- 
cients de  l'expression  proposée  (126)  de  A  (p.  64).  Or,  cette 
conclusion  nous  suffit  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'intégrer  le 
système  en  question,  pour  obtenir  immédiatement  la  solution  la 
plus  générale  demandée. 

Il  nous  est  très  facile,  en  effet,  en  partant  des  résultats  que 
nous  avons  obtenus  tout  à  Theure,  de  former  de  toutes  pièces 
une  solution  du  problème  renfermant  précisément  ce  même 
nombre  de  dix  constantes  arbitraires,  car  si,  désignant  toujours 
par  A,  B,  G  les  expressions  rencontrées  tout  à  l'heure  (11K), 
nous  transformons  à  l'aide  d'un  système  de  coordonnées  rectan- 
gulaires quelconques 

l'équation  de  la  famille  de  surfaces 

(127)  Ax'*-^  By'*-«-Cz'»  =  A, 

que  nous  venons  d'obtenir  pour  solution  de  la  question  précé- 
dente, ce  qui  la  changera  dans  la  suivante 

(128)  ol,j«-f.  lll)y«-#-G«*-^î2%ZH-£«x-«-2^x*y^2gx-h2^y-h23Cz-^3=0, 


dont  les  dix  équations  se  partagent,  comme  cela  doit  être,  en  quatre  groupes  (trois  formés 
de  trois  équations,  et  un  d'une  seule)  qui  se  reproduisent  séparément  par  l'échange  des 
trois  équations  entre  elles,  ou  des  trois  derniers  termes  entre  eux  pour  la  dernière»  lorsque 
l'on  y  permute  les  trois  axes  coordonnés,  c'est-à-dire  en  fait  simuUanémentles  trois  groupes 

(X,  oj,,  G).  (OE).  A^),«(g,  ^,ac). 

Nous  montrons  dans  la  Note  1  de  l'Appendice,  comment  on  peut  arriver,  malgré  la 
complication  des  calculs,  à  former  effectivement  ces  équations  qui  représentent  les  dix 
équations  figurées  par  le  type  (45)  de  cette  Note,  traduites  dans  les  notations  actuelles,  à 
l'aide  de  la  c/</ fournie  par  le  tableau  (41^  que  l'on  trouvera  en  fin  de  la  même  Note. 


x' 

= 

xi 

-♦- 

«X  -♦- 

6y 

-*-  n. 

y' 

= 

yi 

-♦- 

a'x-H 

6'y 

^y'z. 

z' 

1= 

«; 

-i-«"x  + 

6"» 

^r"z. 
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dans  laquelle  les  coefficients  <A>,  ifS», ...  «3,  auront  les  valeurs 


cH,  -.  A«»  H-  B«"  -V  Ca"», 

(Û  =  A6r-»-B6r'-HC6V", 

lfi»=  A6'  -»-  B6"  ^C6'", 

^^Aya+ByVi-Cr'V', 

G=Ar*-t-Br'*  +Cy"*, 

^=3A«6-HB«'e'-4-C«"e", 

^  =A6x;^B6V/i-vC6"zi, 

3  =  Axi*-H  Bi/i*  H-C^i'— A, 

Texpression  du  rapport  ^  n'étant  pas  altérée  par  une  transfor- 
mation quelconque  de  coordonnées,  en  vertu  de  la  propriété 
caractéristique  des  invariants  différentiels  A^  et  A,,  il  est  clair 
qu'après  cette  transformation,  la  famille  de  surfaces  (127)  n'aura 
pas  cessé  d*ètre  isotherme.  Or,  si  Ton  se  rappelle  que  les  neuf 
cosinus  a,  6,  y,  a'.  S',  /,  a",  S",  /',  sont  liés  par  six  relations,  en 
sorte  qu'il  en  reste  trois  de  réellement  arbitraires,  on  voit  que 
réquation  (1 28)  comprendra  bien  alors  dans  l'expression  de  ses 
coefficients  (129)  dix  constantes  réellement  arbitraires,  savoir  les 
trois  cosinus  en  question,  x^,  yô»  ^o»  a^»  6^»  <^\  ^^  A-  ^^  solution 
la  plus  générale  relative  au  problème  de  Tisothermie  pour  les 
surfaces  du  second  ordre,  envisagé  sans  restriction,  ne  diffère 
donc  pas  essentiellement  de  celle  obtenue  pour  le  problème  par- 
ticulier précédemment  examiné;  d'où  il  suit  que  les  solutions 
singulières,  s'il  en  existe,  devront  être  également  identiques  au 
fond  pour  les  deux  problèmes,  puisqu'elles  se  déduisent  précisé- 
ment de  la  solution  la  plus  générale  à  l'aide  d'une  règle  fixe  et 
connue  (^),  et  comme  celui  que  nous  avons  traité  tout  d'abord 
ne  comporte  aucune  solution  de  ce  genre,  ainsi  que  nous  l'avons 
rigoureusement  démontré,  le  problème  le  plus  général  en  ques- 
tion ne  saurait  en  admettre  non  plus. 

Par  conséquent  le  type  (116)  des  surfaces  homofocales,  en  y 


n  Voir  Jordan,  Court  d'Analyse  de  VÊcole  polytechnique,  t.  lit,  S  iO  (pp.  44-16). 


comprenant  comme  cas  limites  les  cônes  (123)»  les  parabololdes 
(124X  et  les  cylindres  (125)  (*),  représentent  bien  de  nouveau, 
non  seulement  la  solution  la  plus  générale,  mais  encore  la  seule 
solution,  du  problème  de  Tisothermie  relativement  à  la  classe  si 
importante  des  Surfaces  du  Second  Ordre. 

IV*  (Type  particulier  d'Ordre  supérieur).  —  Enfin,  comme 
exemple  des  cas  où  la  méthode  de  critérium  que  nous  avons 
indiquée  fournit  comme  solution  du  problème  une  conclusion 
négative,  prenons  en  terminant,  pour  Téquation  A  =»  0,  féquation 
de  degré  m  dans  laquelle  A  serait  la  fonction  très  simple 

A  =  Aa;"  -+-  By"  -♦-  Cjs"  —  A, 

les  trois  coefficients  A,  B,  C  étant  supposés  expressément  tous 
trois  différents  de  zéro,  et  A  désignant  encore  comme  dans  le 
résultat  obtenu  tout  à  Theure  une  simple  constante  demeurant 
arbitraire.  Cette  dernière  expression  donnant  alors 

A'  =  A'aT  -♦-  BY  ■+-  C'jT,       a"  -=  A"»:'"  -h  B'^y"  -+-  Cz", 

MDA'       DA5A'        MDA'  .        ,  ^  , 

-♦- H- =  m»(AA'x»~-«-f-BBy"-'+CCV—*), 

dx  dx       Dy  dy        ^z  Dz 

D'A  D'A  D'A 

Dx'  liy*  ^^z"  V  M  y  jy 

en  reportant  ces  valeurs  dans  notre  équation  générale  (53),  et 
procédant  ensuite  à   un  classement  judicieux  des   différents 


C*}  Nous  ne  jugeons  ntile  de  mentionner  ici  expressément  que  les  seuls  cas  limites,  ou 
en  quelque  sorte  agymptotiques,  qui  correspondent  à  des  valeurs  nulles  ou  infimes  des 
constantes,  et  non  les  simples  cas  particuliers,  tels  que  la  sphère  ou  les  surfaces  de  révo- 
lution, obtenus  en  supposant  dans  la  solution  générale  (ii6),  ou  dans  les  précédentes 
fiSS)  ou  (125),  les  trois  constantes  a*,  &*,  e*,  ou  deux  seulement  égales  entre  elles, 
bien  que  Lamé  les  fasse  figurer  individuellement  dans  l'énumération  et  l'examen  déjà 
mentionnés  dans  la  note  de  la  page  T7.  (Lamé,  Leçons  sur  les  Fonctions  Inverses, 
pages  S-li,  et  19-26.) 
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termes,  on  obtiendra  sans  peine  pour  cette  même  équation  dans 
ce  second  exemple,  en  n^écrivant  qu*un  coef&cient  pour  chaque 
type,  la  suivante 

A|m(A"-4.TA')A~(fii+l)A"(a;'— *-^B|    ....    jy^-'+Cj    ....   («»-« 

-[B|iii(C''-^.TC')B-(m+i)BT'jy"-*-t-C)m(B''+TB')C-(m4-4)C'B'j«--«]^^ 
-[Cj  ....  ....  jz— «-^Aj  ....  ....  |x— •Jz'-x- 

.|Aj....  ....  jx-'^Bi  ....  ....  iy-*]x-y- 

-(m-i)[(B-f-C)A'V-i- ....  +(B.4.C-*-2A)B'Cyz«H- . . . .  ]x— V'^*"*  =  ^ • 

laquelle  reproduit  bien  effectivement,  en  y  faisant  m  =  2  et 
T==0,  notre  équation  (81)  de  IVxemple  précédent.  Seulement, 
lorsque  Ton  supposera  fn>%  il  est  évident  que  les  différents 
coeiScients  que  nous  avons  fait  ressortir,  appartiendront  tous  à 
des  termes  réellement  distincts  en  x,  j/,  z  (circonstance  qui  n*a 
plus  lieu  pour  m  =  l  et  m  =  2)  ;  car  ceux  de  la  première  ligne 
de  cette  dernière  équation  ne  contiennent  qu'une  variable  seule- 
ment, ceux  des  trois  lignes  suivantes  deux  variables,  et  ceux  de 
la  dernière  ligne  les  trois  variables  à  la  fois.  D  où  il  suit  qu'ils 
devront  être  égalés  tous  à  zéro  séparément,  et  que  notre  méthode 
nous  conduit  ainsi  à  poser  entre  les  trois  coefficients  inconnus 
A,  B,  C,  les  quinze  équations,  dont  les  neuf  premières  du  second 
ordre,  et  les  six  autres  du  premier  ordre  seulement,  dont  les  types 
seront 

/  iw(A"  -f.TA')A— (m  ^i)A'^  =  0,... 
(i30)         )  (w  -^-  i)  B'C  ==  m  (C"  -f-  TC)  B  =  m  (B"  -4-  TB')  C, . . . 
(  (B  +  C)  A'*  «  0, . . .  (B  -♦-  C  +  2A)  B'C  =  0, .. . 

Or  rélimination  des  trois  quantités  (A"  h-  TA'),  (B"  +  TB  ), 
(C  '  H-  TC),  entre  les  neuf  premières  équations  donnant  immé- 
diatement dans  ces  conditions,  du  moment  que  A,  B,  C  ne 
peuvent  être  supposés  nuls, 

A'        R'       C 
BC  — CB'=-0,....  ou  -  =  _  =  _  =  „, 

A        B        C       " 
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la  valeur  p  de  ces  derniers  rapports  ne  pouvant  elle-même  être 
supposée  nulle,  sans  réduire  simultanément  les  trois  coefficients 
A»  B,  G  à  de  simples  constantes»  on  voit  que  la  nouvelle  élimi- 
nation des  trois  dérivées  A\  B',  C  entre  ces  dernières  équations 
et  celle  de  la  dernière  ligne  (130)  conduira  forcément  aux  six 
équations 

(B  -4-  G)  A*  =  0, ...       (B  -H  C  -♦-  Î2A)  BC  =  0, . . . 

qui  ne  sauraient  évidemment  être  satisfaites  que  par  des  valeurs 
constantes  des  coefficients  A,  B,  G  (*),  en  sorte  que  Téquation 
A  =  0  représenterait  alors  une  surface  parliculière,  et  non  plus 
une  famille  de  surfaces.  D'où  Ton  peut  affirmer  en  toute  certi- 
tudCy  que  de  quelque  façon  que  Ton  prenne  les  trois  coefficients 
A,  B,  G,  et  la  constante  A,  il  sera  impossible  que  Téquation 

Ax"'  -H  By"  ^Cz'"  =  A, 

représente  une  famille  isotherme  de  surfaces,  sauf  pour  les  deux 
cas  exceptionnels  de  m  =  1  et  tn  =  %  examinés  précédemment. 
Gette  conclusion,  étant  rapprochée  de  la  forme  d'équation  (S7), 
que  nous  avons  obtenue  plus  haut  pour  la  solution  la  plus  géné- 
rale du  problème  relative  au  premier  degré,  met  en  évidence  ce 
fait  intéressant,  qui  n'avait  sans  doule  pas  encore  été  signalé,  à 
savoir  que  c'est  exclusivement  pour  la  valeur  m  =  i  que  la 
forme  d'équation 

X'"  rf  z 

a,  6,  y  étant  des  constantes  supposées  différentes^  peut  fournir 
une  famille  isotherme  de  surfaces,  en  sorte  que  le  type  analy- 
tique des  surfaces  homofocales  du  second  ordre,  constitue  en 
réalité,  au  point  de  vue  de  Tisoibermie,  un  fait  isolé  parmi  les 
surfaces  simplement  algébriques. 


(*)  On  aperçoit  même  très  aisément  que  ces  valeurs  consuntes,  dans  le  cas  actuel,  ne 
sont  autres  que  léro,  mais  cette  particularité  ne  présente  aucun  intérêt  pour  la  conclusion 
qui  est  le  but  de  notre  recherche»  et  qui  resterait  la  même,  quelles  que  fussent  ces  valeurs 
constantes. 
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Vérification  des  résultats  qui  précédent  a  l*aide  du  procédé 
DE  Lamé.  —  Théorèmes  relatifs  a  l'isothermib  concernant  les 
SURFACES  DU  PREMIER  ET  DU  SECOND  ORDRE.  —  Il  ne  Sera  pas  înutîle 
avant  d*abandonner  ce  sujet,  aussi  bien  à  titre  de  confirmation 
des  résultats  précédents  obtenus  par  notre  méthode,  que  pour 
permettre  au  lecteur,  en  lui  remettant  exactement  sous  les  yetix 
I  état  de  la  question  sur  les  mêmes  points,  de  comparer  le  rôle  et 
Tutilité  des  deux  méthodes,  il  ne  sera  pas  inutile,  disons-nous, 
même  au  prix  de  deux  ou  trois  pages  de  plus,  de  vérifier  rapide- 
ment ces  résultats  à  Taide  du  procédé  de  Lamé,  dont  Temploi 
dans  ces  conditions  devient  alors  sûr  et  commode;  puis  cela 
fait,  de  formuler  ensuite  en  théorèmes,  pour  les  mieux  graver 
dans  Tesprit,  les  conclusions  ainsi  doublement  fondées  de  cette 
Étude,  attendu  que  nous  aurons  à  les  invoquer  è  chaque  instant, 
dans  tout  le  cours  de  cette  Théorie,  et  surtout  dans  le  Chapitre 
suivant  où  seront  examinés  successivement  tous  les  cas  particu- 
liers intéressants  du  problème. 

!•  {Plan).  —  Partant  de  la  forme  d*équation  (57)  ou  (58) 
considérée  comme  donnée,  c*est-à-dire  de  celle-ci 

N 
031)  x  =  -, 

en  faisant  pour  simplifier, 

(i  32)         N  =  ax  -I-  6y  -♦-  ex  -♦-  rf,         D  =  ox  -+-  €y  -♦-  yz  ^  J, 

on  eu  tirera,  en  différentiant  par  rapport  à  x  l'expression  (131) 
de  1, 

(135)  î!i==l(Dtt-Na)  =  -(a--a51=-(a  — aX),- 

^  dx       D*>  ^       D\  D/       D^  ^* 

d'où  les  trois  valeurs 

dx      —i  ,  ,         «f^      —  ^  .        L^       dA      —  1 
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et  enfin  celle-ci 

(134)  AÎA-i[(«A-a)'-H(6x-6)«H-(rA-c)']=l(pA«-2QA4-R), 

P,  Q,  R,  désignant  comme  ci-dessus  les  trois  quantités  (63). 
Puis  différenlianl  une  seconde  fois  la  valeur  (133)  prise  sous  sa 
première  forme,  et  remarquant  que  le  numérateur  (Da  —  Na)  ne 
contient  pas  x,  ce  qui  donnera 

^^  «/r.         mr  x,x«.         —2a/  N\        2a 

on  aura  semblablement,  pour  les  dérivées  secondes,  les  valeurs 

cPa       2a,  ,  cTa      26  ,,  rf*A      2r 

_»_(.,_«).  5j^.-5;(6x-6).         -=_(^x-e). 

et 

(135)  A,A«  1  [«(«A-  a)  +  6(6A-6)  h-  y(yA-  c)]=  ^(Pa-Q), 

d*où  par  suite,  en  divisant  Tune  par  Tautre  les  deux  expressions 
(135)  et  (i  34), 

AjA      Pa'— 2QA.#.R  ^  '• 

Donc  la  famille  de  surfaces  donnée  (131)  est  isotherme. 

Pour  avoir  à  présent  Texpression  de  son  paramètre  thermo- 
métrique, remarquant  que  la  valeur  de  la  fonction  Y(^)»  définie 
par  féquationqui  précède,  peuts'écrire —  ^log(PX*  —  2Qi-*-R), 
et  la  reportant  dans  la  seconde  équation  (32)  de  Lamé,  nous 
aurons  immédiatement 

de  i  ,  dA 

dA      Pa'  — 2QA-f-R  ^  dû 

en  y  écrivant  o*  au  lieu  de -,  équation  en  X  alors  identique,  en 
tenant  compte  de  la  valeur  (62)  de  S,  à  Téquation  en  p,  S  «»  ap' 
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[la  dernière  (60)],  qui  nous  a  fourni  notre  expression  (67)  de  p, 
et  qui  dès  lors,  étant  intégrée  comme  nous  Tavons  fait,  nous 
conduirait  finalement  à  cette  même  expression,  et  de  là  encore 
par  un  changement  de  coordonnées  à  Téquation  (69),  ainsi  que 
nous  nous  proposions  de  le  vérifier. 

^  (Sphère).  —  De  Téquation  donnée  (7i),  où  nous  ferons 
pour  plus  de  simplicité,  a  c»  0,  6  «-  0,  c  =  0,  savoir 

(^36)  x«-t-y«H-z'  =  A, 

Ton  tirerait 

è-^'     1='^'     î-'''     AÎA=»4(.'-y'*x')-U. 

é?-^'    57=''    5?"^'    ^-'' 


et,  par  suite. 


Donc  déjà  les  sphères  concentriques  (136)  forment  une  famille 
isotherme. 
Cela  fait,  l'équation  (31)  de  Lamé  sera  donc  pour  ce  cas 

d/      d»\  5  ./      d»\      5dx     ^ 

d'où,  en  intégrant  une  première  fois, 

de     î      —  i  4   -! 

--.A*=--—  ou  <«/«=,  — -A   »dA, 


et,  en  intégrant  de  nouveau, 


ffO  H-  r  SB  A    *  ou 


i 


((rt  ^  t)« 


111. 

valeur  qui,  étant  reportée  dans  Téquation  donnée  (136),  repro- 
duit bien,  eu  égard  à  la  valeur  0  admise  par  a,  6,  c,  la  même 
équation  (78),  à  laquelle  nous  avait  conduit  directement  notre 
méthode  en  adoptant  pour  variable  indépendante  le  paramètre 
thermométrique  6,  et  que  nous  avons  retrouvée  également  un 
peu  plus  tard  comme  cas  particulier  de  la  solution  relative  aux 
surfaces  du  second  ordre  en  général  (p.  93)  (*). 

3®  {Surfaces  du  Second  Ordre).  —  Vérifions  enfin  à  Taide  du 
même  procédé  que  la  famille  de  surfaces  homofocales  (116) 
réalise  bien  la  condition  de  Tisothermie  exprimée  par  Téquation 
(28),  qu*elles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  constantes 
a',  b\  c',  et  A. 

Pour  cela,  ayant  en  différentiant  cette  équation  (116)  par 
rapport  à  x. 


2x 


r_x]_  y»  z«     Idx 


nous  poserons,  pour  abréger  récriture, 

y'     . 


(137)  H« 


(a«  +  A)'      (6*  •♦.  A)*      (c*  -♦.  A)« 


ce  qui  permettra  d'écrire  cette  dernière  équation  sous  Tune  ou 
Tautre  des  deux  formes 

.  -  V         ^        ,.^^      ^  rfA      i     2x 

(138)      __-H--0,         ou 


o*  -+-  A         dx  dx      H  o*  -t-  A 

et  dès  lors  une  première  différentiation  de  cette  même  équation 
(116)  nous  donnera  les  trois  suivantes 

2x         „dA  2y         „rfA  2z         „dA 

a'  -♦-  A         dx  6*  -+-  A         dy  c'  -+-  A  dz 


(*)  Lamé  présente  le  même  calcul  sous  une  forme  légèrement  différente,  mais  un  peu 
moins  simple  et  moins  naturelle,  dans  les  Leçons  sur  les  Fonctions  inverses,  f  VII, 
page  a 
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lesquelles,  étant  élevées  au  carré  et  ajoutées,  donneront 
(140)      4H  =  H'AÎA,         doù  AÎA-»^.       et 


Cela  fait,  différentiant  à  nouveau  la  première  équation  (139) 
par  rapport  à  x,  nous  trouverons  : 


(141) 


X      (a*  -«-  A)*  dx  ~"     dx'      rfx  dx 


Or,  la  différentiation  de  l'expression  (137)  donnant  en  même 
temps 

du  2x  dx 

(142) =— r-2K~, 

^  rfx      (o»  -♦-  A)*  dx 

en  posant  semblablement 


(145) 


(a*  -^  A)»      (6'  +  A)»      (c*  -4-  A)'  • 


réquation  qui  précède  (141)  deviendra,  par  la  substitution  de 
la  valeur  (142), 

2  2x      ^^  _^d^^      [       2x  dA"!  dA 

a«  +  x"(a»-*- A)'dï*^     d?'*'L(a'-^^)'""^    dxj  di' 


ou,  en  développant  et  réduisant, 

2  ^d'A  4x      dA 

a*+A         dx'      (o'-f-A)*dx 


2R 


(£)*' 


dl 


et  par  conséquent,  en  y  remettant  à  la  place  de  la  dérivée  ^  sa 
valeur  (138),  nous  aurons  la  première  des  trois  équations 


^    d'A      8       x' 
a' -4- a""    dx«  "*"  h  (o«  -4-  A)» " 
2  .  d'A      8       v' 


//  ^  A      ■  dy«      H  (6*  H-  A)» 
2 


d'A      8 


dz*      H  (c'  -♦.  A)» 


2K 
2K 
2K 


te)' 

(!)■• 
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les  deux  autres  devant  être  fournies  évidemment  par  un  calcul 
semblable.  Or  si  nous  ajoutons  ces  trois  dernières  équations, 
en  ayant  égard  successivement  à  la  définition  (143)  de  K,  puis 
aux  valeurs  réciproques  (140)  de  H  et  de  A*  X,  il  est  clair  que 
nous  obtiendrons  ainsi 

AÎÀ      H  H         AÎA 

d*où  en  divisant  par  4,  et  intervertissant  les  deux  membres 
extrêmes, 

et  par  conséquent  la  famille  de  surfaces  (116)  réalise  bien  la 
condition  de  Tisothermie  exprimée  par  Téquation  (28). 

Cela  fait,  pour  trouver  maintenant  Texpression  du  paramétre 
tbermométrique,  Téquation  (31)  de  Lamé  sera  dans  le  cas  actuel, 
en  y  écrivant,  è  la  place  de  YC^),  la  valeur  que  nous  venons  de 
rencontrer  pour  cette  fonction  par  Féquation  qui  précède  (144), 

,-..v        (l       dB  ir     4  i  il 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  changeant  tous  les  signes, 

^ .  ^^    ^  r  *         ^         1    I  ^ 

^dô      2  La»  -*-  X      6»  -t-  A      c'  -+.  A  J 

équation  qui  coïncide  exactement,  eu  égard  à  la  précédente 
(118),  avec  la  seconde  équation  (119),  que  nous  avons  obtenue 
par  notre  méthode,  sauf  le  changement  comme  notation  de  p  en  A, 
et  qui  conduira  par  conséquent  par  une  première  intégration 
à  la  même  équation  (120)  ou  (121),  pour  fournir  Texpression 

s. 
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du  paramètre  thermométriquei  avec  les  deux  constantes  arbitraires 
qui  entrent  essentiellement  dans  sa  définition  (*)• 

Mais  si  Ton  se  propose  de  rapporter  la  famille  de  surfaces 
(116)  à  son  paramètre  thermométrique,  ce  n'est  pas,  à  propre- 
ment parler,  cette  dernière  expression,  mais  bien  Texpression 
inverse,  c'est-à-dire  celle  de  X  en  fonction  du  paramètre  thermo- 
métrique  aô  -f-  t  =  w,  qu'il  importe  de  connaître,  en  vue  de  la 
substituer  à  l  dans  cette  même  équation  (116).  Or,  pour 
obtenir  cette  dernière  expression,  le  moyen  le  plus  simple  consis- 
tera à  intégrer  directement  l'équation  différentielle  (120),  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  celle-ci 

l/(a«^  A)(6*-t- A)(c'-^  A) 

en  y  considérant  u  comme  la  variable  indépendante,  parce  que, 
cette  équation  appartenant  à  un  type  simple  très  connu,  on  sait  à 
l'avance  que  l'intégrale  sera  de  la  forme 

A  =  —  a'cn*(ju  -*-  A)  —  bhn*(gu  •+-  A), 

h  désignant  la  constante  d'intégration,  et  g  une  autre  constante 
déterminée,  fonction  de  a\  6^,  c^,  et  que  dès  lors  on  n'aura  sim- 
plement qu'à  trouver  les  valeurs  de  cette  constante  g  et  du 
module  k,  qui  procurent  la  vérification  de  la  même  équation 
(1 46)  par  cette  expression  de  X. 

Toutefois,  ayant  déjà  fait  entrer  les  deux  constantes  arbitraires 
(7  et  T  dans  la  définition  de  la  variable  u,  savoir  u  e»  aO  -»-  t, 
l'introduction  des  deux  nouvelles  constantes  9  et  A  sera  sans 


(*)  Juftcpi'ici,  dans  cette  question,  nous  n'avons  fait»  pour  ainsi  dire,  qu'adapter  à  la  nota- 
tion plus  simple  et  plus  symétrique  de  Jacobi  pour  les  surfaces  homofocales' (dont  on 
reconnaîtra  le  très  grand  avantage  dans  la  suite  de  ce  travail)  le  calcul  de  Lamé,  qui  forme 
le  point  de  départ  de  la  belle  découverte  des  Coordonnées  Thermométriques  auxquelles  son 
nom  restera  toujours  attaché.  {Leçons  sur  les  Fonctions  Inverses,  %  XI II,  pp  47-48).  Hais 
il  n'en  sera  pas  de  même  du  calcul  qui  va  suivre,  relatif  à  la  seconde  intégration,  savoir 
celle  de  l'équation  (iSO)  ou  (446),  qui  n'est  en  réalité  qu'indiquée  et  non  pas  effectuée  par 
Lamé  dans  la  théorie  que  nous  venons  de  rappeler. 


145. 

intérêt  dans  la  question  actuelle,  et  ferait  double  emploi  avec  les 
précédentes,  attendu  que  les  deux  notations  gf  (er9  +  x)  +  A,  ou 
simplement  (tô  +  t,  représenteront  Tune  et  Tautre  exactement 
la  même  quantité.  C*est  pourquoi  il  suffira  de  prendre  pour  X 
Texpression 

(i  47)  X  =  —  a'cn'tt  —  6*sn*u, 

laquelle  pourra  s'écrire,  en  tenant  compte  des  relations  fonda- 
mentales 

ch'm  ■♦-  snH*  ==  1,  dn'ii  -f-  fc'sn'u  =  i, 

sous  Tune  ou  TaUtre  des  deux  formes 

J  A  =  —  a'ii  —  sn*u)  —  6*sii'i#  =  —  a'  -♦-  (a*  —  6')sn*tt, 
^^     '     j  A  =  —  o'cnH*  —  6*(1  -  cn*M)  =  -  6«  —  (o"  —  6*)cn'«, 

qui  donneront  immédiatement  les  trois  valeurs  : 

(149)  o'^  A  =  (a*  — 6*)sn"M,  6* -^  A  =  — (a«  — 6*)cn'M, 

r       o*— 6*       1 

Dés  lors,  on  voit  qu'il  suffira  de  faire  k'^  ^=  p-E^;»  pour  que 
cette  dernière  valeur  prenne  elle-même  la  forme  analogue 

(150)  c»-HA  =  — (a'  — c«)(i— fc«8n*w)  =  — (a'  — c')dn*ii, 

en  sorte  que  Ton  aura  alors,  en  la  multipliant  par  les  deux  expres- 
.sions  semblables  (149), 

(a»  -♦-  A) (6«  4-  A)(c*  ^  A)  =  (o*  —  by  (a*  —  c»)  sn'ucn'w dn'u , 

et  en  extrayant  les  racines 


|/{a*  -♦-  A)(6*  -f.  A)(c*  -f-  A)  =  db  (o'  —  6»)  l/a*  —  c'snu cnti dnu. 


ii6. 

Or,  comme,  d*autre  part,  la  différentiaiion  de  Tune  ou  Tautre 
des  deux  expressions  (148)  donnera 

(151)  dA«.(a'  — 6»).28nwcnttdnu, 

on  aura  donc,  en  divisant  Tune  par  Tautre  ces  deux  dernières 
égalités,  relativement  à  la  valeur  deA  exprimée  par  régalité(147), 

dx  (a*— 6').2snucDfidnu.(/ti         d=2du 


\/(a'-f-A)i6*-*-A)(c'-t.A)  (a«— 6»)l^a'— c'sniicniidna      Kô^ 

ou,  en  revenant  à  la  variable  0, 

dx  âcr 

(132) 


Via"  -♦-  A)(6«  ^  A)(c*  -♦-  A)  Va^  —  c* 

équation  qui  ne  diffère  pas  en  réalité,  c  étant  arbitraire  de 
réquation  (120)  qu*il  s^agissait  dlntégrer,  car  Ton  en  déduirait 
aussi  bien  par  la  différentiation  Péquation  du  second  ordre  (14S) 
ou  (119),  qui  représente  dans  le  cas  actuel,  avons-nous  vu, 
réquation  (31)  de  la  théorie  de  Lamé. 

L'expression  (147),  dans  laquelle  on  attribue  au  module  k  la 
valeur 


constitue  donc  la  solution  de  la  question  proposée  sous  la  forme 
la  plus  propice  pour  le  but  que  nous  avons  en  vue,  qui  est  de 
rapporter  la  famille  de  surfaces  à  son  paramètre  thermométrique. 
En  effet,  si  nous  posons  encore,  pour  simplifier  récriture, 
comme  nous  le  ferons  plus  tard  dans  le  dernier  Chapitre  de  ce 
travail, 

(154)  /«  =  o'  — 6«,  m«=6"  — c*,  n^=i?—a\ 

d'où 

/*  P 

(455)  A'  =  — 1  et  n* -. 

—  nr  —  k* 


il7. 
les  valeurs  (149)  et  (iSO)  devenant  avec  ces  noavelles  notations 

i^      n 

(456)    a*-+.A=/«sn*«i,      6« -*- a  =  — /*cn*u ,      c»+ A=— ~dn*i/, 

si  Ton  substitue  ces  trois  valeurs  dans  Téquation  (116)  de  la 
famille  proposée,  etqu  on  la  multiplie  en  même  temps  par/*,  en  y 
écrivant  au  second  membre  ^  à  la  place  de  h,  d  étant  alors  pour  . 
rhomogénéité  une  simple  constante  numérique  de  même  que  A, 
cette  équation  se  transformera  par  là  dans  la  suivante 


(157) 


qui  sera  dès  lors  l'équation  de  la  même  famille  de  surfaces  rap- 
portée à  son  paramètre  thermométrique  u  «=>  er9  +  t,  et  qui 
montre  que  pour  toutes  les  surfaces  composant  cette  famille 


{*)  Ces  trois  expressions  n'étant  autres  que  les  inverses  des  trois  coefficients  inconnus 
{iilS)  du  problème  précédent,  il  appert  littéralement  alors  de  ces  valeurs  (156),  en  ayant 
égard  à  la  définition  de  la  variable  u,  le  fait  annoncé  par  notre  théorie  (p.  88),  et  déjà 
constaté  plus  haut  (pp.  98-99),  à  savoir  que  l'ensemble  des  expressions  des  quatre  incon- 
nues (iiS)  ne  renferme  que  cinq  constantes  réellement  arbitraires,  qui  sont,  sous  cette 
nouvelle  forme,  0-,  r,  /*,  k\  et  h. 

(**)  Par  suite  de  l'introduction  de  ce  paramètre  u,  cette  équation  renferme  donc  seule- 
ment deux  constantes  arbitraires  essentielles,  savoir  ^  et  k,  de  même  que  l'équation 
(iiS),  ainsi  qu'il  était  évidemment  nécessaire  a  priori. 

Cette  équation  d'ailleurs  n'est  autre  que  la  première  équation  (10)  du  S  XCVI  des 
Leçons  sur  les  Fonctions  .nverses  (page  126),  Lamé  y  désignant  l'amplitude  d^  l'intégrale 
elliptique  de  première  espèce  par  le  symbole  Jle.  au  lieu  du  symbole  am  introduit  par 
Jacobi  dans  la  notation  sin  am.  Mais  cette  équation  qu'il  n'écrit  qu'incidemment,  en  vue 
d'un  cas  particulier  (celui  des  surfaces  de  révolution),  et  en  alléguant  que  i  vu  son 
manque  de  symétrie  elle  ne  saurait  être  préférée  à  la  première  x,  il  la  répudie  en  quelque 
sorte  dans  la  suite,  en  n'en  faisant  mention  nulle  part  dans  ses  Leçons  sur  les  Coor- 
données Curvilignes,  quoiqu'elle  nous  paraisse,  au  contraire,  bien  préférable  à  celte  qu'il 
adopte  pour  chacune  des  trois  familles  composant  son  système  orthogonal  triplement 
isotherme  [formules  (1)  du  f  LXXX  des  Fonctions  Inverses  (pagelOS),  ou  (55)  du  §  LXVIII 
des  Coordonnées  Curvilignes  (page  120;].  Quant  au  reproche  de  dissymétrie  par  lequel  il 
motive  ce  rejet,  nous  montrerons  dans  le  dernier  Chapitre  de  ce  travail  qu'il  n'est  pas 
fondé,  ou  tout  au  moins  qu'il  n'en  subsiste  rien  dans  les  formules  correspondantes,  qui 
donnent  l'expression  des  coordonnées  rectilignes  en  fonction  des  coordonnées  thermo- 
métriques, et  qui  importent  seules  au  point  de  vue  des  application^!. 


118. 

isotherme  les  trois  axes  seront  proportionnels  aux  trois  fonctions 
simples  sn  u,  en  u,  dn  u.  Ce  résultat,  étant  joint  à  ceux  que  nous 
avons  établis  par  le  moyen  de  notre  méthode  dans  le  cours  de  ce 
Chapitre  nous  permettra  d'énoncer,  comme  conclusion  de  cette 
Étude,  ces  quatre  théorèmes,  dont  les  réciproques,  formulés  seuls 
par  Lamé,  ne  sont  en  fait  qu'une  conséquence  restreinte  (*)  : 

Théorème  I.  —  «  Dans  toute  famille  isotherme  de  plans,  tous 

>  les  plans  qui  la  composent  passent  par  une  même  droite,  cette 
»  droite  se  tramportant  tout  entière  à  l'infini  lorsque  la  famille 

>  est  composée  de  plans  parallèles,  et  le  paramètre  thermomé^ 

•  trique  représente  pour  chaque  plan  son  azimut  relativement  à 
»  un  plan  fixe  de  la  famille  pris  pour  origine.  » 

Théorème  II.  —  «  Dans  toute  famille  isotherme  de  sphères, 

•  toutes  les  sphères  qui  la  composent  ont  le  même  centre,  et  le 
»  paramètre  thermométrique  représente  pour  chacune  l'inverse 
»  du  rayon.  > 

Théorème  IIL  —  «  Dans  toute  famille  isotherme  de  surfaces 

•  du  second  ordre,  toutes  les  surfaces  qui  la  composent  sont 
»  homofocales,  c'est-à-dire  qu'elles  ont  toutes  les  mêmes  plans 
»  principaux,  et  dans  chacun  de  ces  plans,  les  deux  mêmes  points 
»  pour  foyers  de  leurs  sections  relatives  à  ce  plan.  • 

Théorème  IV.  —  «  Dans  toute  famille  isotherme  de  surfaces 

•  du  second  ordre,  les  trois  axes  sont  respectivement  propor- 


C)  Nous  indiquons  par  des  caractères  romains,  dans  les  énoncés  qui  suivent  imprimés 
en  italiques,  les  mots  qui  constituent  notre  modeste  part  de  contribution  personnelle  dans 
les  propositions  que  nous  formulons  comme  résumé  de  cette  théorie. 

Ce  sont  donc,  en  quelque  sorte,  les  réciproques  de  ces  théorèmes,  à  savoir  qae  les 
différentes  familles  de  surfaces  y  désignées  sont  isothermes,  qui  sont  seules  établies  par 
Lamé,  et  que  l'on  trouve  partout  depuis  lors  formulées  à  ce  sujet.  Nous  espérons  que  le 
Lecteur  jugera  que  les  propositions,  telles  que  nous  les  énonçons,  éclairent  la  question 
d'un  jour  assurément  pins  complet,  et  qde  cette  addition  à  l'œuvre  du  Maître  sur  ce  point, 
quelque  légère  qu'elle  soit,  valait  encore  la  peine  d'être  produite,  même  au  prix  des  déve- 
loppements, en  apparence  exagérés,  que  nous  avons  dû  apporter  pour  cela  à  notre 
Chapitre  II. 


H9. 

9  tionnels  aux  trois  fonctions  sin  am,  cos  aro,  A  am,  du  para- 

»  mètre    thermométrique,    les  coefficients   de  proportionnalité 

»  restant  d'ailleurs  les  mêmes  pour  toutes  les  surfaces  qui  corn- 

»  posent  cette  famille  (*).  » 

Observons  enfin,  en  terminant,  que  si  Ton  suppose  suivant 
Tusage  les  trois  constantes,  positives  ou  négatives,  a\  b\  c^, 
rangées  par  grandeur  dans  l'ordre  suivant  a*  >  6'  >  c*,  lequel 
donnera  par  conséquent 

(458)        o*  — 6*>0,        a^-c*>0,         a*  —  V<a^-^c\ 

la  valeur  (153)  du  module  k  sera  bien  réelle  et  plus  petite  que 
Tunité,  ainsi  que  l'exige  la  forme  dite  canonique  des  fonctions 
elliptiques  de  première  espèce;  et  si  de  plus  on  suppose  le  para- 
mètre 7i  astreint  à  varier  entre  les  limites  — a'  et  — 6*,  les 
valeurs  (148)  montrent  que  Ton  pourra  satisfaire  à  Téquation 
(1 47)  par  des  valeurs  de  sn^ti  et  cn^  positives  et  moindres  que  1 , 
ce  qui  veut  dire  que  le  paramètre  thermométrique  û  sera  alors 
réel  en  même  temps  que  X. 

Sauf  ce  cas,  pour  lequel  Téquation  (1S7)  représentera  par  suite 
évidemment  un  hyperboloide  à  deux  nappes,  on  ne  pourra 
satisfaire  à  Téquation  (147),  qu'en  attribuant  à  Tune  au  moins 
des  deux  fonctions  sn^u  ou  cn^u  des  valeurs  négatives  ou  plus 


D  Lamé,  d'une  part,  n'ayant  pas  établi  que  le  type  des  surfaces  homofocales  embrasse 
en  réalité,  pour  les  surfaces  du  second  ordre,  la  totalité  des  familles  isothermes  de  cet 
ordre,  ne  pouvait  évidemment  formuler  cette  proposition  que  pour  ce  type  particulier  seu- 
lement, et  non,  comme  nous  le  faisons,  pour  toutes  les  familles  isothermes  du  second  ordre 
sans  exception. 

D'autre  part,  au  lieu  de  faire  usage,  pour  l'expression  des  fonctions  elliptiques  de 
première  espèce,  des  trois  types  classiques  d'Abel  et  de  Jacobi,  il  introduit  neuf  fonctions 
qui  ne  coïncident  pas  exactement  avec  celles-là,  bien  qu'ayant  avec  elles  des  rapports 
assez  simples  (et  dont  on  trouvera  la  signification  exacte  mentionnée  dans  notre  dernier 
Chapitre),  et  nous  semble  en  cela  sacrifier  à  une  préoccupation  exclusive  de  symétrie 
la  clarté  des  calculs  et  la  lucidité  des  résultats.  Nous  montrerons  d'ailleurs,  en  revenant 
sur  le  même  sujet  à  la  fin  de  ce  Mémoire,  que  l'on  peut  s'assurer  le  bénéfice  incontestable 
d'une  symétrie  aussi  complète,  et  môme  plus  satisfaisante,  sans  renoncer  pour  cela  à 
la  clarté  inhérente  à  des  symboles  consacrés  par  d'illustres  travaux  et  un  usage  presque 
général,  et  entrés  définitivement  ai^'ourd'hui  dans  l'Enseignement  classique. 


grandes  que  1,  lesquelles  correspondront  dès  lors  forcément  à 
des  valeurs  imaginaires  de  la  variable  u.  Mais  cette  circonstance, 
inévitable  par  conséquent  si  Ton  veut  constituer  un  système 
coordonné  avec  trois  familles  de  surfaces  différentes  de  ce  même 
type  (157)  (*),  n'empêchera  pas  néanmoins,  comme  nous  le 
verrons  dans  notre  dernier  Chapitre,  de  faire  usage  de  ces 
paramètres  u  com^e  coordonnées  thermométriques,  et  d'en  tirer 
un  parti  précieux  pour  la  solution  d'importantes  questions,  aux- 
quelles ces  variables  se  prêteront  mieux  que  le  système  des 
coordonnées  elliptiques  l  et  ses  homologues,  défini  par  trois 
équations  du  type  (116),  que  nous  rencontrerons,  comme  solu- 
tion la  plus  générale  du  problème,  à  la  fin  des  deux  premiers 
Chapitres  de  la  Seconde  Partie  de  ce  Mémoire. 


(*)  Pour  que  trois  équations  du  même  type  puissent  représenter  trois  familles  de  sur- 
taces  capables  de  se  couper  réciproquement,  c'est-à-dire  par  conséquent  distinctes,  il  faut 
en  effet  de  toute  nécessité  supposer  expressément  le  paramètre  renfermé  entre  des  limites 
différentes  pour  ctiacune,  sans  quoi,  nonobstant  la  multiplicité  des  syinboles  adoptés  pour 
ces  paramètres,  ces  trois  équations  ne  représenteraient  alors  évidemment  qu'une  seule  et 
môme  famille  de  surfaces. 
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CHAPITRE  III. 


Équations  générales  aux  dérivées  partielles  d^nn  système  ortho- 
gonal triplement  isotherme.  —  Solution  détaillée  dn  problème 
pour  tons  les  cas  particnliers,  qui  admettent  des  surfasses 
développables  dans  la  composition  dn  ssrstème. 


Équations  aux  dérivées  partielles,  diaprés  Lamé,  d*un  système 
ORTHOGONAL  QUELCONQUE.  —  Si  Ton  demande  dVerire  d*une  façon 
générale  les  relations  différentielles  auxquelles  devront  satisfaire 
les  paramètres  %  v/;,  m  des  trois  familles  de  surfaces  composant 
un  système  orthogonal  triplement  isotherme,  Tidée  la  plus  natu- 
relle et  qui  se  présente  la  première  à  Tesprit  consiste  évidem- 
ment à  astreindre  ces  trois  fonctions  à  vériCer  simultanément 
les  six  équations  aux  dérivées  partielles 


XX      yy       zz 


(!) 


X»      y*      z* 

=  0, 

«»      y*      *' 

=  0, 

o*        o»        o* 

?'^y'"*"z' 

—  0, 

XX      y  y      z  z 
XX      yy       zz 


dont  les  trois  du  second  ordre  expriment  que  chaque  famille  de 
surfaces  est  individuellement  isotherme,  et  les  trois  autres  du 
premier  ordre,  que  ces  mêmes  familles  sont  deux  à  deux  ortho- 
gonales entre  elles.  Mais,  s'il  est  ainsi  très  simple  et  très 
facile  de  poser  les  équations  du  problème,  il  n'en  est  pas  de 
même  pour  le  résoudre,  c'est-à-dire  pour  intégrer  d'une  façon 
générale  le  système  de  ces  six  équations  aux  dérivées  partielles, 
à  cause  de  la  difficulté  de  déterminer  les  deux  fonctions  arbi- 
traires, introduites  par  l'intégrale  générale   de  chacune  des 


équations  du  second  ordre  (*),  par  la  condition  de  satisfaire 
ensuite  simultanément  aux  trois  équations  du  premier  ordre. 
Aussi  n*emprunterons-nous  cette  voie  que  pour  deux  sur  sept  des 
Cas  successivement  traités  dans  cette  étude,  et  encore  dans  ces 
deux  Cas  comme  second  mode  de  solution  seulement,  la  ques- 
tion ayant  été  déjà  complètement  résolue  par  un  autre  mode  que 
nous  allons  dire. 

G  est  en  faisant  appel  à  une  série  de  considérations  en  appa- 
rence beaucoup  plus  compliquées,  mais  qui  se  prêtent  mieux  en 
fait  à  la  réalisation  pratique  des  calculs,  que  Lamé  a  posé  le 
premier,  d'une  façon  précise  et  complète,  les  équations  différen- 
tielles du  problème,  dans  des  conditions  qui  permettent  d*en 
espérer  la  solution  avec  les  ressources  actuelles  de  TAnalyse, 
lesquelles  n'offrent  encore  aucune  méthode  certaine  pour  l'inté- 
gration des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  entre 
plusieurs  inconnues.  H  faut  dire  toutefois  qu*après  avoir  ainsi 
posé  le  problème  d'une  façon  magistrale,  Lamé  ne  fait  guère 
dans  ses  Leçons  sur  les  Coordonnées  Curvilignes  qu'en  ébaucher 
la  solution,  mais  cette  esquisse  hardie,  si  peu  justifiée  en  appa- 
rence, et  qui  semble  ne  devoir  fournir  qu'une  solution  très  par- 
ticulière du  problème,  lui  suffit,  grâce  à  son  admirable  coup 
d'œil,  pour  amener  au  jour,  comme  par  un  prodigieux  coup  de 
filet,  tout  ce  que  la  solution  la  plus  générale  contient  en  réalité 
d'essentiel,  en  sorte  qu'il  ne  laisse  plus  à  ceux  qui  viendront  à  sa 
suite  que  le  rôle  peu  glorieux  de  constater  avec  certitude  qu'il  a 
déjà  tout  trouvé,  et  qu'il  ne  reste  rien  désormais  à  glaner 
après  lui. 

Nous  allons,  en  conséquence,  rapporter  ici  fidèlement,  mais 
en  le  transcrivant  avec  nos  notations,  et  l'établissant  à  l'aide  de 
nos  travaux  antérieurs,  le  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles,  dont  Lamé  fait  afnsi  dépendre  la  détermination  de 
tout  système  orthogonal  triplement  isotherme;  et  après  avoir 
posé  de  la  sorte  la  question  avec  lui,  nous  la  résoudrons  corn- 


{*)  Voir  notre  Chapitre  II»  équaUoiii(45). 


123. 

plètement  et  rigoureusement,  dans  les  termes  mêmes  où  il  Ta 
posée,  et  sans  sortir  un  seul  instant  de  la  voie  qu'il  nous  aura 
tracée. 

Envisageant  donc  tout  d'abord  le  problème  de  la  recherche 
d*un  système  triple  orthogonal  dans  toute  sa  généralité,  Lamé 
commence  par  renverser  en  quelque  sorte  les  données  analy- 
tiques du  problème,  en  adoptant  pour  variables  indépendantes 
les  coordonnées  curvilignes  9,  4^,  m,  qui  dans  les  équations 
précédentes  (1)  étaient  les  inconnues,  et  pour  inconnues  finales 
les  coordonnées  rcctilignes  x,  j/,  z,  qui  tout  à  Theure  étaient  les 
variables  indépendantes.  Puis  il  décompose  la  .question  en 
deux  distinctes,  de  façon  à  parvenir  au  but  en  deux  étapes 
successives.  —  Dans  la  première,  à  laquelle  correspondra  notre 
Chapitre  IV  en  entier,  il  se  propose  d'abord  de  déterminer 
les  invariants  différentiels  du  premier  ordre  relatifs  aux  trois 
coordonnées  curvilignes,  Àf9,  À^^,  Ài^,  en  fonction  de  ces 
coordonnées  ?,  \p,  ar,  elles-mêmes.  —  Puis,  ce  premier  résultat 
supposé  obtenu,  il  se  propose  dans  la  seconde,  comme  nous  le 
ferons  dans  notre  Chapitre  V,  de  déterminer  les  inconnues  x,  y,  z, 
en  fonction  des  mêmes  variables  indépendantes  9,  ^f  tzr,  à  Taide 
des   expressions  précédemment  acquises  des  trois   invariants 

À|9,  À|v//,  Âitzr. 

A  cet  effet,  Lamé  montre,  en  premier  lieu,  qu'il  existe  dans 
tout  système  orthogonal  en  général  six  relations  différentielles 
du  second  ordre  entre  les  trois  invariants  précités  exclusivement, 
c'est-à-dire  six  relations  dans  lesquelles  il  n'entre  que  ces  seules 
quantités  et  leurs  dérivées  par  rapport  aux  coordonnées  9,  v/;,  w, 
à  l'exclusion  de  ces  coordonnées  elle-mêmes  (*).  Puis  un  peu 
plus  loin,  en  introduisant  dans  ces  relations,  et  dans  celles  que 
Ton  peut  en  déduire  par  simple  combinaison  algébrique,  à  la 
place  des  dérivées  premières  de  ces  quantités,  les  grandeurs  des 
six  courbures  principales  du  système  qui  leur  sont  proportion- 
nelles, il  en  tire  ainsi  pareil  nombre  de  relations  différentielles 
du  premier  ordre  entre  ces  mêmes  éléments,  relations  qu'il 
traduit  alors  géométriquement  par  une  série  de  beaux  théo- 


0  Leçons  sur  les  Coordonnées  Curvilignes,  V«  leçon,  SS  XLHI-XLV,  pp.  73-79. 
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rèmes,  relatifs  aux  courbures  principales  de  tout  système  ortho- 
gonal (*). 

Ayant  démontré  tout  au  long  ces  théorèmes,  c*est-à-dire  en 
fait  les  formules  dont  ils  ne  sont  que  la  traduction  en  langage 
ordinaire,  dans  notre  précédent  Mémoire  sur  la  Théorie  de  la 
Courbure  des  Surfaces  (**)  (§  IV,  page  88),  nous  n^aurons  plus 
évidemment,  pour  retrouver  les  équations  primitives  de  Lamé, 
qu'à  faire  dans  ces  formules  la  substitution  inverse  de  celle  opérée 
par  Lamé,  comme  nous  venons  de  le  dire,  c*est-à-dire  de  réta- 
blir, par  exemple  dans  les  équations  (68)  (page  80)  dudit 
Mémoire  (dont  celles  qui  suivent  ne  sont  que  de  simples  com- 
binaisons algébriques),  à  la  place  des  six  courbures  principales 
F' ÏT' R"  F"  F' ÏT*  '^^  valeurs  que  nous  donnons  sous  le 
numéro  (59)  (page  70)  dans  le  Mémoire  en  question,savoir  (***)  : 

f    i             ^    /A,^         i             .     /A,a         i  ^     /A,f 

_ A.f— , A,f-j-, A.a_. 

A.,--.       -^ A.*—, A..— 

A  cet  effet,  faisant  donc  cette  substitution  dans  les  trois  groupes 
de  formules  (67)  (page  80),  et  remarquant  que  les  deux  quan- 
tités P  et  Q",  définies  par  ces  formules,  donneront  ainsi  nais- 
sance à  deux  expressions  identiques,  car  Ton  trouvera  de  la 
sorte 

^      df       iA.A       .      'Ai'^/a      ^^^"^       A     ^^'^^ 
P  «a— A,CT—  A,f  —  -f-  A|0 A,f A,f 1 

aa\  f    /  cr\  f  f    / 

^     [(lài^y      l^^f  /A,+       l^i^  /AiTj      /A,<//  /A,^"] 
=  —  A|cA,f 1 1 , 

[_wf>                n        f              a        f               ^        f    A 
»  —  A,pA|Cr     + H » 


n  Ibid.,  à  la  suite,  SS  XLVI-XLVII,  pp.  79-84. 

f)  Annales  de  la  Société  Scientifique  de  Bruxelles,  V«  année  (4880-i884). 

r**)  Ce  sont  les  formules  (34)  du  |  XXX,  de  l'ouTragedéjà  cité  de  Lamé  (page  51). 


on  8*assure  ainsi  que  les  trois  quantités  Q,  Q',  Q"  reproduiront^ 
dans  un  autre  ordre  seulement,  les  mêmes  expressions  déjà 
fournies  par  les  trois  quantités  P,  P',  P";  et  par  conséquent, 
en  supposant  que  Ton  agisse  de  même  à  Tégard  des  trois  auires 
quantités  T,  T,  T",  on  voit  que  les  neuf  équations  (68)  du 
Mémoire  en  question  (page  82)  fourniront  par  cette  substitu- 
tions seulement  les  six  équations  suivantes  : 

(iA,f)'      /A,ç> /A,<^      /A,f /A|0      /A,?iA,f__ 

(     (^^«^)'      /Ai^p  /A,cr  ^   /A,4>  <Ai?      <A|^  fA,4>  ^  ^ 

(/A|tj)'        iA|Cr  /Al?        /A|Or  /A|<|'        /A|tJ  /Ajor  ^ 

n 


O  Le  premier  de  ces  deux  groupes  de  trois  équations  représente  les  équations  (8)  du 
§  XLIU  de  Lamé  {Coord,  Curv.^  p.  76,  au  bas),  et  le  second  traduit  semblablement  dans 
nos  notations  les  trois  équations  (9)  duS  XLIV  {ibid.,  p.  78). 
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équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
qui  constituent,  d'après  Lamé,  le  point  de  départ  essentiel  de 
cette  recherche. 

Les  expressions  en  ?,  vf;,  m  des  trois  fonctions  A^ft  Ai^,  Ait? 
étant  supposées  connues  par  l'intégration  générale  du  système 
qui  précède,  on  iiura  ensuite,  pour  déterminer  celles  des  trois 
coordonnées  x,  y,  z  en  fonction  des  mêmes  variables,  un  système 
analogue  de  six  équations  aux  dérivées  pariielles  du  premier  ordre, 
qui  ne  sont  autres  que  les  six  relations  connues  entre  les  neuf 
cosinus  directeurs  des  trois  normales  aux  surfaces  coordonnées, 
exprimés  également  en  fonction  des  coordonnées  curvilignes 
9,  0/,  m;  car,  si  Ton  se  rapporte  au  tableau  (18),  que  nous  don- 
nons de  ces  expressions  dans  notre  Mémoire  sur  l'Emploi  des 
Coordonnées  Curvilignes  (page  19),  on  voit  que  ces  relations 
s'exprimeront  alors  par  les  six  équations  suivantes  : 

'aîJ-)VaîJ-)\a?o'P)'=4,       AÎ?^-^A;.f?^--f.Aîa?^-  =  0, 

\fj  \f/  ^\ci/  ^  f  «f»  *  au 

(5)      Aîf  I^J  *  AÎ+  (^)*  +  AV  (;)'•=«.       Aîf  -  -  +  Aî*  77  +  Aîa  ^  ^  -  0, 


AîJi)VAÎ,fe)VAîJî)=.,       Aî,f^-.AÎ,Î^-.AVÎ?=0. 


f^-.AÎ*î^ 


chaque  coordonnée  rectiligne  devant  ainsi  vérifier  isolément 
Tune  des  équations  du  premier  ordre  non  linéaire  du  groupe  de 
gauche,  et  les  trois  coordonnées  simultanément  le  système  formé 
par  les  trois  équations  du  groupe  de  droite. 

Telles  sont  donc,  si  l'on  adopte  pour  variables  indépendantes 
les  coordonnées  curvilignes  elles-mêmes,  les  équations  dont 
dépendra  la  détermination  d'un  système  orthogonal  en  général. 


(*)  D'après  la  formule  (9)  de  notre  Chapitre  I,  les  trois  équations  de  gauche  exprimen 
encore  pour  chaque  coordonnée  rectiligne  u  »  x,  j/,  s,  l'identité  de  définition  A*»  ^  i, 
et  reproduisent  les  équations  (29)  du  S  L  de  Lamé  \loc.  ciL,  p.  00,  en  haut).  —  Les.deux 
groupes  ensemble  équivalent  d'ailleurs  aux  équations  (8)  du  S  VI  {ibid.,  p.  iO). 
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Équations  analogues  de  tout  système  orthogonal  triplement 
ISOTHERME.  —  La  questioD  se  simplifiera  notablement,  par  deux 
côtés  à  la  fois,  dans  Thypothèse  particulière  du  système  triplement 
isotherme,  qui  fait  seule  Tobjet  du  présent  ^Mémoire. 

En  effet,  en  premier  lieu,  les  trois  équations  du  premier 
groupe  (3)  se  réduiront  alors  au  premier  ordre  seulement,  car, 
ayant  établi  à  la  fin  du  §  IV  du  Mémoire  sur  la  Théorie  de  la 
Courbure  des  Surfaces  déjà  cité  tout  à  Fheure  (pp.  89-97)  les 
formules  et  les  théorèmes  relatifs  à  ce  cas  important,  nous  avons 
vu  alors  qu'en  convenant  expressément  de  prendre  pour  <p,  j^,  m 
les  coordonnées  thermométriques  elles-mêmes,  c'est-à-dire  les 
paramètres  thermométriques  des  trois  familles  de  surfaces,  on 
peut,  pour  cette  hypothèse,  remplacer,  soit  la  première,  soit 
la  seconde  colonne  des  équations  (68)  précitées  (page  80), 
par  les  trois  équations  (86)  ou  (89),  c'est-à-dire  par  celles-ci  : 

i  i  1 


(6) 


Rfn'r  n'D''          D"D' 

1       j ^_ 

i  '        J 4_ 

R|R(  RfRs       AiRf 


équations  que  n'indique  pas  Lamé,  et  qui,  contenant  les  cour- 
bures principales  en  termes  finis  seulement,  fourniront  par  con- 
séquent, par  la  même  substitution  que  tout  à  l'heure,  c'est-à-dire 
celle  des  valeurs  (2),  trois  équations  du  premier  ordre  entre  les 
invariants  Ai  relatifs  aux  trois  coordonnées  (p,  v/^,  m. 

En  second  lieu,  avec  le  même  choix  de  coordonnées  curvi- 
lignes, il  résulte  immédiatement  des  expressions  (6)  que  nous 
avons  données  d'après  Lamé  dans  notre  Chapitre  I,  que  les  trois 
conditions  qui  exprimeront  l'isothermie  de  nos  trois  familles  de 
surfaces  se  traduiront,  avec    cette   hypothèse,   par    les  trois 


équations 


et  que  dès  lors,  si  Ton  adopte  pour  inconnues  intermédiaires^  à  la 
place  de  Ajf,  A^^j/,  A,fzr,  les  trois  quantités 


(7)        P  =  -A!L.  Q  =  -^.  R  =  7^' 

^  '  A,^A,c  AioAif  A,fA»t 


les  trois  conditions  qui  précèdent  se  changeront  alors  dans  les 
suivantes 

dP  àQ      ^  dK      ^ 

(«)         *-»•      is-»'      s;-"' 


qui  équivalent  è  admettre  pour  P,  Q,  R  des  valeurs  de  la  forme 

(9)        P-A(*,c.),  Q-A(«,f),  R  =  A(f,^). 

On  voit  donc  que  chacune  des  inconnues  P,  Q,  R,  ou  A,  ^,  /*«, 
ne  dépendra  plus  que  de  deux  variables  seulement,  et  cette  cir- 
constance introduira  certainement  dans  les  calculs  une  facilité 
sur  laquelle  on  n^avait  pas  à  compter  dans  le  cas  général,  avec 
le  système  d'équations  précédent  (3)  et  (4),  et  dont  on  n'eût 
pas  bénéficié,  même  pour  Thypothèse  particulière  actuelle,  avec 
le  système  primitivement  considéré  (1). 

C'est  en  effet  principalement  cette  disparition  de  Tune  des 
variables  indépendantes  dans  Texpression  de  chaque  inconnue 
avec  le  choix  d'inconnues  (7)  qui  constitue,  pour  le  cas  du  sys- 


téme  triplement  isotherme»  la  supériorité  du  système  d  équations 
posé  par  Lamé  d*après  ces  données,  et  que  nous  allons  maintenant 
former,  sur  le  système  primordial  (1),  en  apparence  beaucoup  plus 
simple  et  plus  naturel,  attendu  que  de  cette  première  simplifi- 
cation ressortira  bientôt,  comme  nous  le  verrons,  une  seconde 
plus  caractérisée  encore,  consistant  en  ce  que,  dans  le  système  des 
trois  équations  du  second  ordre  (4),  il  n*eotrera  plus  comme 
inconnj^ies  que  des  fonctions  d'une  seule  variable  seulement,  en 
sorte  que  leur  intégration  se  ramènera  à  celle  d*équations  diffé- 
rentielles ordinaires,  autre  avantage  important  que  n*aurait  point 
présenté  le  système  d'équations  primitif  (1). 

Cela  dit,  voyons  comment  on  déterminera  les  trois  fonctions 
P»  Q>  R»  <iue  Lamé  substitue  ainsi  comme  inconnues  aux  trois 
invariants  A|(p,  A|^  Aj^,  et  ces  expressions  supposées  obtenues, 
comment  on  parviendra  ensuite  à  celle  des  trois  coordonnées 
X,  y 9  z  elles-mêmes. 

A  cet  elTet,  multipliant  entre  elles  deux  à  deux  successivement 
les  trois  équations  de  définition  (7),  et  obtenant  ainsi  pour  les 
trois  quantités  que  nous  avons  appelées  H,  K,  J  dans  notre 
Mémoire  sur  PEmploi  des  Coordonnées  Curvilignes  (Chapitre  I, 
équat.  (8),  page  14,  en  bas) 


(10)       H«ArV  =  QR,      K  =  ArV=RP,      j  =  Ar'a  =  PQ, 

d'où  nous  déduirons  par  conséquent 


,^^j   ,  V/QR  l/RP       .  \/?Q 

/A,?  =  -5(/Q-h/R),    /Ai^  =  -l(m  +  /P),  /A.«  =  -J(/P  +  /Q), 

2  ^  «■ 


nous  obtiendrons  tout  d'abord,  en  substituant  dans  le  tableau 

9. 


(12) 
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précédent  (2),  et  ayant  égard  aux  trois  conditions  (8),  pour  les 
six  courbes  principales^  les  nouvelles  expressions 

1  _  _l /R  i__J (£  1  1      /Q 

*^i~2l/QR?  ^î       2V/RP  '^  ^"      2l/PQ° 

i  1      /Q  1  t      /R  1  1      /P 


^*      21/QR  ?  fti      2KRP  ^  '^i'       21/PQ 


que  nous  reniettrons  semblablemenl  dans  nos  trois  équations 
ci-dessus  (6),  spéciales  à  Phypothèse  particulière  actuelle.  Or,  la 
première  de  ces  équations  devenant  par  cette  substitution 


/ 1  P   1^  Q       ^  ft    ^  P\  1  1  Q   1   R 


4P|/QR^P*    Q^       R<^    Po/       4PI/QR 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  multipliant  par  le  produit 
4P^(Q[l)«  qui  ne  saurait  être  nul  que  pour  des  points  excep- 
tionnels seulement  (chacune  des  quantités  A^cp,  ÀÎ4/,  A^cx,  dont 
les  racines  carrées  forment  les  numérateurs  des  quantités  (7), 
étant  par  définition  une  somme  de  trois  carrés), 


^PQ      ^RP      „QR 
R^  r  +  Q-  -  =  p-  -, 


puis  intervertissant  enfin  les  deux  membres,  on  voit  que  nous 
aurons  dans  Thypothèse  aciuelle,  à  la  place  des  trois  équations  du 
second  ordre  (3)  relatives  au  cas  général,  les  trois  autres  du 
premier  ordre 
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r) 

«QR     ^RP     „PQ 
p- _  =Q —  *  R_:;, 

cr    ^  ^   cr  1^    u 

R  p         p  Q         OR 
{<3)  {      Q--=R--  +  P^-. 

7   cr  or  f  zs   f 

PO       ^QR      ^R  P 
R-  -  =  P- -  -f-Q 

^  f  f   ^  ?   '1' 

Avant  de  passer  au  second  groupe,  notons  à  propos  de  celui-ci 
deux  observations,  dont  la  première  seule  est  signalée  par  Lamé  : 
à  savoir,  en  premier  lieu,  que  si  Ton  représente  pour  un  instant 
par  oAo  =  0,  ijî)  =  0,  ©  =  0  ces  trois  dernières  équations,  on 
aura  identiquement 

/.QR  /.RP      ^/.PQ         /P  Q  R      P  Q  R\ 

d'où  il  suit  immédiatement  que  Téquation 

(15)  -4- =0, 

qui  est  une  simple  conséquence  algébrique  des  trois  équations 
(i3),  pourra  être  envisagée  à  la  place  de  Tune  déciles;  et,  en  second 
lieu,  que  ces  trois  mêmes  équations  ne  sont  pas  distinctes  entre 
elles,  et  se  réduisent  en  réalité  à  deux  seulement,  attendu  qu1l 
est  facile  de  vérifier  Yidentité 


f  \  ^  ^   I  fS 


Ces  deux  équations  se  réduisant  ainsi  en  fait  à  deux  seule- 
ment, on  pourra  prendre,  si  Ton  veut,  pour  ces  deux  distinctes, 


(*}  Ces  trois  équations  sont  celles  du  type  (18),  §  LVf,  dout  Lamé  n'écrit  que  la  première 
sealement  {Coord.  Curv..  p.  99). 

(*•)  C'est  l'équation  (iO)  du  §  LV  [ibid.,  page  99,  en  haut). 

(***)  En  effet,  on  aura  d'après  la  définition  des  expressions  Jiû,  lié),  Q,  pour  la  pre- 
mière égalité  (14),  d'une  [>art, 

«0 
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en  vue  de  conserver  la  symétrie  »  d'une  part  Téquation  qui 
précjède  (15),  et  d'autre  part  la  combinaison  <A>  -4-  <ifSi  -i-  0  =>  0, 
c'est-à-dire  l'équation 


(17) 


n 


Venons  maintenant  au  second  groupe  (4),  qui  est  aussi  du 
second  ordre,  et  auquel  nous  n'aurons  d'autre  modification  à  faire 
subir  que  d'y  introduire  les  inconnues  P,  Q,  R  à  la  place  des 
inconnues  Aj(p,  Âiv/^,  Ait?;  car  les  trois  équations  de  la  dernière 


Z.QR       „  /.RP      ^/.PQ       ,    //Q     /R\       ^  //R      /P\     ^ //P      IQ\ 

=  12(Q5£.RÎ:?^pS5]^^-5fQ5!^RÎO^p05) 

R^\oî»  c»f  f  fsj       V  ^  \     r?  f  X3  f  for/ 

puis  semblablement,  pour  la  seconde  égalité  (16),  d'autre  part, 
/R        ^   /m       /P\       ^/P 

=  L5fo«!^R£2_pO«]^in(nîUp?^-Q5n 

RyV^cr  ^w  o.^/       R^\tfff  u  f>  f  vj 

_^!(RÎUp««-o5n-5-f''^--«-7-H.-^)=o- 

P^\tjf  crf  ?  rs]       V  js\    ?  ^  ?  ^  ^  fj 

n  Nous  eussions  pu  obtenir  également  de  prime  abord  ces  deux  équations  (15)  et  (17) 
en  substituant,  comme  tout  à  l'heure,  les  expressions  (42)  dans  nos  deux  formules  (90) 
du  paragraphe  IV  de  notre  Mémoire  sur  la  Théorie  de  la  Courbure,  etc.  (page  96.). 
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colonne  (68)  (page  S%  Mémoire  sur  ta  Courbure,  etc.)  subsistent 
sans  modification  pour  le  cas  particulier  des  trois  familles 
isothermes.  Pour  cela  il  n*y  aura  qu'à  remettre  simplement  dans 
Texpression  (67)  (page  80,  ibid.)  de  chacune  des  trois  quantités 
T,  T,  T*^,  pour  les  six  courbures  principales,  les  valeurs  nou- 
velles (f  2)  à  la  place  de  celles  (2)  que  nous  y  avions  substituées 
lors  du  Cas  général»  et  en  même  temps,  à  la  place  de  A^^,  A^^,  Ajo, 
leurs  valeurs  (11)  en  P,  Q,  R.  Or  comme,  d'une  pan,  ces 
trois  expressions  T,  T',  T''  se  déduisent  les  unes  des  autres  par 
la  permutation  des  trois  surfaces  coordonnées,  et  que  d'autre  part 
cette  même  permutation,  opérée  sur  le  tableau  (12)  des  cour- 
bures principales,  revient  à  y  permuter  à  la  fois  les  deux  groupes 
(ç,  ;/;,  m)  et  (P,  Q,  R),  il  cst  clair  qu'il  suffira  de  former  la  pre- 
mière des  équations  demandées  seulement,  et  que  les  deux  autres 
s'en  déduiront  ensuite  par  la  double  permutation  que  nous 
venons  de  dire. 

A  cet  effet,  ayant  pour  le  premier  terme  de  la  quantité  T  pré- 
citée, en  ayant  égard  aux  valeurs  (11)  et  (12), 

d  [  \\         1      d  [     i       IP\      i  _i  d  /    _i    >i  P\ 

A.i;— .   —   = ==-(RP)    «—    R    <p    «    - 

di^\R\l     v'Rprf'^  \2|/Rp  ^/      2       '      d^\  >/ 

i         -.il    -1    -5    p*      3     _«    -1 /P\'       i     .1    _»PR\ 
=  -(RP)    «    R     *P    «.-  —  -R    *P    *    -     —-R    «p    Î-- 

=  -f2R-'P-«.~     -.5R~*P-»(-l*       -R-«p-«£5] 

=  iR-'P-(2RpL'  _3R(£y  -pl% 

4  \         i'  \*  /  ^  ^1 

puis  remarquant  que  le  second  terme  de  cette  même  expression  T 
se  déduit  du  premier  en  y  changeant  simplement  4^  en  tar, 
el  ^  en  ^,  c'est-à-dire,  d'après  les  valeurs  (12),  en  permutant 
seulement  \p  et  xzr,  et  R  et  Q,  nous  aurons  dès  lors  pour  ce 
second  terme,  sans  recommencer  le  calcul. 


et  par  conséquent  nous  trouverons  pour  Texpression  T  précitée 
(formule  (67),  page  80,  du  Mémoire)^  en  y  remettant  à  la  fois 
ces  deux  dernières  expressions,  ainsi   que  les  valeurs  (12), 

4R«P»\      %*  W/  m/       iQ'P'r^     a«       ^W  oa/ 

"^  4RP  \7/  "^  iPQ  W  /  "*"  4QR  ?    f' 

Par  conséquent,  en  multipliant  d'abord  par  4P^Q*R*,  l'équa- 
tion demandée  T  =  0,  sera 

«■K^»(-:r-;:-)-K?-'«(-D'-n) 

.«.(î)V«a.(-:)'.P.!?=o, 

ou,  en  réduisant,  séparant  en  deux  membres,  puis  enfin  ajoutant 
et  retranchant  pour  la  symétrie  le  terme  P'  «  r> 

.p(p.«î.«.?ï^„.E«). 

Si  donc,  pour  écrire  ces  équations,  nous  convenons  de  repré- 
senter par  le  symbole  6  Texpression  symétrique  en  9,  \b^  m 
d'une  part,  et  P,  Q,  R  de  l'autre, 
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les  trois  équations  (4)  du  Cas  général  seront,  pour  le  problème 
actuel,  les  trois  suivantes  {*)  : 


(i9)     j  2PQr(r|^P^')=.2(r'p(?)VrP'(2)'_Q3^!)^qG, 

et  les  (rois  inconnues  P,  Q,  R,  qui  sont  par  hypothèse  des 
fonctions  de  cp,  tp,  m  de  la  forme  (9),  seront  déterminées,  en 
conséquence,  par  la  double  condition  de  satisfaire  simultané- 
ment au  système  du  premier  ordre  (15)  et  à  ce  dernier  système 
du  second  ordre  .(19).  Nous  effectuerons  complètement  cette 
détermination  dans  le  Chapitre  IV,  qui  suivra  celui-ci. 

Les  expressions  des  trois  fonctions  P,  Q,  R  étant  ainsi 
supposées  connues,  on  en  conclura  immédiatement  par  les 
formules  (11)  les  valeurs  en  <p,  ^(;,  m  des  trois  invariants  A,^, 
A,^,  A^oj;  et  dès  lors,  en  remettant  ces  valeurs  dans  les  six 
équations  du  premier  ordre  (S),  ces  dernières  équations  feront 
connaître  à  leur  tour  Texpression  des  trois  inconnues  a;,  y,  z 
en  fonction  des  mêmes  variables  :  ce  qui  revient  encore  à  dire, 
sous  forme  plus  directe,  en  multipliant  chacune  de  ces  équations 
par  PQR,  et  ayant  alors  égard  aux  formules  (10),  que  les  trois 
inconnues  x,  y^  z  seront  ensuite  déterminées,  elles  aussi,  par  la 


(*)  Lamé  ne  présente  ces  équations  elles-mémeH  (c'est-à-dire  avant  d'y  introduire 
aucun  résultat  de  calculs  aniérieurs)  que  sous  le  type  extrêmement  complexe  (équation  (49) 
du  §  LVII,  ibid.,  page  i(H) 

5p\V  ÔR    dr   j"*"d'^  \V  RP    d^    I       PQ   du     dts    "~^' 

qui  masque  complètement  la  véritable  forme  analytique  de  ces  équations,  et  ne  permet 
même  pas  d'apprécier  le  degré  de  complication  ou  de  facilité  nouvelle  qu'elles  intro- 
duisent dans  la  question. 
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double  condition  de  satisfaire  simultanément  aux  six  équations 
du  premier  ordre 


I        \fJ  \^/  \«r/  f  f  f^  ^  a  a 

(20)     p(îî]Vq(^]VrP'„pqr.     pîf^Qiî;R^5.-=o, 

p(î)VQ(f)VRpy=.pQR,        pï^^QÎ?^RÎy  =  0. 

chaque  coordonnée  rectiligne  devant  ainsi  de  nouveau  vérifier 
d^abord  isolément  une  équation  aux  dérivées  partielles»  non 
linéaire  du  même  type,  et  ensuite,  conjointement  avec  les  deux 
autres,  le  système  formé  des  trois  autres  équations  de  droite.  — 
Nous  effectuerons  encore  cette  détermination,  de  la  façon  la  plus 
générale,  dans  le  Chapitre  V  du  présent  travail. 

Simplification  de  la  méthode  pour  les  cas  particuliers  Qm 

ADMETTENT    DES    SURFACES    DÉVELOPPABLES   DANS    LA   COMPOSITION    DU 

SYSTÈME.  —  Nous  résoudr.ous  donc  ainsi  complètement»  dans  les 
deux  Chapitres  qui  suivront  celui-ci,  le  problème  d'analyse  posé 
par  Lamé  dans  les  termes  que  nous  venons  de  dire,  et  dont  il 
se  borne  à  écrire  pour  ainsi  dire  d'emblée,  et  comme  par  une 
sorte  de  divination,  une  solution  remarquable,  mais  sans  que 
rien  dans  ses  raisonnements  ni  ses  calculs  permette  de  penser 
que  cette  solution  soit  réellement  la  seule,  ou  seulement  la  plus 
générale  (*).  Mais,  comme  le  point  de  départ  de  nos  calculs 
pour  le  cas  le  plus  général  (nous  entendons  par  là  celui  où  Ton 
n'assigne  pas  par  avance  une  valeur  déterminée  à  aucune  des 
six  dérivées  des  fonctions  P,  Q,  R)  supposera  essentiellement 


(•)  Nous  entendons  parler  expressément  ici  des  Leçons  sur  les  Coordonnées  Curvi- 
lignes, dont  nous  avons  seul  connaissance,  quant  à  la  question  posée  dans  les  pages  qui 
précèdent.  —  Nous  ne  savons  en  effet  à  quel  ouvrage  Lamé  fait  allusion  lorsqu'il  dit  :  «  J'ai 
démontré  depuis  que  les  valeurs  (14)  des  Q*  (no«  fonctions  P,  Q,  R)  sont  les  intégrales 
les  plus  générales  du  groupe  des  trois  équations  aux  différences  partielles  qu'elles  véri- 
fient >.  [Coordonnées  Curvilignes,  %  LVI,  page  iOO,  dernier  alinéa). 
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qu'aucune  de  ces  dérivées  n^est  constamment  égale  à  zéro,  nous 
serons  obligés  de  traiter  à  part  les  cas  particuliers  où  Ton  admet 
cette  hypothèse  à  Tégard  de  Tune  ou  de  plusieurs  de  ces  dérivées. 

Ces  cas  particuliers  seront  d'ailleurs  nombreux  et  importants 
à  considérer,  car  il  résulte  des  expressions  (12)  que  Thypothése 
analytique  que  nous  venons  de  dire  équivaut  à  admettre  que, 
parmi  les  courbures  principales  du  système,  il  s'en  trouve  une 
ou  plusieurs  qui  sont  constamment  nulles,  circonstance  qui  se 
produira  toutes  les  fois  que  parmi  les  trois  familles  de  surfaces 
coordonnées  il  entrera  des  surfaces  développables  (*),  c'est-à- 
dire  notamment  des  plans,  des  cônes  ou  des  cylindres,  et  qui,  se 
trouvant  réalisée  par  conséquent  pour  chacun  des  systèmes 
de  coordonnées  classiques,  tous  composés  exclusivement  de 
familles  isothermes,  fera  rentrer  dès  lors  ces  divers  systèmes  au 
nombre  des  cas  particuliers  que  nous  venons  de  signaler. 

Si  l'on  se  reporte,  en  outre,  au  second  Théorème  de  Lamé,  que 
nous  démontrons  dans  le  Chapitre  I"'  de  notre  Mémoire  sur  l'Em- 
ploi des  Coordonnées  Curvilignes  (pp.  28-29),  on  verra  encore 
que  ces  mêmes  cas  particuliers  seront  tous  caractérisés  par  Tune 
ou  l'autre  de  ces  deux  circonstances,  que  deux  des  normales 
principales  aux  trois  arcs  d'intersection  des  surfaces  coordonnées 
deux  à  deux  feront  entre  elles  un  angle  droit,  ou  bien  que  l'un 
de  ces  arcs  d'intersection  aura  son  rayon  de  courbure  constam- 
ment infini,  et  sera  par  conséquent  une  droite. 

Comme  rien  ne  garantit  à  l'avance,  par  ailleurs,  que  les  seuls 
systèmes  classiques  représentent  la  totalité  de  ces  cas  particuliers 
(ni  même  plus  généralement  que  les  plans,  les  cônes,  et  les  cylin- 
dres soient  les  seules  surfaces  développables  susceptibles  de  faire 
partie  d'un  système  orthogonal  triplement  isotherme),  il  ne  nous 
est  pas  permis  d'en   négliger  l'étude,  et  c'est  à  cet  examen 


(')  Ed  effet,  si  l'on  se  reporte  à  l'éqaalioa  classique  qui  détermine  les  deux  rayons  de 
eourbure  principaux,  ou  les  deux  courbures  principales  d'une  surface  quelconque,  le 
produit  j^-^  «  .^^''^^  ^  de  ces  deux  courbures  s'annulanl  en  tous  points  pour  les 
surfaces  qui  vérifient  1  équation  aux  dérivées  partielles  rt—s*'»  0,  on  voit  que  pour 
toute  aurCace  développable,  l'une  au  moins  de  ces  deux  courbures  sera  constamment  nulle. 
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détaillé^  auquel  ne  procèdent  ni  Lamé  ni  Betti,  dans  les  ouvrages 
déjà  cités,  que  nous  allons  consacrer  le  restant  de  ce  Chapitre. 

A  la  vérité,  trois  sur  quatre  des  Cas  particuliers  les  plus 
importants  que  nous  allons  rencontrer  sont  bien  mentionnés  et 
étudiés  dans  les  Leçons  sur  les  Coordonnées  Curvilignes^  savoir 
le  système  sphérique  (§§  XXXII-XXXIU,  pp.  52-56,  et  §  LIV, 
p,  96),  le  système  cylindrique  (§  XLVlll,  pp.  84-86)  et  le  sys- 
tème conique  (§  XLIX,  pp.  86-88).  Mais  au  lieu  de  les  rencon- 
trer chacun,  ainsi  que  nous  allons  le  faire,  comme  résultat  de 
rintégration  de  ses  équations  générales.  Lamé  se  contente  de 
vérifier,  avant  d'entreprendre  sa  recherche,  que  ces  mêmes  sys- 
tèmes, considérés  comme  donnés  a  priori^  satisfont  bien  chacun 
à  ces  mêmes  équations  générales,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
vérifient  bien  les  formules  (ou  théorèmes)  relatives  aux  cour- 
bures principales  du  système,  qui  ne  sont  que  l'expression  géo- 
métrique des  dites  équations.  Or,  nous  avons  déjà  fait  observer 
dans  notre  Chapitre  II  (p.  58),  à  propos  du  simple  problème  de 
Tisothermie  que  nous  avons  dû  reprendre,  pour  une  raison  sem- 
blable, à  Taide  d'une  méthode  inverse  de  celle  de  Lamé,  qu'en 
adoptant  une  pareille  marche,  aucune  considération  ne  permet 
de  penser  que  ces  diverses  solutions  particulières  soient  effective- 
ment les  seules  distinctes  du  Cas  général,  non  seulement  d'une  ma- 
nière collective,  mais  encore,  en  décomposant  et  précisant  davan- 
tage la  question,  que  chacune  d'elles  considérée  isolément  soit  la 
seule  solution  possible  du  problème  pour  les  données  analytiques 
spéciales  auxquelles  elle  correspond  ;  et,  par  conséquent,  les  indi- 
cations précitées  de  Lamé,  utiles  et  intéressantes  en  tant  que  véri- 
fication des  calculs  assez  compliqués  par  lesquels  il  a  établi  les 
dites  équations  générales,  laissent  en  réalité  absolument  entière 
la  question  de  la  recherche  des  cas  particuliers  du  problème,  & 
laquelle  nous  allons  consacrer  la  fin  de  la  Première  Partie  de 
notre  travail. 

Nous  retrouverons  ainsi  successivement,  à  très  peu  près  dans 
l'ordre  où  nous  les  avons  déjà  considérés,  les  différents  systèmes 
de  coordonnées  dont  nous  avons  eu  occasion  de  faire  usage,  dans 
le  troisième  Chapitre  de  notre  Mémoire  sur  l'Emploi  des  Coordon- 
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néei  Curvilignes,  pour  la  détermination  des  lignes  géodésiques 
des  surfaces  les  plus  usuelles»  et  Tapplieation  que  nous  en  avons 
faite  pour  cet  objet  pourrait  déjà  être  invoquée,  s*il  en  était 
besoin,  comme  témoignage  de  Tutilité  des  nouveaux  systèmes  que 
cette  étude  va  ainsi  nous  révéler,  à  la  suite  des  trois  systèmes  de 
coordonnées  classiques,  et  par  conséquent  aussi  de  l'intérêt  qu'il 
y  a  à  savoir  d'une  façon  certaine  qu'ils  sont  réellement  les  seuls 
qui  puissent  être  composés  exclusivement  de  familles  isothermes. 

Pour  ces  différents  Cas  que  nous  venons  de  spécifier,  en  vue 
de  profiter  de  la  simplicité  plus  grande  du  problème  analytique 
inhérente  aux  conditions  particulières  de  la  question,  nous  adopte- 
rons, pour  la  seconde  étape  de  la  recherche,  une  marche  plus 
rapide,  un  peu  différente  de  celle  que  nous  avons  exposée  tout  à 
rheure  en  vue  du  Cas  le  plus  général,  et  qui  sera  uniformément 
pour  tous  ces  divers  cas  la  suivante. 

Ayant  commencé  encore  par  faire  usage  des  six  équations  (15) 
et  (19)  pour  reconnaître  tout  d'abord  s'il  est  possible,  avec  l'hypo- 
thèse donnée,  que  le- problème  reçoive  une  solution,  et  dans  l'affir- 
mative pour  déterminer  en  (p,  ip,  m  les  trois  fonctions  P,  Q,  R,  au 
lieu  de  déterminer  ensuite,  comme  tout  à  l'heure,  les  trois  incon- 
nues définitives  x,  y,  z,  par  le  moyen  des  six  équations  (20),  nous 
reconnaîtrons  tout  d'abord  très  rapidement,  à  l'aide  du  tableau 
des  courbures  principales  (12)(*),  et  en  invoquant  les  différents 
théorèmes  que  nous  avons  établis  précisément  dans  cette  vue  au 
cours  de  notre  Chapitre  II,  à  quelle  catégorie  géométrique,  plans, 
cônes,  cylindres,  sphères,  etc.. .  appartient  chacune  des  trois 
familles  de  surfaces  coordonnées;  et  la  partie  la  plus  importante 
de  la  solution  étant  ainsi  obtenue,  le  système  d'équations  corres- 


(*)  En  faisant  ainsi  intervenir  la  considération  des  courbures  principales  du  système 
pour  éclairer  notre  route  et  déblayer  le  terrain  dans  le  problème  si  compliqué  de  l'inté- 
gration des  équations  (13),  (19^,  et  (20)  ou  (5;,  c'est  encore  l'exemple  et  les  indications  de 
Lamé  lui-môme  que  nous  suivons,  car  il  adopte  à  deux  reprises  cette  même  considération 
comme  point  de  départ  de  ses  calculs  pour  le  Cas  général,  une  première  fois  pour  la 
détermination  des  fonctions  P,  Q,  R  [Coordonn.  Curi/.,g§  LIV-LV,  formules  i8),  page  97), 
et  une  seconde  fois  pour  la  détermination  des  inconnues  x,  y,  z  elles-mêmes  {(ùid., 
U  LXI-LXil,  formules.(32),  pp.  110-lld). 
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pondant  aux  systèmes  (5)  ou  (20)  en  coordonnées  rectiligi^es, 
c*est-à-dire  en  tenant  compte  des  formules  (11),  les  six  équa- 
tions 


XX       y  y      z  z 


I   \xl       \yl        \zl       PQ  XX       yy       zz 

ou  encore  parfois  trois  équations  de  ce  dernier  système,  jointes 
à  trois  autres  empruntées  au  système  (1)  considéré  en  premier 
lieu,  nous  fourniront  alors,  par  des  intégrations  très  faciles,  ou 
même  de  simples  identifications,  les  expressions  en  x,  y,  z  des 
trois  fonctions  m,  ^,  w^  c'est-à-dire  alors  les  équations  exactes  des 
trois  familles  de  surfaces  coordonnées,  équations  d'où  Ton  pourra 
tirer  ensuite,  si  Ton  aime  mieux,  de  même  que  pour  le  Cas  le  plus 
général,  les  valeurs  en  <p,  v/;,  m  des  trois  coordonnées  x,  y,  z,  qu'il 
est  surtout,  dans  la  pratique,  intéressant  de  posséder  (**). 

La  considération  des  courbures  principales  du  système  étant 
ainsi  en  quelque  sorte  la  base  essentielle  de  cette  nouvelle 
méthode  de  recherche,  il  convient  tout  d'abord  d'arrêter  un 
instant  notre  attention  sur  le  tableau  (12)  des  expressions  de  ces 
courbures. 


n  Si  l'on  multiplie,  en  effet,  les  trois 'équations  de  droite  respectivement  par  les  pro- 
duits ArV^r**'»  ^T^^^ï^ff  ^ij-^pAi"*^,  ainsi  que  celles  de  gauche  respectivement  par 
les  trois  carrés  Af*f  =  QR,  ^7*1//  =  RP,  AJ"'cr=  PQ,  il  est  visible  que  ces  équations 
représenteront  bien  ainsi  les  six  relations  entre  les  cosinns  directeurs  des  trois  normales 
exprimés  en  coordonnées  rectilignes.  De  plus,  telles  qu'elles  sont,  les  trois  équations  de 
gauche  traduisent  encore,  eu  égard  aux  égalités  que  nous  venons  d'écrire,  les  définitions 
des  symboles  A|f ,  A|t^,  AfO  dans  le  même  système  de  coordonnées. 

(*')  Ce  sont  en  effet  ces  dernières  expressions,  et  non  les  précédentes  ou  les  formules 
inverses,  qui  permettront,  dans  le  cas  où  l'on  croira  y  trouver  avantage,  d'introduire  le  sys- 
tème de  coordonnées  curvilignes  en  question  à  la  place  des  coordonnées  x,  y,  z,  par 
simple  substitution  dans  un  calcul  primitivement  exprimé  en  coordonnées  rectilignes. 
Aussi  sont-ce  ces  formules  que  nous  viserons  constamment  comme  but  final  de  notre 
recherche. 


141. 
Or,  chacune  de  ces  expressions  étant  proportionnelle  à  Tune 

P    P    0    0    R    R 

des  six  dérivées  ^»  -»  ^»  ^'  -»  -ç»  on  sera  amené  tout  naturelle- 
ment à  classer  ces  dérivées  de  différentes  manières,  suivant  qu  on 
lira  ce  tableau  par  lignes  horizontales,  par  lignes  verticales,  ou 
de  toute  autre  façon.  En  vue  d  abréger  le  discours  à  maintes 
reprises  dans  toute  la  discussion  qui  va  suivre,  et  d'introduire  la 
clarté  dans  le  raisonnement  par  la  précision  du  langage,  nous 
ferons  usage  dorénavant,  pour  ces  dérivées,  des  dénominations 
suivantes,  calquées,  en  quelque  sorte,  sur  celles  que  Lamé  attri- 
bue aux  six  courbures  principales  correspondantes  (*). 

Nous  appellerons  dérivées  d'un  même  groupe  (caractérisé  par 
rindice  1  ou  2)  les  trois  dérivées  des  fonctions  P,  Q,  R  qui  figurent 
dans  une  même  ligne  horizontale  de  ce  tableau,  lesquelles  sont 
relatives  chacune  à  une  variable  indépendante  et  à  une  fonction 
différente;  e(  pour  deux  dérivées  empruntées  ainsi  chacune  à  un 
groupe  différent,  nous  désignerons  par  le  nom  de  dérivées  conju- 
guées celles  qui  figurent  dans  une  même  ligne  verticale,  et  qui, 
étant  relatives  à  la  même  variable  indépendante,  correspondent 
i  la  même  surface  coordonnée,  et  par  celui  de  dérivées  réciproques, 
celles  qui,  étant  relatives  à  deux  variables  indépendantes  diffé- 
rentes, appartiennent  à  la  même  fonction  P,  Q,  R. 

Ces  dénominations  étant  admises,  la  forme  simple  et  remar- 
quable de  Téquaiion  (15)  nous  apprend  que,  si  Tune  des  dérivées 
de  Tun  des  groupes  est  supposée  nulle,  il  y  en  aura  forcément 
une  autre  parmi  les  dérivées  de  Tautre  groupe  qui  sera  nulle 
également. 

Cela  posé,  si  Ton  veut  être  sur  de  ne  laisser  échapper  aucune 
solution,  il  sera  nécessaire  d'examiner  successivement  six  Cas 
distincts,  suivant  le  nombre  de  ces  dérivées  que  Ton  supposera 
nulles  à  la  fois,  le  dernier  ou  le  plus  général  étant  celui  où  Ton 


n  En  introduisant  ces  dénomina lions,  nous  ne  faisons  que  transporter  aux  dériviHss 
elles-Riémes  les  appellations  que  Lamé  attribue,  pour  l'énoncé  de  ses  théorèmes,  aux  cour- 
Imres  principales  correspondant  à  ces  mômes  dérivées  dans  le  tableau  des  expressions  (IS). 
Pour  la  justification  de  ces  dénominations,  se  reporter  en  conséquence  aux  Leçons  sur  les 
Coordonnées  Curvilignes,  i  XXIX  (pp.  49-80j,  et  S  XLVII  (p.  83  in  medio),  ou  bien  encore 
i  notre  Mémoire  sur  la  Théorie  de  la  Courbure  des  Surfaces  (pp.  86  au  bas,  et  87).  (Voir 
également,  un  pea  plus  loin,  pour  supplément  d'explication,  la  note  du  Cas  111,  sous-cas  d».) 
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n'admet  cette  supposition  pour  aucune  d'entre  elles.  A  chacune 
de  ces  hypothèses  correspondra  une  solution  différente  du 
problème,  dont  il  importe,  non  seulement  de  préciser  avec  soin 
la  signification  géométrique,  mais  encore  de  délimiter  très  exacte- 
ment rétendue,  ce  qui  ne  pourra  être  fait  qu'à  Taide  de  Texamen 
attentif  et  minutieux  auquel  nous  allons  maintenant  procéder. 

Systèmes  classiques  des  coordonnées  regtilignes,  et  des  coor- 
données CYLINDRIQUES  DU   SECOND   ORDRE.  —  I*'  «    LcS  siX  dérivéeS 

précitées  sont  nulles  à  la  fois  > ,  c'est-à-dire  que  Ton  a 

P  P  Q  Q  R  R 

(22)      -  =  0,       -  =  0,       -=0,      -  =  0,      -«0,     -=0. 

^  V  U  f  f  ^ 

Il  est  évident  que  toutes  nos  équations  (13)  et  (19)  sont 
vécifiées  simultanément  par  ces  hypothèses.  De  plus,  les  six 
courbures  principales  (12)  étant  alors  toutes  nulles  à  la  fois, 
chaque  surface  coordonnée  cp,  {p,  m  est  un  plan;  et  Ton  reconnaît 
dès  lors,  par  une  conséquence  géométrique  presque  immédiate, 
que  chacune  des  trois  familles  se  compose  de  plans  parallèles; 
car  si,  considérant  deux  familles  en  particulier,  et  dans  chacune 
d'elles  une  surface  individuelle  correspondant  à  une  valeur  déter- 
minée du  paramètre,  ainsi  que  la  droite  d'intersection  D  de  ces 
deux  plans,  tous  les  plans  composant  la  troisième  famille  devront 
être  perpendiculaires  à  celle  même  droite  D,  et  par  conséquent 
seront  parallèles  entre  eux. 

On  parviendrait  à  la  même  conclusion  par  voie  analytique,  en 
remarquant  que  les  hypothèses  (22),  étant  jointes  aux  conditions 
générales  (8),  expriment  alors  que  les  trois  fonctions  P,  Q,  R 
sont  simultanément  de  simples  constantes.  Il  en  est  donc  de  même, 
d'après  les  expressions  (11),  des  trois  invariants  Ai(p,  Aft/;,  Ai^. 
Or,  si  l'on  se  reporte  pour  chacune  des  trois  familles  à  l'inter- 
prétation géométrique  donnée  par  Lamé  (*)  de  l'invariant  ou 
paramètre  différentiel  Aj,  et  qu'exprime  la  formule  (40^**)  (p.  U) 
de  notre  Mémoire  sur  la  Théorie  de  laCourbure  des  Surfaces,  en 


0  Lâvê,  Leçons  sur  let  Coordonnées  CAtrvUtgnet,  $  VII.  p.  Il,  au  bas. 
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appelant  N  la  longueur  de  la  normale  à  la  surface  particulière  ^4 
au  point  (^^  m)  comprise  entre  cette  surface  et  i*autre  surface 
particulière  729  on  aura  par  cette  formule 

n 

(2n     —  =  — =C,  d'où         N=-/     Cdf^C(f,^u). 

résultat  indépendant  du  point  QP,  m)  considéré  sur  la  surface  fi, 
et  qui  montre  dès  lors  que  les  deux  plans  arbitraires  <pi  et  <P2  sont 
partout  à  la  même  distance,  c'est-à-dire  parallèles. 

La  solution  pour  ce  premier  Cas  consiste  donc  simplement 
dans  le  système  usuel  des  Coordonnées  Planes  ou  Rectilignes. 

1 1°  «  Cinq  des  dérivées  seukmenl  sont  supposées  nulles  à  la  fois  » 
soit,  par  exemple, 

P  P  Q  Q  R 

(23)        -  =  (),        -  =  0,         ^«0,        ^  =  0, ^0, 

^  xs  e  f  o 

la  dernière  dérivée  seule,  ^,  étant  supposée  différente  de  zéro. 

Ces  hypothèses  vérifient  encore  immédiatement  nos  équations 
du  premier  ordre  (13),  chacun  des  termes  s'y  réduisant  séparé- 
ment à  zéro,  comme  renfermant  au  moins  deux  dérivées  en 
facteurs;  et  quant  au  groupe  du  second  ordre  (19),  la  quan- 
tité G  (18)  étant  alors  évidemment  nulle  par  la  même  raison  que 
nous  venons  de  dire,  ces  mêmes  hypothèses  vérifieront  encore 
les  deux  premières  de  ces  équations,  et  réduiront  la  dernière 
(les  carrés  des  fonctions  P,  Q,  R,  (7),  de  même  que  leurs  numé- 
rateurs Àî<p,  À*ij^,  Àît?,  qui  sont  des  sommes  de  trois  carrés, 


(')  La  grandeur  finie,  que  Ion  obtiendrait  en  général  par  une  quadrature  semblable, 
serait  celle  de  l'arc  d'intersection  des  deux  surfaces  <^  et  o  correspondant  aux  valeurs 
considérées  de  ces  coordonnées,  et  limité  aux  deux  surfaces  f  |  et  p^,  intersection  dont 
chaque  élément  ds  se  confond,  d'après  la  définition  mÔine  du  système  orthogonal,  avec 
l'élément  dn  de  la  normale  à  la  surface  f  qui  rencontre  cet  élément.  Seulement  il  arrive 
dans  ce  premier  Cas,  de  même  que  dans  les  deux  subséquents  il|o  et  Y»,  que,  par  suite 
de  la  nature,  reconnue  a  priori,  des  familles  ^  et  cr,  cet  arc  d'intersection,  étant  une 
droite,  constitue  par  conséquent,  d'après  ce  que  nous  venons  dédire,  une  normale  com- 
mune aux  deux  surfaces  fi  et  f^  correspondant  à  ses  extrémités.  La  même  circonstance 
enfin  se  produira  également  dans  les  deux  Cas,  11°  à  l'égard  des  familles  ^  et  a,  et 
lYo  quant  à  la  famille  ^  seule,  enlratuera  dès  lors  la  même  conséquence  relativement  à 
deux  surfaces  quelconques  de  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  familles. 
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ne  pouvant  é(re  nuls  en  tout  point,  ce  qui  permet  de  diviser  les 
équations  par  ces  facteurs  P,  Q,  R)  simplement  à  celle-ci  : 


R»      /R\»  d  [\  dR\      ^  «.*xx 


(PAR 


laquelle  donnera  par  suite,  en  intégrant, 

/R  =r  2c^  4-  2c',  ou  R  =  e't'f +«•), 

en  sorte  que  les  valeurs  des  inconnues  P,  Q,  R,  relatives  aux 
hypothèses  (25),  seront  alors 

(24)  P  =  C\  Q  «  C",  R  =  e«cc*+c) 

D'autre  part,  étant  introduites  dans  les  expressions  (12)  des 
six  courbures  principales,  ces  mêmes  hypothèses  (23)  montrent 
comme  tout  à  Theure  que  les  surfaces  cp  et  t?  sont  encore  des  plans, 
et  que  les  surfaces  ^  sont  des  surfaces  développables,  puisque, 
en  se  reportant  à  Téquation  classique  qui  fournit  Texpression 
des  courbures  principales  d*une  surface  quelconque,  le  produit 
de  ces  courbures  pour  ces  surfaces  ip,  savoir  j^^=  V^^  ~* 
est  alors  égal  à  zéro. 

Or,  on  aperçoit  tout  de  suite  qu'on  ne  pourra  supposer  pour  ce 
Cas  que  les  deux  familles  de  plans  cp  et  ?7  se  composent  Tune  et 
Fautre  de  plans  parallèles,  car  le  même  raisonnement  déjà  pré- 
senté à  propos  du  Cas  précédent  P  fait  voir  aisément  que  dans 
cette  supposition  les  six  dérivées  précitées  seraient  nécessaire- 
ment toutes  nulles  à  la  fois,  ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse 
actuelle  (23). 

Cela  étant,  prenons  pour  la  famille  9 celle  de  ces  deux  familles 
qui,  en  tout  état  de  cause,  n'est  pas  composée  de  plans  parallèles. 
Le  Théorème  I  de  notre  Chapitre  II  (p.  118),  ou  mieux  encore 
la  forme  (69),  basée  sur  cette  hypothèse,  que  nous  avons 
donnée  à  Téquation  générale  des  familles  isothermes  de  plans, 
permettra  alors,  en  particularisant  le  choix  des  axes,  de  lui 
attribuer  pour  équation  celle-ci  : 

(25)       1  c=  lang  (ay  -4-  ê) ,  d'où  cos'  («f  -+-  6)  =  -^ 


X  a'  -*-  y' 
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laquelle  donnera  par  la  différentiation 

a  df  y  OL  df       \ 

COS'  (a?  -«-  6)  dx  x'  COS'  (fx.9  -+-  6)  dit         X 

(26)  {         ^'  '    ' 

t ^.=  0; 

y  cos'  [oif  -+-  6)  dz 

et  alors^  tous  les  plans  de  cette  famille  contenant  Taxe  des  z^ 
tous  ceux  de  la  famille  w  seront  parallèles  aux  ocy^  en  sorte  que 
cette  seconde  famille  aura  nécessairement  à  son  tour  une  équa- 
tion de  la  forme 

,    -  du  dxs  du 

(27)  0  =  02-4-6,         d'où  T-==0,         T-  =  0>         -r  =  a> 

dx  dy  dz 

Dès  lors,  en  se  reportant  aux  trois  équations  de  droite  (21) 
et  multipliant  les  deux  dernières  par  le  facteur  ^^^ij^^i^rf)»  ^" 
voit  que  la  seconde  de  ces  équations  est  d'ores  et  déjà  vérifiée 
par  les  valeurs  précédentes  (27)  et  (26),  et  qu'en  remettant  dans 
les  deux  autres  ces  mêmes  valeurs,  elles  se  réduiront  respecti- 
vement à  celles-ci  : 

di)  y  d4>       i  dà  d^  d^ 

(28)  --=0,     et     -^Jl-H--r=0       ou     y-I  — x-I^O, 

dz  X*  dx      X  dy  dx         dy 

dont  la  première  montre  que  les  surfaces  ^  sont  des  cylindres 
parallèles  à  l'axe  des  z,  et  la  seconde  déterminera  par  son  inté- 
grale  générale  la  nature  spéciale  de  ces  cylindres,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  leur  section  droite  par  le  plan  xy.  Or,  cette 
intégrale,  étant  fournie  par  le  système  simultané 

dx        dy 

—  =5 1  ou  xdx-hydy  =  0  et  d^  =  Oy 

y        —X  • 

et  d'ailleurs  ^  ne  contenant  pas  z,  en  vertu  de  la  première 
équation  (28),  sera  par  conséquent 

(29)  x'^f^WM; 

d'où  l'on  voit  que  les  surfaces  q;  qui  restaient  seules  à  définir. 
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sont  des  cylindres  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z,  par  lequel 
passent  tous  les  plans  f. 

Dans  ce  second  Cas,  la  solution  cherchée  se  compose  donc 
uniquement  de  la  famille  de  plans  nr  normaux  à  Taxe  des  z»  des 
plans  méridiens  9  menés  tous  par  cet  axe,  et  enfin  de  la  famille 
de  cylindres  ^,  de  révolution  autour  du  même  axe.  Cest 
donc  le  système  classique  des  Coordonnées  Cylindriqties  du 
Second  Ordre ^  ou  Semi-polaires. 

Du  moment  que  nous  avions  reconnu  dès  le  début  de  ce 
numéro,  et  par  la  seule  considération  des  courbures  principales, 
que  la  solution  relative  à  ce  Cas  se  composait  de  deux  familles 
de  plans  et  d'une  famille  de  surfaces  développables,  Ton  pouvait 
affirmer  a  priori  qu'elle  comprendrait  ce  système  dont  les  trois 
familles  sont  toutes  isothermes  ;  mais  il  n'était  ni  évident,  ni 
présumable  qu'elle  ne  dût  renfermer  que  celui-là  seulement, 
d'où  la  nécessité  et  l'intérêt  des  raisonnements  et  des  calculs 
que  nous  avons  présentés  à  ce  sujet  (*). 

La  composition  du  système  au  point  de  vue  géométrique  étant 
ainsi  exactement  déterminée,  bien  que  l'expression  des  coordon- 
nées rectilignes  en  fonction  des  coordonnées  classiques  p  eicù 
soit  élémentaire  et  employée  à  tout  instant,  comme  celle  des 
mêmes  coordonnées  x,  y,  z  en  fonction  des  coordonnées  ther- 
mométriques actuelles  f,  ({/,fir  est  beaucoup  moins  connue,  nous 
croyons  devoir  poursuivre  encore  cette  dernière  recherche,  en 
vue  notamment  de  savoir  au  juste  combien  il  entrera  dans  les 
dites  expressions  de  constantes  réellement  arbitraires,  et  la 
manière  exacte  dont  elles  y  figureront  (**). 


n  La  démon straiion  claire  et  rigoureuse  de  ce  résultat  ainsi  strictement  délimité  eût 
été  beaucoup  plus  difficile,  sinon  impossible,  si. nous  n'avions  pas  étibli  préalablement, 
comme  nous  l'avons  fait  dans  notre  Chapitre  11,  la  forme  nécessaire  de  l'équation  de 
toute  famille  isotherme  de  plans,  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  la  propriété  caractéristique 
de  tels  plans  de  passer  tous  par  une  même  droite,  cette  droite  pouvant  d'ailleurs  éire 
transportée  à  l'infini  dans  le  cas  des  familles  de  plans  parallèles. 

(**)  Ces  constantes  pouvant  servir  éventuellement  k  faire  disparaître,  dans  les  équations 
non  homogènes,  un  nombre  égal  de  termes  gênants  pour  les  calculs,  nous  croyons 
qu'il  est  intéressant  d'en  connaître  exactement  le  nombre,  même  pour  ce  Cas  simple, 
de  même  que  nous  nous  proposons  de  le  faire  pour  tous  les  Cas  plus  complexes  qui 
viendront  à  la  suite. 
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Pour  cela,  meitant  tout  d*abord  rëquation(27)cie  la  famille  ttr, 
en  la  résolvant  par  rapport  à  z,  sous  la  forme 

1         6 

(30)  z  =  -cr ou  zestncr  +  n, 

a         a 

nous  aurons,  en  élevant  au  carré,  puis  ajoutant,  séparément,  les 
valeurs  (27)  d'une  part,  et  (26)  de  l'autre, 

(5i)  Aîa  =  o'  =  ^, 

mr 


cos' 


et,  en  tenant  compte  alors  de  Téquation  de  droite  (25),  puis  de 
l'équation  (29)  trouvée  tout  à  l'heure  pour  la  famille  ip  : 

(52)  -'^h--ir^.=  ^,^  cl'où  Aî.=.-^ 


Enfin,  cette  même  équation (29)  donnera  semblablement  pour 
la  famille  ^, 

dW  dW  d^ 

W~-^^x,      V'— =  2y,      V'— =  0,        W".AÎ^=4(x'+i/')=4W, 
dx  dy  dz 

d'où  l'on  tirera  par  conséquent  : 

4^  1  1 

(33)  ^Î^  =  ÏÏF«  = 


Substituant  donc  ces  trois  valeurs  (32),  (33),  et  (31),  de 
Ajcp,  Aîi{/,  AX  ainsi  que  celles  (24)  de  P,  Q,  R,  dans  les  trois 
équations  de  gauche  (21),  qui  nous  restent  seules  désormais  à 
vérifier,  nous  obtiendrons 

1  1  1  1  i  ^    i 

Z?W(^)  ^  CV^^^M^'  Id\/Wy  ~  C«e*î'*+''J'  m'      C»C'*' 

^   d^    I 

11 
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ouy  ce  qui  est  la  même  chose  : 

(34)  al/^)  =  CV'H-'',  lJ^^=Ce'*-^\  m  =  CC'. 
Or,  la  première  de  ces  équations  donnant 

(35)  l/W)"-*-*-.  ^=^e^.^  . 

la  seconde  et  la  troisième  établiront  dès  lors  entre  les  huit  con- 
stantes C,  C\  c,  c\  m,  n,  a  et  6  les  deux  seules  relations 

Ce 

(36)  — «C  et  iii  =  CC'; 

oc 

d  où  il  suit  que  sur  ces  huit  constantes  il  en  restera  six  complè- 
tement arbitraires,  savoir,  d'abord  c\  n  et  S,  qui  ne  figurent  pas 
dans  les  deux  relations  précédentes,  et  trois  autres  qu'on  pourra 
prendre  h  volonté  parmi  G,  G',  c,  m  et  a.  Si  donc  nous  faisons 
choix  expressément  pour  ces  trois  dernières  arbitraires  de  c,  m 
et  a,  les  deux  relations  (56)  déterminant  alors  G  et  G'  en  fonction 
de  celles-ci,  et  que  nous  convenions  d'introduire,  pour  Thomo- 
généité,  à  la  place  de  la  constante  arbitraire  c'  la  nouvelle  con- 
stante linéaire  /  =  -  e'',  la  valeur  (35)  de  \/W  trouvée  tout  à 
rheure  devenant  ainsi 

[/WW  =  -  c«'  .e^^  ==:/c^,  d^où  'F(^)  =  Pe"^, 

les  équations  des  trois  familles  de  surfaces  composant  le  système 
seront  alors  définitivement 

(57)  -  =  Ung(a?  4- 6),  x' -^  y' = /*«•**,  z»mtar-i-fi, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  résolvant  les  deux  premières, 

(58)  X  =  /e*"^  cos  (af  -♦- 6),      y  =  lef'^  sin  {af  -h  6),     «  =  ma  -+- w, 
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et  contiendront  les  six  constantes  complètement  arbitraires  /,  m, 
n,  Cf  a  et  6. 

A  la  vérité,  les  équations  (37)  ou  (38),  que  nous  venons  de 
trouver,  ne  diffèrent  pas  de  celles  que  nous  eussions  obtenues, 
après  avoir  déterminé  la  nature  géométrique  de  chaque  famille 
de  surfaces,  en  rapportant  isolément  chacune  d'elles  à  son  para- 
mètre thermométrique  au  moyen  du  procédé  de  Lamé  (*);  mais 
rien  ne  nous  eût  assurés,  en  suivant  cette  voie,  que  les  six  con- 
stantes ainsi  introduites  (deux  constantes  o-  et  t  pour  chaque 
famille)  fussent  séparément  arbitraires,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  indépendantes  entre  elles  (**),  fait  qui  ressort  au  contraire 
très  nettement  du  dernier  calcul  que  nous  venons  de  présenter, 
et  qui  suffit  dès  lors  à  en  justiGer  l'opportunité. 

Système  des  coordonnées  cylindriques  en  général.  Exemples. 
—  m®  «  Quatre  des  mêmes  dérivées  sont  supposées  nulles  ».  — 
On  peut,  étant  donnée  cette  hypothèse,  en  distinguer  de  nouveau 
deux  autres  subsidiaires,  suivant  que  les  deux  seules  dérivées 
qui  ne  sont  pas  nulles  appartiendront  au  même  groupe,  ou 
chacune  à  un  groupe  différent.  Or,  il  est  facile  de  voir  que  la 
première  de  ces  deux  hypothèses  ne  pourra  fournir  aucune 
solution  de  la  question. 

En  effet,supposons  que  les  deux  dérivées  qui  ne  sont  pas  nulles 
appartiennent  au  même  groupe,  et  soient,  pour  fixer  les  idées, 
~et|.  On  aura  alors,  par  hypothèse,  en  sus  des  conditions 
générales  (8), 

P  Q  R  R 

_  =  0,  -=0,  -=0.  0. 

Vf  f  f  ^ 


(*)  Ce  résnitat,  évident  d'ores  et  déjà  pour  la  troisième  famille  a  composée  de  plans 
parallèles,  nous  l'avons  établi  dans  notre  Chapitre  H  pour  la  famille  de  plans  »  [équation 
(69)],  et  pour  la  seconde  famille  ^,  il  nous  suffira  de  signaler  qu'il  coTocide  exactement 
avec  celui  qu'indique  Lamé  pour  cette  classe  de  surfaces,  dans  la  série  des  applications 
qo'il  fait  de  sa  méthode,  au  début  de  l'ouvrage  déjà  cité  dans  notre  Chapitre  précédent 
[Leçons  sur  les  Fondions  Inverses,  etc ..  $  VIII,  p.  9,  au  bas). 

(**)  Nons  constaterons  effectivement  pour  les  Cas  suivants  que  cette  indépendance  n'aura 
pas  toujours  lieu  (voir  notamment  les  expressions  définitives  analogues,  relatives  au  Cas 
du  système  sphérique,  lesquelles  renferment  seulement  cinq  constantes  arbitraires, 
au  lien  de  six). 
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Or,  en  se  rapportant  aux  équations  (13),  on  voit  que  la  première 
se  réduira  simplement  par  ces  hypothèses  à  R  ^  ^  =  0,  équation 
qui  ne  pourra  être  vérifiée  dans  le  Cas  actuel,  aucune  des  trois 
quantités  P,  Q,  R,  de  même  que  leurs  numérateurs  À|Cp,  Àf  ^,  A^ er, 
ne  pouvant  être  constamment  nulle,  et  les  deux  autres  facteurs 
fi  el|  étant  expressément  supposés  différents  de  2éro(*). 

Les  deux  dérivées  qui  ne  sont  pas  nulles  appartenant  dès  lors 
nécessairement  chacune  à  un  groupe  différent,  il  faudra  encore 
examiner  successivement  trois  cas,  suivant  que  ces  deux  dérivées 
seront  conjuguées,  réciproques,  ou  ne  rempliront  ni  Tune  ni  lautre 
de  ces  conditions.  Prenant  donc  arbitrairement  |  pour  Tune  de 
ces  deux  dérivées,  il  y  aura  lieu  de  distinguer  les  trois  sous-cas  sui- 
vants, selon  la  colonne  du  tableau  (12)  à  laquelle  appartiendra 
Tautre  dérivée. 

1**  «  Les  deux  dérivées  qui  ne  sont  pas  nulles  ne  sont  ni  con- 
juguées ni  réciproques  (**)  »  (c'est-à-dire  qu'elles  sont  relatives 
à  la  fois  à  des  variables  indépendantes  et  à  des  fonctions  diffé- 


D  11  est  bien  clair  qu'en  prenant  saccessivement  deux  à  deux  les  trois  dérivées  do 
môme  groupe,  la  même  conclusion  subsisterait  à  l'égard  de  chacune  des  trois  combinaisons 
que  l'on  formerait  ainsi,  puisque  ces  combinaisons  se  déduiraient  les  unes  des  autres  par 
la  permutation  simultanée  des  deux  groupes  {f,  ^,  cr)  et  (P,  Q,  R),  laquelle,  avons-nous 
remarqué,  échange  simplement  enli'e  elles  les  trois  équations  (13);  et,  eu  raisonnant  de 
même,  on  arriverait  encore  à  la  même  conclusion  à  l'égard  du  second  groupe  de 
dérivées. 

Enfin  le  même  raisonnement  s'appliquera  exactement  de  môme  aux  trois  couples  de 
dérivées  que  l'on  pourra  ainsi  envisager  pour  chacun  des  trois  sous- cas  que  nous 
allons  examiner  k  l'instant. 

(*')  Les  dérivées  que  nous  appelons  conjuguées  correspondent  dans  le  tableau  (12)  aux 
courbures  principales  caractérisées  par  la  propriété  très  simple  et  très  claire  d'appartenir 
à  la  même  surface  coordonnée,  propriété  que  Lamé  met  en  relief  en  leur  atlribaant  la 
dénomination  de  conjuguées  en  surface.  Quant  aux  autres  de  ces  courbures  qu'il  qualifie 
de  conjuguées  en  arc,  et  dont  le  caractère  géométrique  consiste  dans  une  notion  plos 
complexe  et  moins  facile  à  saisir,  nous  avons  jugé  plus  simple  et  plus  clair  de  ne  pas 
introduire  de  dénomination  spéciale  corrélative  pour  les  dérivées  qui  leur  correspondent, 
(et  qui  sont  précisément  celles-là  mômes  que  vise  le  premier  cas  subsidiaire  actuellement 
envisagé),  et  de  les  spécifier  dans  notre  classification  des  dérivées  précitées  uniquement 
par  voie  d'exclusion,  ainsi  que  nous  le  faisons  dans  l'énoncé  de  ce  sous-cas  1»  (voir,  pour 
plus  de  détails.  Lamé,  Leçons  sur  les  Coordonnées  Curvilignes,  §  XXIX,  p.  50,  ou  notre 
Mémoire  sur  la  Théorie  de  la  Courbure  des  Sur/aces,  p.  87,  in  medio). 
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rentes),  et  sont  alors  (pour  fixer  les  idées)  t  et  ^ .  On  a  alors,  en 
sus  des  conditions  générales  (8),  les  hypothèses 

P«  Q^  R«  R« 

-  =  0,  -=0,  -=0,  -«0, 

qui  réduisent  comme  tout  à  Theure  la  dernière  des  équations  (13) 
simplement  à  celle-ci  :  R  j'^  =  0,  laquelle  ne  peut  encore  être 
vérifiée,  eu  égard  à  Thypothèse.  Ce  sous-cas  1"*  ne  peut  donc 
fournir  aucune  solution  du  problème. 

2*  «  Les  deux  dérivées  qui  ne  sont  pas  nulles  sont  conjuguées  » 
et  sont,  par  exemple,  ^  et  ^.  On  a  alors,  outre  les  conditions  (8), 

P  O  O  R 

(39)  -=0,  -=0,  -«=0,  -=0. 

vs  vr  f  f 

Ces  hypothèses  vérifient  bien  à  la  vérité  les  équations  du  premier 
ordre  (13),  attendu  que  chaque  terme  de  ces  équations  con- 
tient en  facteurs  deux  dérivées  qui,  pour  aucun  des  termes,  ne 
sont  relatives  à  la  même  variable  indépendante,  mais  elles  sont 
incompatibles  avec  le  groupe  du  second  ordre (19),  attendu  que  la 
seconde  de  ces  équations  se  réduitpar  ces  hypothèses  àQ^  1 1  =0, 
et  ne  peut  plus  être  satisfaite  avec  la  supposition  admise. 

On  arriverait  encore  è  la  même  conclusion,  sans  avoir  égard 
à  ce  second  groupe  d^équations  (19),  en  remarquant,  à  l'aide 
d'un  raisonnement  et  d'un  calcul  exactement  semblables  à  ceux 
qui  nous  ont  conduits  au  résultat  pour  le  Cas  I"*  d'abord,  puis 
pour  le  Cas  11%  qu'étant  données  les  hypothèses  (39),  les  deux 
familles  (p  eim  sont  encore  des  plans,  et  ne  peuvent  être  compo- 
sées l'une  et  l'autre  de  plans  parallèles,  car  la  troisième  le  serait 
alors  aussi  forcément. 

Elles  seront  donc  encore  susceptibles  d'être  représentées  par 
les  mêmes  équations  (25)  et  (27);  d'où  l'on  conclurait  de  nou- 
veau, par  les  mêmes  considérations,  que  les  t{/  ne  pourraient  être 
que  des  cylindres,  c'est-à-dire  des  surfaces  ayant  l'une  de  leurs 
courbures  principales  constamment  nulle;  et  par  conséquent  il 
faudrait  que  l'une  au  moins  des  deux  dérivées  x  ou  ^  fût  aussi 
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Dulle,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Ce  second  cas  subsi- 
diaire,  de  même  qae  le  premier,  ne  pourra  donc  encore  fournir 
aucune  solution  du  problème. 

3"*  «  Les  (fettx  dérivées  qui  ne  sont  pas  nulles  sont  réci- 
proques ^^  et  sont,  par  exemple,  t  et  £.  On  a  alors,  outre  les 
conditions  générales  (8),  les  hypothèses 

(40)  -  =  0,  ^=0,  5==o,  5=0, 

^  ?  ?  ^ 

lesquelles  vérifient  bien  encore  le  premier  groupe  (i3),  pour  une 
raison  complètement  analogue  à  celle  énoncée  tout  à  Theure, 
aucun  des  termes  de  ces  équations  ne  contenant  en  facteur  deux 
dérivées  relatives  à  la  même  fonction  P,  Q,  R.  Quant  au  groupe 
du  second  ordre  (19),  elles  vérifient  bien  encore  les  deux 
dernières,  et  réduisent  la  première  simplement  è 

OU,  ce  qui  est  la  même  chose,  P,  Q,  R  ne  pouvant  être  nuls, 
comme  nous  Pavons  déjà  remarqué,  è  celie-ci  : 

équation  qui  peut  être  écrite  encore,  en  divisant  par  P^,  et  remar- 
quant que  les  hypothèses (8)  et  (40)  correspondent  d'ailleurs  pour 
Q  et  R  aux  valeurs  constantes  Q  =  C'*,  et  R  =  C"*,  sous  l'une 
ou  l'autre  des  deux  formes 


^  d  (t  dP\      „  rf  /l  rfP\ 

-^.:r--^r-o. 

OU  encore,  en  faisant 

C 

(*l)            C'^^*                  ^" 

-::• 
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puis  divisant  par  C/'^  Téquation  précédente,  et  la  séparant  en 
deux  membres, 


Jfa- 


rf^* 


équation  du  type  classique  des  Cordes  Vibrantes,  déjà  rencontré 
dans  le  Chapitre  II,  et  qui  nous  fournira,  comme  alors,  pour 
solution  la  plus  générale,  Texpression 

(42)  /P  =«  ^,  (^  ^  tco)  -t-  ,^,(^  —  tco), 

laquelle  devra  toujours  être  réelle,  du  moment  que  nous  avons 
reconnu  antérieurement  que  les  inconnues  P,  Q,  R  étaient  toutes 
trois  essentiellement  positives.  Or,  cette  condition  ne  pourra  être 
réalisée,  de  la  façon  la  plus  générale,  qu'en  supposant  que  les 
deux  fonctions  arbitraires  <^^  et<^2  ^^  diffèrent  que  par  une  con- 
stante additive  réelle  de  deux  fonctions  de  même  forme,  à  coeffi- 
cients imaginaires  respectivement  conjugués,  cV3t-à-dire  puissent 
être  représentées  par 

(45)        ^,(z)  «  <ï>  (z)  -«-  m!  (z),  /,(z)  =  K  +  <ï>  (z)  -  i^V  (x), 

tous  les  coefficients  des  deux  fonctions  ^  et  ^  étant  alors  réels 
ainsi  que  la  constante  K  (*)  :  condition  qui  équivaudrait  par  con- 


(*)  On  aperçoit  de  suite,  en  effet,  que  cette  condition  est  bien  suffisante,  car,  si  l'on 
remplace  dans  deux  fonctions  <7|  et  ^%  ^^^  que  (43)  l'argument  z  respectivement  par 
les  deux  quantités  imaginaires  x-^-iy  etx  —  iy,  il  est  manifeste  que,  sauf  la  constante 
additiye  K,  les  deux  résultats  se  déduiront  l'un  de  l'autre  en  changeant  simplement  le 
signe  de  /,  et  par  conséquent  seront  eux-mêmes,  à  cela  près,  deux  expressions  imaginaires 
conjuguées. 

Mais  le  point  essentiel,  pour  la  généralité  de  la  solution  de  la  question  actuellement 
posée,  est  d'être  assuré  que  cette  même  condition  est  bien  en  même  temps  nécessaire  pour 
la  réalité  d'une  expression  telle  que  la  valeur  de  l?  (42).  Celte  proposition,  k  la  vérité, 
deviendrait,  pour  ainsi  dire,  manifeste,  si  l'on  supposait  que  les  quatre  fonctions  réelles  * 
et  T,  qui  entrent  dans  la  composition  des  deux  fonctions  en  question  que  l'on  pourra 
toujours  représenter  par 

W  /,  {z)  =  ♦,  («)  H-  tY,  [z\  5*,  (z)  =  ♦,  {z)  -  tY,  («), 

fassent  toutes  développablcs  suivant  la  série  de  Taylor.  Mais  la  possibilité  de  l'application 
de  cette  formule  étant  soumise,  comme  l'on  sait,  à  de  nombreuses  restrictions,  un  sem- 
blable procédé  ne  saurait  constituer  qu'une  simple  indication,  propre  i  mettre  sur  la  Toie 
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M 


séquent,  si  Ton  restreignait  le  choix  des  fonctions  arbitraires  aux 
seules  fonctions  à  coefficients  réels,  à  prendre  pour  elles  deux 


de  la  proposition  à  démontrer,  mais  non  une  démonstration  véritable  de  la  dite  proposition. 

Yoîci  donc  comment  nous  établirions,  si  le  Lecteur  nous  le  demandait,  la  proposition  en 
question,  en  même  temps  qu'une  antre  toute  semblable,  qui  nous  sera  également  utile  un 
peu  plus  loin. 

Convenant  de  faire  dans  les  expressions  (a),  pour  l'un  et  l'autre  indice, 

(6)  <KaP4-*y)  =  M-4-iN,  v  (a? -+- ty)  =  P  ^  *Q, 

les  M,  N,  P,  Q  étant  alors  certaines  fonctions  réelles  déterminées  en  x  et  y,  nous  en  dédui- 
rons tout  d'abord,  en  diiTérentiant  par  rapport  à  y, 

DM         DN  dP         dû 

(y)  ,v(a.  +  tV)  =  ---^*--,  «Y'(a?-4-iî/)  =  ---^t-., 

^y        Dy  Sy        Oy 

et,  si  nous  convenons  ensuite  de  dénoter  par  l'indice  0,  placé  en  exposant,  les  valeurs  par- 
ticulières de  ces  différentes  fonctions  ou  de  leurs  dérivées  pour  y  »  0,  nous  obtiendrons, 
en  introduisant  cette  hypothèse  à  la  fois  dans  les  égalités  (g)  et  (y). 


♦  (ar)  =  M*-4.fNS 

Y(a?)  =  P«  +  lQ«, 

»■<•)- (^iv.(?r. 

/DP\« 

or,  comme  par  hypothèse  les  quatre  fonctions  <(>  et  Y  sont  toutes  à  coefficients  réels,  il 
suit  de  là  que  l'on  aura,  pour  les  indices  i  et  2 , 

/        M«  =  *(a7).         N»  =  0,  P«  =  Y(a?),       Q«  =  0, 

Cela  posé,  les  égalités  de  définition  (a)  et  (g)  donneront  pour  la  première  fonction 
proposée  <fi, 

^t  (^  -^  *y)  =  *i  (a?  -♦-  t'y)  -f-  îYi  {x  -f-  iy)  =  M,  -h  iN»  -♦- 1  (Pj  -♦-  fOi), 

c'est-à-dire,  en  ordonnant  par  rapport  à  i,  pour  les  deux  fonctions  »j,  les  expressions 

(e)        ,^i(a?"H»y)=Mj-Q,-^»(Nt-i-Pi).  ,î',(a?+iy)  =  M,-Q,-i(N,-»-P,), 

la  seconde  se  déduisant  évidemment  de  la  première,  d'après  les  définitions  précitées 
et  (€),  en  y  changeant  l'indice  i  en  2,  et  <  en  —  i;  et  l'on  en  déduira  dès  lors,  en  ajoutant 
d'abord,  puis  en  retranchant,  et  multipliant  par  i,  ces  deux  autres  expressions  : 

Suivant  donc  que  l'on  exigera  des  deux  fonctions  proposées  3  la  réalité,  soit,  comme 
plus  haut,  de  la  première  seulement  de  ces  dernières  expressions,  soit,  ainsi  que  nous 
serons  amenés  à  le  faire  plus  loin,  de  ces  deux  expressions  (y)  considérées  à  la  fois,  U 
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la  même  fonction  F  (z),  sauf  une  constante  additive,  mais  cette 
restriction  serait  arbitraire,  et  Ton  n'aurait  plus  ainsi  la  solution 
la  plus  générale  de  la  question. 


fandniy  suÎTant  le  cas,  que  la  première  sealement,  oo  l'ane  et  l'autre  simultanément  des 
deux  égalités 

iû)  N,  +  P,~(N,  +  P,)=0,  M,-Q,-(M,~Q,)  =  0, 

soient  vérifiées,  identiquement,  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées. 

Or,  si  on  les  récrit,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  par  rapport  à  y,  en  rapprochant 
les  termes  analogues,  ainsi  qu'il  suit  : 

f    N.-N,  =  -(P,-P,),  M,-M.  =  Q.-Q„ 

I  ^Ni_^t /il^_^^  DM,       DM,  _  ;^Q^       DQ, 

'  ay      Dy  ""     Wy      Dy/  ^y      ^y  ~"  oy      ^y' 

puis  que  Ton  y  fasse  ensuite  ^  =  0,  il  est  clair  que  ces  quatre  dernières  égalités  se  rédui- 
ront, en  tenant  compte  des  valeurs  (^),  aui  quatre  suivantes  : 

{    0  =  -[Y,(a?)-Y,(a;)],  *,(a;)- */a?)  =  0, 

(   *;(a?)-*;(a?)=o,  o  =  Y;(a?)-T;(«), 

le  groupe  de  gauche,  qui  provient  de  la  seule  équation  de  gauche  iô),  correspondant, 
d'après  ce  que  nous  avons  expliqué,  à  la  réalité  de  la  première  des  deux  expressions  {^]. 
Or,  il  est  visible  que  ces  deux  équations  donneront  bien  alors  pour  les  deux  fonctions  pro- 
posées (a)  deux  expressions  telles  que  (43),  ainsi  que  nous  l'énonçons  dans  le  texte,  à 
propos  de  la  question  qu'il  s'agissait  de  résoudre. 

L'ensemble  des  deux  groupes  (ç),  au  contraire,  qui  se  réduit  en  fait  aux  deux  égalités  de 
la  première  ligne  seulement  et  qui  représentent,  d'après  ce  qui  précède,  les  conditions 
nécessaires  k  la  réalité  simultanée  des  deux  expressions  (h),  exprime  évidemment  que 
les  deux  mêmes  fonctions  (a)  sont  alors  deux  fonctions  de  môme  forme,  à  coefficients  ima- 
ginaires respectivement  conjugués,  fonctions  que  nous  désignerons,  pour  abréger,  par  la 
dénomination  de  fonctions  imaginaires  conjuguées,  attendu  qu'elles  pourront  alors,  en 
vertu  de  leur  définition,  être  écrites  sous  la  forme  ' 

g,  (z)  =  «  (2)  -♦-  ÎY  (z),  g^  {z)  =  *(«)-  tY  (2), 

proposition  fort  importante,  que  nous  aurons  également  l'occasion  d'invoquer  un  peu  plus 
loin,  pour  la  solution  définitive  de  la  question  actuelle. 

Les  deux  fonctions  ^i  et  «T,  étant  supposées  expressément  du  type  que  nous  venons 
d'écrire,  et  par  conséquent  les  expressions  (if)  étant  réelles  toutes  les  deux,  ces  expressions 
pourront  alors  être  présentées  sous  une  forme  un  peu  difllérente,  qu'il  importe  de  rappeler 
en  terminant  cette  Note,  car  c'est  celle  sous  laquelle  on  énonce  le  plus  souvent  les  résul- 
tats que  nous  rencontrerons  pour  ce  Cas  III. 

En  effet,  l'hypothèse  que  nous  venons  de  dire  consistant  à  faire  dans  les  formules  (a) 
^1  »  ^,  «  4>  et  Yi  »  Yi  «^  Y,  et  par  conséquent,  d'après  les  définitions  (6), 

M,=»M,=:rM,  N,=N,  =  N,  P,  =  P,  =  P,  Q,r=Q,  =  Q, 
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Les  deux  fonctions  ^|  et  ^f^^ts'^^  ^în^î  expressément  supposées 
de  la  forme  (43),  si  Ton  convient  de  faire 

(44)  .f,(z)  =  /F,(z),  <r,(2)-K:  =  /F.(z),  C  =  c*\ 

il  est  bien  clair,  eu  égard  à  ces  valeurs  (43),  que  les  deux  fonctions 

(  F,  (z)  =  e^l^'^     =  e*<')+'^w  :^  e*t*)  [cos  ï^ (z)  ^-  i sin  Y (z)], 
1  F,  (z)  =  e^3^«<''  -  *  «=  e*  w-'^<')  ==  e*<'>  [cos  ^  (z)  —  i  sin  W  (z)] 

seront  elles-mêmes  deux  fonctions  imaginaires  conjuguées,  et  les 
deux  dernières  des  trois  équations  précédentes  (44)  donnant  alors 

(45)  K  =  2/C  =  /  .C\  ^,  (z)  =  K  H-  /F,  (z)  =  /.C"  -♦-  /F,  (z), 

réquation  intégrale  (42),  obtenue  tout  à  Theure,  deviendra, 
en  ayant  égard  à  la  valeur  (44)  de  la  fonction  rff  et  (45)  de  la 
fonction  J,, 

/P  =  /.C»  -♦-  IFi  (^  ■♦.  tcu)  +  /F,  (f  —  iccr), 

et  par  conséquent  les  expressions  les  plus  générales  des  incon- 
nues P,  Q,  R  seront,  dans  le  Cas  actuel, 

(46)  P  =  C'F,  (^  +  ict.)  F,  (^  -  ic«),  Q  =  C",  R  =  ~ . 

c 

F^  et  F«|  étant  deux  fonctions  à  coefficients  imaginaires,  arbitraires 
sous  la  condition  d*étre  de  même  forme  et  à  coefficients  respec- 


on  voit  qu'en  désignant  respectivement  par  A  et  B  les  expressions  réelles  en  ([uestion  (y), 
elles  se  réduiront  alors  respecti?ement  à 

A=2(M-Q)  el  B  =  ~2(N-*-P); 

et  comme  l'égalité  de  gauche  précédente  {€)  serait  devenue  en  même  temps 

^i  (0? -*-  ty)  =  M  —  Q-t-  i(N  -+-  P)  =  i  (A  -  tB), 

il  est  manifeste  que  les  deui  quantités  A  et  B  pourront  être  considérées  respectivement 
(au  signe  près,  quant  à  la  seconde)  comme  la  partie  réelle  et  le  coe£Bdent  de  i^  —  1 
dans  le  résultat  de  la  substitution  de  a;  +  (y  à  la  place  de  z  dans  la  fonction  entièrement 
arbitraire  2  ^i  (s),  et  la  même  concordance  s'étendrait  dès  lors  au  signe  de  l'expression  B 
lui-même,  si  l'on  prenait  pour  cette  quantité,  au  lieu  de  la  seconde  expression  (V)  elle* 
même,  l'expression  égale  et  de  signe  contraire  j  [5t  i^-^iy)  —  ^«  («  —  »y)]. 
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tivement  conjugués,  et  C,  C  et  c  désignant  trois  constantes  arbi- 
traires réelles. 

Ce  premier  résultat  acquis,  le  tableau  (12)  fait  voir  alors 
qu'avec  les  hypothèses  (40)  les  surraces  9  ont  leurs  deux  cour- 
bures principales  nulles  à  la  fois,  et  les  surfaces  ^  ei  vr  ont 
chacune  Tune  de  ces  courbures  nulle  en  tous  leurs  points.  Les 
surfaces  9  sont  donc  encore  des  plans,  et  les  familles  4'  et  m  Tune 
et  Tautre  des  surfaces  développables. 

Partant  de  là,  le  premier  des  deux  Théorèmes  de  Lamé  déjà 
cités  (*)  montre  que  rintersection  de  deux  surfaces  (b  eim  quel- 
conques est  une  droite,  puisque  les  deux  courbures  ^  et  ^,  con- 
juguées suivant  cet  arc,  sont  nulles  toutes  les  deux,  d  après  le 
tableau  (12),  avec  les  hypothèses  (40).  Et  dès  lors  tous  les  plans 
de  la  famille  9,  étant  perpendiculaires  à  cette  même  droite,  sont 
nécessairement  parallèles  {**). 

Si  nous  prenons  en  conséquence,  comme  dans  le  Cas  précé- 
dent, Tun  des  plans  de  cette  famille  pour  plan  des  xy,  auquel 
cas  elle  sera  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(47)  z  =  af  -^  b  ou  f>  =  Az  -4-  B, 

en  faisant  A  =  ^  et  —  ^  =  B,  celte  équation  entraînera  dès  lors 
immédiatement  les  valeurs 

dv  dv  d^  1 

^  =  0,  -?=0.  -^=A,  âîy  =  A'==-. 

dx  dy  dz  a' 

qui,  étant  reportées,  en  même  temps  que  celles  (46)  de  Q  et  R, 


(*)  GOORD.  CURV.,  S  XXXVI II,  p.  66,  ou  encore  notre  Mémoire  sur  l'Emploi  des  Coord. 
Curv,,  pp.  ?7  et  28. 

{'*)  On  arriferail  encore  à  la  même  eonclasion  en  remarquant  qu'en  yertn  des  résultats 
établis  dans  notre  Chapitre  il,  si  les  plans  qui  composeront  cette  famille  f  supposée  iso- 
therme ne  sont  pas  tous  parallèles,  cette  famille  pourra  ôtre  représentée  de  nouveau, 
comme  lors  du  Cas  précédent  llo,  par  l'équation  (26),  qui  entraînera  encore  comme 
conséquence  nécessaire  la  première  équation  (32),  ou,  ce  qui  est  la  môme  chose,  la  valeur 


«Mo?*-*- y") 


expression  manifestement  irréductible  avec  une  simple  constante,  qu'il  faudrait  trouver 
pour  pouvoir  satisfaire,  avec  les  valeurs  (46),  à  la  première  équation  de  gauche  (2i). 
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dans  la  première  de  gauche  et  les  deux  dernières  de  droite  (21), 
réduiront  en  conséquence,  pour  le  Cas  actuel,  ces  trois  équations 
aux  suivantes  : 

i  1  C"  du  d^      ^ 

-;= — 7:z  ou  a  s= — »  avec  --  =  0  et  —-=3  0, 
a'  Q*  c  dz  dz 

dont  la  première  exigeant  à  l'avance,  ainsi  que  nous  le  disons 
dans  la  note  précédente,  que  la  famille  tp  soit  composée  de  plans 
parallèles,  les  deux  autres  expriment  à  leur  tour  que  les  familles 
^  et  tzr  sont  toutesd  eux  composées  de  cylindres  parallèles  à  Taxe 
des  z,  et  par  conséquent  normaux  à  la  première  famille  cp. 

La  solution  la  plus  générale  du  problème  se  compose  donc 
pour  ce  sous-cas  3%  le  seul  auquel  corresponde  une  solution,  et 
par  conséquent  pour  la  totalité  de  ce  Cas  111'',  d'une  famille  de 
plans  parallèles,  et  de  deux  familles  de  cylindres  orthogonaux 
entre  eux  et  normaux  à  ces  plans.  C'est  donc  le  système  des  Coor- 
données Cylindriques  en  général,  dont  nous  faisons  usage  sous  le 
numéro  111''  (p.  131)  dans  notre  Mémoire  sur  VEmploi  des  Coor- 
données Curvilignes,  mais  avec  la  restriction  cette  fois  que  les 
deux  familles  de  cylindres  soient  toutes  deux  isothermes. 

Parmi  les  six  équations  du  système  (21  )  qui,  une  fois  les  expres- 
sions (46)  obtenues,  restait  désormais  seul  à  intégrer,  la  moitié, 
à  savoir  les  trois  que  nous  venons  de  dire,  définissant  ainsi  déjà 
le  genre  ou  la  nature  géométrique  des  surfaces  qui  composent 
le  système,  le  rôle  des  trois  autres  équations  du  même  groupe, 
c  est-à-dire  la  première  de  droite  et  les  deux  dernières  de  gauche, 
consistera  donc  simplement  à  préciser  rigoureusement  la  définition 
des  deux  familles  de  cylindres  qui  restent  actuellement  seules 
à  délimiter,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à  fixer  exactement,  par 
la  détermination  des  inconnues  ip  et  tzr  en  x  et  y,  les  équations 
de  leurs  sections  droites  par  un  plan  quelconque  de  la  famille  <p. 

Or,  les  deux  dernières  de  ces  équations  étant  ainsi 

« 

(48)  ^î*  =  ^'         ^î"^4        °"       RAÎ*  =  QAÎo  =  p. 


(49) 


on  voit  alors  en  divisant  par  R,  puis  ayant  égard  aux  valeurs  ci- 
dessus  trouvées  (46),  et  joignant  enfin  à  la  première  de  droite 
(21),  que  nos  deux  fonctions  inconnues  4^  et  w  devront  vérifiera 
elles  seules  le  système  surabondant  formé  des  trois  équations 


-y-  F,  (^  ^  icv)  F,  («p  —  icu) 
d^  drs       di^i  dis 
dx  dx       dy  dy         ^ 

dont  Tintégration  générale  déterminera  limitalivement  les  familles 
de  cylindres  qui  satisfont  pour  ce  Cas  à  la  question. 

Si  Ton  veut  procéder  à  cette  détermination,  le  fait  que  la 
première  et  la  dernière  de  ces  trois  équations  ne  contiennent  pas 
les  fonctions  inconnues  elles-mêmes,  mais  seulement  leurs  déri- 
vées du  premier  ordre,  montre  a  priori  qu'il  sera  sans  doute 
possible,  en  différentiant  en  x  et  y  chacune  de  ces  deux  équations, 
de  former,  par  Télimination  des  cinq  dérivées  (premières  et 
secondes)  de  Tune  de  ces  inconnues  entre  les  six  équations  dont 
on  aura  alors  la  disposition,  une  équation  du  second  ordre, 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secondes,  à  laquelle  devra  satis- 
faire isolément  lautre  inconnue  (*).  Et  si  Ton  peut  ensuite  intégrer 


(*)  Si  l'on  ifeut  obteuir  d  une  façon  simple  les  résultats  du  calcul  que  nous  venons  de 
dire,  le  procédé  le  plus  facile  consistera  à  éliminer  uniquement  les  deux  dérivées  rectan- 
gles ^  ^^j-  entre  les  quatre  équations,  linéaires  par  rapport  aux  dérivées  secondes, 
fournies  par  la  différentiaiion  des  deux  équations  (49)  précitées,  en  ayant  égard  en  même 
temps  k  ces  équations  elles-mêmes.  Le  résultat  de  cette  élimination  ainsi  restreinte,  qui 
reste  encore  néanmoins  sensiblement  moins  aisée  que  celle  que  nous  allons  effectuer  daos 
le  texte,  sera  les  deux  équations,  écrites  avec  notre  notation  habituelle  pour  les  dérivées 
partielles, 


dans  lesquelles  Y  et  II  désignent,  pour  abréger,  les  deux  quantités 
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séparément  chacune  des  deux  équations  du  second  ordre  ainsi 
obtenues,  équations  plus  larges  par  conséquent  que  celles  dont 
on  sera  parti,  il  faudra  qu'après  avoir  restreint  leurs  solutions  de 
manière  qu'elles  vérifient  effectivement  ces  deux  équations  (49) 
elles-mêmes,  Ton  puisse  encore,  avec  les  solutions  ainsi  restreintes, 
satisfaire  à  la  seconde  équation  restante  du  même  groupe  (49). 
Telle  est  donc  à  grands  traits  la  marche  que  nous  allons  suivre. 

Toutefois  le  calcul  d'élimination  que  nous  venons  de  dire 
étant  notablement  plus  aisé  si  dans  le  système  proposé  (49)  Ton 
intervertit,  comme  pour  le  Cas  général,  les  fonctions  inconnues  et 
les  variables  indépendantes,  c^est  au  problème,  ainsi  transformé, 
que  nous  allons  appliquer  de  point  en  point  la  méthode  que  nous 
venons  d'indiquer,  et  nous  achèverons  de  celte  façon  la  solution, 
même  pour  ce  Cas  particulier,  sans  sortir  un  seul  instant  de  la 
voie  indiquée  par  Lamé  pour  le  Cas  le  plus  général  du  problème, 
et  que  nous  avons  rapportée  au  début  de  ce  Chapitre. 

A  cet  effet,  en  appliquant  tout  d'abord  au  système  actuel  de 
surfaces  les  formules  très  connues  (16)  et  (17)  de  notre  Mémoire 
sur  l'Emploi  des  Coordonnées  Curvilignes,  etc.  (paragr.  I,  p.  18), 
déjà  rappelées  dans  les  deux  premiers  Chapitres  de  celui-ci, 
lesquelles  donneront  dans  le  cas  présent,  pour  les  premières, 
relativement  à  la  coordonnée  z  en  particulier, 

dz  dit  dz  dzs 

(50)  _A,«f==:f  =  0  et  _A,cr  =  — =  0, 

d^  dz  ttcr  dz 


Gela  posé,  si  l'on  fait  attention  que  ^  et  o  étant,  en  tant  que  coordonnées,  essentiellement 
indépendantes  l'une  de  l'autre,  le  déterminant  fonctionnel  A  —  ^-  —  j'^ne  peut  être 
identiquement  nul,  il  s'ensuivra  nécessairement  :  i^  que  les  deui  équations  ainsi  obtenues 
ne  pourront  être  vérifiées  en  égalant  à  zéro  l'un  ou  l'autre  de  leurs  premiers  facteurs,  ce 
qui  équivaudrait  à  faire  À  =  0;  2o  que  les  deux  équations  linéaires  et  homogènes  en 
Y  et  n,  constituées  par  les  seconds  facteurs  auxquels  elles  se  réduisent  alors,  ne  pourront 
être  vérifiées  que  par  les  seules  valeurs  y  »  0  et  n  =»  0,  égalités  qui  représentent  dès 
lors  le  résultat  de  l'élimination  demandée.  En  joignant  donc  ces  deux  dernières  équations 
à  la  troisième  (49),  on  se  trouve  en  présence  du  système  du  second  ordre  (74)  ci-après,  que 
nous  obtenons  immédiatement  un  peu  plus  loin  à  l'aide  de  considérations  géométriques 
évidentes,  et  dont  nous  calculons  d'ailleurs  par  une  intégration  directe  la  solution  la  plus 
générale. 
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et  pour  les  secondes,  par  voie  de  conséquence, 

on  voit  que  les  deux  premières  équations  en  question  (49) 
pourront  aussi  bien  être  écrites 

i  c'  1 


(51) 


(dxy      fdyY       /rfx\«      IdyY       ce*     ,        .    ,„, 

ou,  en  renversant  les  rapports  et  multipliant  alors  par  c^,  puis 
joignant  enfin  à  la  première  de  droite  des  formules  précitées  (1 7) 
du  susdit  Mémoire,  dans  laquelle  nous  aurons  introduit  également 
les  hypothèses  (50),  nous  aurons  ainsi  définitivement,  au  lieu  et 
place  du  système  précédent  (49),  le  suivant  : 

«•[(r:r-(t)>(£Mî)'=--"--"'^-<--'- 

dx  dx       dy  dy 
d^  du       dtp  drs 

Cela  fait,  différentiant  d'abord  la  première  de  ces  équations 
en  4^  et  la  dernière  en  w^  et  écrivant,  pour  plus  de  facilité,  les 
résultats  à  laide  de  notre  notation  habituelle  relative  aux  dérivées 
partielles,  nous  formerons  en  premier  lieu  les  deux  équations 

xx"      yy"  X  x''      y  y" 

-+ -♦- 1 =0; 

puiSy  différentiant  semblablement  la  première  en  w  et  la  dernière 
en  <f^,  nous  formerons  en  second  lieu  ces  deux  autres,  analogues 


aux 

précédentes  : 

(S3) 

•    ,/ix'       y  y'\      Ixx"      yy'\ 

C       —             •♦-    —                          —    —   -♦- s 

=  0, 
=  0, 

ei  alors,  si  nous  ajoutons  membre  à  membre,  d'une  part  les  deux 
équations  (52)  telles  qu'elles  sont,  et  d*autre  part  les  deux 
équations  (S3),  après  avoir  multiplié  toutefois  la  seconde  par 
—  c^,  et  que  nous  fassions  pour  abréger 

(54)  X  =  c*--i--;.  Y  =  c«?^^+25, 

on  voit  que  nous  aurons  formé,  entre  ces  deux  quantités  X  et  Y 
ainsi  définies,  le  système  linéaire  et  homogène 

XV  X  y 

if         ^  o         o 

dont  le  déterminant,  qui  n'est  autre  que  le  déterminant  fonc- 
tionnel 

X  y      y  X 

(55)  A  =  -^  — ^-. 

^   CT         «p   cr 

ne  saurait  évidemment  être  identiquement  nul,  du  moment  que 
les  deux  variables,  xet  y  d'une  part,  ou  if;  et  tzr  de  Tautre,  sont, 
en  tant  que  coordonnées,  essentiellement  indépendantes  Tune  de 
Tautre  (*);  système  qui  ne  pourra  dès  lors  être  vérifié  que  par  les 
seules  valeurs  X  «==>  0  et  Y  «=  0,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
eu  égard  aux  définitions  (54),  en  astreignant  a  priori  les  deux 


(•)  On  arriverait  d'ailleurs,  daus  le  cas  particulier,  très  aisément  à  la  môme  conclusion 
sans  invoquer  les  propriétés  générales  des  déterminants  fonctionnels,  et  par  la  seule  consi- 
dération des  conditions  de  la  question,  en  remarquant  que  l'identité 


c»^  +  ^  =  0. 
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inconnues  x  et  y  à  satisfaire  individuellement  aux  deux  équations 


ou 


lesquelles  leur  assignent  par  conséquent  è  chacune,  d'après  le  type 
classique  des  Cordes  Vibrantes,  une  expression  de  la  forme 

(56)  x  =  ^(U)  +  /,(V),  y  =  ^f*(U)  ^  ^,(V), 
en  conyenant  de  faire,  pour  abréger, 

(57)  U  =  if»-HIC«r,  V  =  ^  — tCo, 

ainsi  que  nous  a  déjà  donné  Téquation  (41"')  précédente,  les 
symboles  <^,  et  $^  ne  représentant  pas,  bien  entendu,  par  hypo- 
thèse, dans  la  seconde  de  ces  expressions  (56),  les  mêmes  fonc- 
tions que  dans  l'intégrale  générale  (42)  de  Téquation  que  nous 
venons  de  rappeler. 

Connaissant  ainsi  la  forme  nécessaire  des  fonctions  inconnues 
X  et  y,  il  ne  nous  reste  plus  maintenant  qu'à  disposer  des  quatre 
fonctions  arbitraires  /*  et  «9^  qui  figurent  dans  ces  expressions,  de 
manière  à  vérifier  les  trois  équations  du  premier  ordre  propo- 
sées (51)  elles-mêmes. 


se  réduit  dans  le  cas  actuel,  eu  égard  à  la  définition  (5S}  de  A  et  à  la  dernière  équa- 
tion (511,  è  la  suivante  : 

dans  laquelle  aucnn  des  denx  facteurs  du  second  membre  ne  peut  être  supposé  nul;  car 
y  faudrait  pour  cela,  ou  bien  que  o:  et  y  se  réduisissent  k  la  fois  à  des  constantes,  ou  bien 
qu'ils  ne  fussent  fonctions  que  de  i'nne  seulement  des  deux  coordonnées  ^  gi  cr,  ^luquel 
cas  il  existerait  alors  entre  ces  deux  variables  xtXy  une  relation  F  (x,  {/)  =s  o,  à  laquelle 
on  arriverait  par  l'élimination  de  la  dite  coordonnée  curviligne  :  bypotbèses  également 
inadmissibles,  du  moment  que  ces  variables  x  f\\f  représentent  par  hypothèse  dans  la 
question  un  système  de  coordonnées. 
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Pour  cela,  déduisant  des  expressions  (56)  et  (87)  par  la  diffé- 
rentiation 

(.77=^    ri(U)^A(v),        ^=    ^;(U)H./i(v), 

|^c=,c[/;(U)-A(V)].  ^  =  tc[^;(U)-/;(V)], 


(58) 


la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  première  et  la  dernière  des 
équations  proposées  (81)  donnera  d*abord  respectivement  les 
deux  conditions 

I  c  [if\  H-  /;>«  ^  (5^;  +  ^;)'j c' [(/; - n?  +  (^\  -  ^r], 

1  ic  I  (/•;  -H  Ai)  (n  -  /i)  -»-  (^î  "^  ^i)  (<^'i  -  <3^i)] = 0, 

(étant  entendu,  pour  abréger,  que  la  variable  est  U  pour  les  fonc- 
tions affectées  de  Tindice  1 ,  et  V  pour  celles  affectées  de  Tindice  2), 
c  est-à-dire,  en  réduisant  ou  développant,  et  supprimant  ensuite 
les  facteurs  communs  constants  2c'  ou  te,  ces  deux  autres 

lesquelles,  donnant  immédiatement  par  addition  et  soustraction 

se  réduisent  en  fait  par  conséquent  aux  deux  suivantes,  dans 
lesquelles  nous  supposons  que  le  coeflBcient  i  emporte  avec  lui 
son  signe  (arbitraire  d*ailleurs),  c'est-à-dire  où  nous  faisons 
t  —  dr^^^, 

(59)  ^\  (U)  «  if\  (U),  /;  (V)  «  ±  ir, (V), 

et  ne  seront  dès  lors  satisfaites  qu*en  prenant  dans  les  expres- 
sions (86) 

(60)  5^.  (U)  =  if,  (U)  H-  c\  ^, (V)  =  db  if,  (V)  -f-  c". 

Or  il  est  facile  de  voir,  relativement  au  double  signe  qui  figure 


i 


i65. 

en  évidence  dans  la  seconde  de  ces  expressions  (59)  ou  (60),  que 
le  signe  —  seul  est  admissible,  ear^  en  se  reportant  aux  expres- 
sions (58)  des  dérivées  de  x  et  y,  d'une  part,  celles  de  x  exigeront 
d'abord  pour  la  réalité  que  f^  et  f^  soient  deux  fonctions  de  même 
forme  à  coefficients  imaginaires  respectivement  conjugués  (voir  la 
note  de  la  page  153,  in  fine);  et  d autre  part,  cela  étant  admis, 
celles  de  y  devenant  par  la  substitution  des  valeurs  (59) 

(^^  '     jj = '  f^'  (U)  ±  /;  (  V)] ,      5;  =-  -  '^  [n  (U)  =F  A  (V)] , 

« 

Ton  voit  que  le  signe  supérieur  ne  fournirait  une  expression  réelle 
ni  pour  Tune,  ni  pour  Tautre  de  ces  dérivées,  tandis  que  Tautre 
signe  au  contraire  les  rend  bien  réelles,  comme  cela  doit  être, 
toutes  les  deux  à  la  fois. 

Enfin,  si  l'on  tient  compte  de  cette  restriction  relative  au  double 
signe,  les  formules  de  gauche  (58)  et  les  précédentes  (61)  donnant 
alors 

(S)'"*"  êy^       ^^'^^^  ■*"  ^•^^^-^'  -[r.(U)-/;(V)]«=4/î(U)/;iV), 
(^)V(^y — ^•f/;(U)-/;(V)?-^c«[/;(U)H.A(V)]'=cUAU)/^^^^ 

on  voit  que  la  seconde  équation  (51),  c'est-à-dire  celle  obtenue 
en  égalant  dans  la  première  ligne  Tun  quelconque  des  deux  pre- 
miers membres  au  troisième,  qui  nous  reste  seule  désormais  à 
satisfaire,  se  réduira  simplement,  eu  égard  aux  définitions  (57), 
à  la  condition 

(62)  4cy;  (U)  r,  (V) = œ%  (U)  f,  (V)  , 

et  sera  par  conséquent  elle  aussi  vérifiée,  en  établissant  seulement, 
entre  les  constantes  et  les  fonctions  arbitraires  introduites  par  ces 
différents  calculs,  la  corrélation 

(63)  icf\  =  CCT,  et  2c/;  =  CC'F,, 
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qui  déterminera  à  volonté,  ou  bien  les  fonctions  ^  et  f^  si  Ton 
s'est  donné  F|  et  F«|,  c'est-à-dire  les  expressions  de  a;  et  y  si  Ton 
se  donne  celle  (46)  de  P,  ou  inversement  les  fonctions  F^  et  F^ 
si  Ton  s*est  donné  /j  et  /^»  c'est-à-dire  alors  l'expression  de  la  fonc- 
tion P,  en  se  donnant  arbitrairement  par  le  moyen  des  formules 
(56)  et  (60)  celles  des  inconnues  x  et  y  (*)• 

Introduisant  donc  ces  expressions  (60),  prises  avec  le  signe  — 
exclusivement,  dans  les  précédentes  (56),  celles-ci  s'offriront  à 
la  vérité  de  prime  abord  sous  la  forme 

(64)        a:  =  /;{U)^/,(v),        y=i[/;(U)-/;(V)]^cVc"", 


(*)  Si  l'on  se  souvient,  d'une  part,  que  pour  ce  Cas  particulier  il  résulte  immédiatement 
des  hypothèses  i8)  et  (40  ,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué,  que  Q  et  R  sont  alors  deux 
constantes  données  C*  et  G"',  et  z  la  fonction  linéaire  r47)  de  f,  et  si  l'on  fait  attention, 
d'autre  part,  qu'eu  égard  à  la  façon  môme  dont  il  a  été  introduit,  le  troisième  membre  de 
la  première  ligne  d'équations  (51)  a  pour  valeur  C'^P,  l'on  voit  que  cette  seconde  manière 
de  poser  ia  question,  à  laquelle  nous  faisons  allusion  ci-dessus,  équivaut  à  déterminer 
gimultanément  en  f  et  ^  les  trois  fonctions  inconnues  restantes,  savoir  P,  x  et  y,  à  l'aide 
du  système  surabondant  formé  des  quatre  équations  seules  également  restantes, 

dxdx      (iy  dy       ^  ^d*.l?      d*.l? 

l--i-L  =  o,  c« 1 =  0, 

d^  da       d4>  da  d\fi*  do' 

dont  la  dernière  n'est  autre  que  l'équation  (W*^*)  primitivement  envisagée.  Or,  dans  ce 
système  les  deux  équations  de  gauche  déterminant  à  elles  seules  les  deux  inconnues  x 
et  y,  et  leur  assignant,  comme  nous  venons  de  le  voir,  les  expressions  (64)  ci-après,  la 
seconde  de  ces  mêmes  équations  fournira  dès  lors  immédiatement,  pour  la  troisième 
inconnue  P,  la  valeur 

laquelle  satisfait  bien,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  de  suite,  à  la  quatrième  équation  du  m(me 
groupe,  les  deux  fonctions /|  et/(  restant  toujours  arbitraires. 

Nous  aurons  occasion  de  faire  utilement  emploi  de  ce  second  mode  de  poser  la  question, 
jors  d'un  Cas  ultérieur  entièrement  analogue  à  celui-ci. 
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mais  pourront  aussi  bien  être  présentées  sous  cette  autre  forme, 
à  la  fois  plus  simple  et  plus  symétrique, 

(65)  a:=i[/;(U)H-/;(V)],  y  =  ^[/;(U)~A(V)], 

si  Ton  commence  par  récrire  idmtiquetnenl  les  deux  expressions 
(64)  ainsi  qu'il  suit  : 

j  ._  (Mo,-ii^).(,,v,.':!£f^) 
(  ,-.[(M».-iii^>)-(M..-:iifO)], 

et  que  Ton  y  substitue  ensuite,  comme  simple  notation,  les  sym- 
boles \  /i  (U)  et  \  fz  (V)  pour  représenter  respectivement  les  deux 
fonctions  de  U  et  de  V,  mises  en  évidence  par  de  grandes  paren- 
thèses dans  les  deux  égalités  que  nous  venons  d'écrire,  ce  qui 
changera  simplement  les  deux  conditions  trouvées  tout  à  Theure 
(63)  dans  les  deux  analogues 

(66)  c/';  =  CCT,,  c/;  =  CCT,. 

En  remettant  donc  dans  les  expressions  plus  concises  bien  que 
tout  aussi  générales  (65),  à  la  place  de  U  et  V  leurs  valeurs  (57), 
et  y  joignant  Téquation  de  gauche  (47),  la  solution  définitive  du 
problème  sera  représentée  pour  ce  Cas  par  les  trois  expressions 

i    ^  ="  5  [/•  (^  "*"  ^^""^  •+-  A  (^  —  »>or)], 

\  z  =3  a^  -t-  6, 

et  comprendra  dès  lors,  outre  les  trois  constantes  arbitraires 
réelles  a,byC,  deux  fonctions  imaginaires  conjuguées  ^  et  /i,  c'est- 
à-dire  telles  que 

(68)        ^(^^^(o-^tnco,  A(0  =  v(0-»n(o. 
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et  dans  la  composition  desquelles  il  entrera  par  conséquent 
deux  fonctions  à  coefficients  réels,  \F  et  II,  entièrement  arbi- 
traires. 

Si  Ton  veut  revenir  à  présent  à  la  question,  envisagée  sous 
la  forme  même  où  nous  Tavions  primitivement  posée,  c'est-à-dire 
si  Ton  demande  de  connaître  inversement  les  expressions  des 
coordonnées  9,  ip,  vr  en  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z,  faisant 
alors,  par  analogie  avec  les  définitions  (57), 

(69)  u  =  «  —  ly ,  V  =  X  4-  If/ , 

puis  ajoutant  à  deux  reprises  les  deux  équations  (65),  après  avoir 
multiplié  successivement  la  seconde  par  —  t  et  -1-  t,  il  est  clair 
que  nous  formerons  ainsi  ces  deux  autres 

(70)  t*  =  /*.(U),  t^-A(V), 
lesquelles  deviendront,  étant  résolues  par  rapport  à  M  et  V, 

(71)  U=<^,(w),  V  =  <^,(i;), 

les  deux  fonctions  ^^  ^^  ^i>  ^^î  ^^  sont  pas,  bien  entendu,  par 
hypothèse  les  mêmes  que  celles  qui  figuraient  antérieurement 
soit  dans  Téquation  (42),  soit  dans  la  seconde  équation  (56), 
étant  encore,  de  même  que  ^  et  f^^  deux  fonctions  imaginaires 
conjuguées,  c'est-à-dire  du  type  (68),  ainsi  qu*il  est  évidemment 
nécessaire  pour  que  les  seconds  membres  de  ces  dernières  éga- 
lités soient  bien,  de  même  que  les  premiers,  deux  expressions 
imaginaires  respectivement  conjuguées.  Or  ces  mêmes  égalités 
donnant  par  addition  et  soustraction,  en  se  reportant  aux  défini- 
tions (57)  de  U  et  V, 

(72)  *  =  ^l^.(")i-<3^.(v)l,  «=^^[<^.M-^.(t')l. 

en  remettant  à  présent,  à  la  place  de  u  et  t;  leurs  valeurs  (69), 
et  joignant  à  ces  deux  dernières  égalités  Téquation  de  droite  (47), 
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Ton  voit  alors  que  les  expressions  les  plus  générales  des  trois 
coordonnées  f,  ^,  cr  en  fonetion  des  coordonnées  rectilignes,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  les  équations  des  trois  familles  de  sur- 
faces composant  le  système,  seront  pour  la  question  actuelle 

f  r=  Az  -4-  B, 

(73)         \*^  'i  ['^•(^~"*y^  ■**  '^«<'^-»-*v)]i 

et  il  est  bien  clair  que  les  deux  dernières  de  ces  expressions,  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose,  les  précédentes  (72),  seront  précisé- 
ment les  expressions  les  plus  générales  des  inconnues  ^  et  tr  qui 
vérifient  le  système  du  premier  ordre  (49)  primitivement  posé, 
pourvu  que  les  nouvelles  fonctions  /|  et  /^  satisfassent  encore 
aux  mêmes  conditions  ci-dessus  (66),  dans  lesquelles  /*{  et  f^  re- 
présenteront alors  par  définition  les  fonctions  inverses  de  ces 
fonctions  /|  et  ^^,  ainsi  que  Tindiquent  les  équations  récipro- 
ques (70)  et  (71). 

Or  si  Ton  fait  attention,  d*une  part,  qu'en  passant  du  système 
(49)  au  système  (51)  par  Tinterversion  des  inconnues  et  des 
variables  indépendantes,  chaque  membre  de  cette  seconde  forme 
d'équations  (51)  provient  exclusivement  du  membre  correspon- 
dant de  la  première  forme  (49),  et  si  Ton  se  rappelle,  d'autre 
part,  que  la  forme  de  la  solution  (64)  ou  (65)  du  second  système 
a  été  imposée  dans  le  calcul  qui  précède,  uniquement  par  la  pre- 
mière et  la  dernière  de  ces  équations  (51),  celle  du  milieu  n'inter- 
venant que  pour  imposer  la  condition  (62)  qui  peut  servir  alors, 
comme  nous  l'avons  dit,  à  une  double  fin;  il  est  bien  évident,  dès 
lors,  qu'en  revenant  au  premier  système  (49),  on  devra  consi- 
dérer que  la  forme  de  sa  solution  la  plus  générale  (72)  est  fixée 
de  même  exclusivement  par  la  première  et  la  dernière  de  ces 
équations  (49),  la  seconde  n'intervenant  encore  que  pour  procu- 
rer la  même  condition  réversible  (62)  entre  les  quatre  fonctions 


170. 

arbitraires  F  et^^^),  introduites  jusque-là  tant  par  un  calcul 
antérieur  que  par  cette  solution  elie-naéiiie,  condition  qui  four- 
nira indifféremment,  comme  tout  à  Theure,  soit  les  expressions 
définitives  des  inconnues  4^  ei  m  lorsque  Ton  se  sera  donné 
Tfxpression  (46)  de  P,  soit  au  contraire  celle  de  P,  en  se 
donnant  arbitrairement  les  expressions  (73)  de  -4/  et  m.  Cette 
simple  remarque  nous  sera  du  plus  grand  secours,  comme  on 
le  verra,  pour  la  solution  d*un  problème  entièrement  analogue 
que  nous  offrira  bientôt  Tun  des  Cas  ultérieurs. 

Si  nous  n*avions  pas  tenu  à  rester  sur  le  terrain  exclusivement 
analytique  et  à  demeurer  fidèle  à  notre  programme  strict, 
consistant  à  résoudre  pour  chaque  Cas  le  problème  à  Taide  des 
méthodes  mêmes  indiquées  par  Lamé,  nous  eussions  pu  parvenir 
plus  aisément  peut-être,  ou  tout  au  moins  plus  rapidement,  aux 
mêmes  résultais,  en  nous  basant  sur  une  interprétation  géomé- 
trique du  système  du  premier  ordre  (49),  qui  s'offre  immédia- 
tement à  lesprit  lorsqu'on  examine  la  raison  d'être  ou  la  signi- 
fication de  ce  système,  à  dater  du  moment  où  la  question  s*y  est 
trouvée  réduite.  Et  comme  ce  second  mode  de  résoudre  le  pro- 
blème nous  servira  également  pour  le  Cas  subséquent  déjà 
annoncé  tout  à  Theure,  il  ne  sera  pas  inutile  de  nous  assurer  rapi- 
dement, à  l'occasion  de  celui-ci,  qu'il  nous  conduirait  bien  exac- 
tement à  la  même  solution  que  nous  venons  de  trouver  en 
suivant  de  point  a  point  la  méthode  générale  indiquée  par  Lamé. 

En  effet,  parmi  les  six  équations  (21)  qui  définissent,  pour 
les  Cas  particuliers  envisagés  dans  ce  Chapitre,  le  problème  ana- 
lytique du  système  orthogonal  triplement  isotherme,  les  trois 
équations  auxquelles  nous  avions  alors  déjà  satisfait,  savoir  la 
première  de  gauche  et  les  deux  dernières  de  droite,  expriment 
simplement,  ainsi  que  nous  l'avons  vu,  que  le  système  cherché 


(*)  Oa»  en  termes  plus  exacts,  la  même  condition  (62}  de  laquelle  on  aurait  fait  dispa- 
raître le  coefficient  4  du  premier  membre,  en  raison  du  changement  de  notation  dont 
nous  sommes  convenus  pour  passer  de  la  forme  d'axpressions  (64}  à  la  forme  défînitire 
(65j,  réciproque  de  la  forme  actuellement  en  question  (79). 
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se  compose  dans  le  Cas  actuel  de  deux  familles  de  cylindres  paral- 
lèles, et  'd'une  famille  de  plans  normaux  à  ces  cylindres.  Il  est 
donc  évident  que  Fensemble  des  trois  autres  équations  du  même 
groupe  qui  nous  restent  encore  à  vérifier,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  des  (rois  équations  (49),  ne  saurait  exprimer  analytique- 
ment  autre  chose  que  cette  triple  condition,  à  savoir  que  les  deux 
familles  de  cylindres  sont  chacune  isotherme  et,  de  plus,  ortho* 
gonales  entre  elles;  car,  la  nature  de  chaque  famille  de  surfaces 
éuint  supposée  expressément  celle  que  nous  venons  de  dire,  c'est 
bien  là  évidemment  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
Ton  puisse  constituer  avec  les  dites  familles  un  système  ortho- 
gonal triplement  isotherme.  Or,  posée  dans  les  termes  que  nous 
venons  de  dire,  la  question  se  réduit,  au  contraire,  à  un  problème 
analytique  très  simple,  et  conduit  alors  sans  peine  à  un  résultat 
dont  Tune  des  formes  est  très  connue. 

En  effet,  les  équations,  du  problème  géométrique  ainsi  défini 
n'étant  autres  que  celles  du  système  primitif  (t),  réduit  à  deux 
fonctions  inconnues  et  deux  variables  indépendantes  seulement, 
savoir  : 


(74) 


les  intégrales  générales  des  deux  premières  de  ces  équations, 
considérées  isolément,  seront  encore,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà 
dit  dans  notre  Chapitre  II  (page  41),  d'après  le  type  classique  des 
Cordes  Vibrantes, 

f='h(x  —  iy)  -H  «f»,  (x  -t-  ly),  o  =  a,  (x  —  t'y)  -t-  a,  (x  h-  ly), 

ou,  plus  simplement,  en  introduisant  de  nouveau  nos  quantités 
tt  et  V  (69), 

(75)  *  =  tfr,  [u)  -4-^,(1?),  cr  =  B,  (u)  -t-  tar,  (v) , 


dy* 

dx' 

=0, 

d^f.da 
di  dx 

dji  da 

dy  rfy"° 

0, 

472. 
et  donneront  dès  lors,  par  la  différentiation, 

(^  =  ^5+  ^;,  ^  =  t(_,;^^;),  ^  =  o, 

\  dx  au  dz 

(76)   <  ^ 

\  dx  dy  dz 

la  variable  étant  cettfs  fois  u  pour  les  fonctions  affectées  de  Tindice 
1,  et  t;  pour  celles  affectées  de  Tindice  2.  En  substituant  ces  der- 
nières valeurs  dans  la  troisième  équation  (74),  celle-ci  deviendra 
donc 

(fi  ^  ¥t)  (o;  -H  ai) — (^;  -  ^y  (a;  -  a;)  =  o, 

ou  simplement,  en  réduisant, 

ou  par  conséquent,  en  séparant  les  variables, 

/.  (u)  ^\  (v) 


o',(w)  B;(t;) 


=  const.  =  k\ 


car,  vu  que  Ton  peut  évidemment  prendre  pour  variables  indé- 
pendantes u  et  t;  à  la  place  de  x  et  y^  chacun  de  ces  rapports 
ne  dépendant  que  de  l'une  ou  de  Tautre  de  ces  quantités  seule- 
ment, leurs  valeurs  ne  pourront  être  égales,  quelles  que  soient 
ces  variables,  qu*à  la  condition  que  cette  valeur  comm,une  soit 
une  simple  constante  k.  II  sera  donc  nécessaire  et  suffisant,  pour 
que  cette  troisième  équation  (74)  soit  vérifiée,  que  Ion  ait  à  la 
fois 

(77)   '  ^;  (u)  =  kzs\  [u)         et         «;  (t?)  «  -  ^  *;  (v), 

ou 

^,  (m)  =  ktSi  {u)  -«-  c'  et  tar,  (w)  =  —  -  ^t  (v)  -^  c'\ 

et,  par  suite,  en  reportant  dans  les  valeurs  ci-dessus  (75),  les 
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expressions  les  plus  générales  de  ^  ei  de  or  qui  satisfassent  à  la 
fois  aux  trois- équations  (74)  seront 

i 

(78)  +  «  Atar,  (u)  -^  c'  -♦-  ^,  (r),  a  =.  o,  («)  —  ^  t^,  (l?)  -f-  c"; 

expressions  qui  pourront  encore,  comme  celles  fournies  par  le 
calcul  précédent,  être  présentées  sous  une  forme  plus  simple, 
bien  que  tout  aussi  générale,  en  les  récrivant  d*abord  identique- 
ment 9\ïis\  qu'il  suit  : 

*  =         \krz^  (W)  -»-  ^ J    -^    ^^,(1?)  -4-  ^ ^j» 

J    —  1  [(^-^  («)  -  ^)   -  (*«  (^'  -  ^'")]  ' 

et  adoptant  alors  simplement  les  symboles  ^,^|  et  ^^^  pour 
représenter  les  fonctions  de  u  et  de  v  mises  ainsi  en  évidence  par 
de  grandes  parenthèses  dans  ces  écritures,  ce  qui  les  transfor- 
mera dès  lors  dans  les  suivantes  : 

(79)  ^  =^[^.(11)  -H  ^M\  «  ^^L^.C**)  ~^«H]. 

La  forme  nécessaire  de  nos  inconnues  0/  et  w  étant  ainsi  four- 
nie par  un  calcul  très  simple,  en  se  basant  comme  point  de 
départ  sur  la  signification  géométrique  évidente  du  système  pro- 
posé (49),  il  ne  reste  plus,  comme  dans  le  calcul  précédent,  qu'à 
disposer  de  la  constante  k  et  des  fonctions  arbitraires  /^  et  ^^  qui 
figurent  dans  ces  dernières  expressions,  de  manière  à  satisfaire 
à  ce  système  proposé  lui-même  (et  non  plus  seulement  au  système 
du  second  ordre  (74)  que  nous  lui  avons  substitué  par  le  rai- 
sonnement qui  précède),  c'est-à-dire,  en  fait,  aux  deux  premières 
équations  de  ce  système  (49)  seulement,  puisque  la  dernière 
faisait  également  partie  du  système  du  second  ordre  (74)  qui 
nous  a  conduit  à  ces  expressions  (79),  et  est  par  conséquent 
dores  et  déjà  vérifiée  par  elles,  quelles  que  soient  les  fonctions 
^,  et  /^  ^^  1^  constante  k. 


(80) 
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A  eet  effet,  tirant  d'abord,  comme  plus  haut,  par  la  différen- 
tiatiou  desdites  expressions  (79),  les  valeurs 

d'où  nous  conclurons  celles-ci  : 

puis,  reportant  ces  dernières  valeurs  dans  les  deux  premières 
équations  précitées  (49),  et  y  introduisant  en  même  temps  au 
dernier  membre  les  quantités  déjà  employées  (57),  ces  équations 
se  réduiront  alors  aux  deux  suivantes 

(81  )       ^;  [u)  5^;  (y)  -  -  ^  ^\  (u)  <3^;  {») 


-T-F.(U)F,(V) 


dont  la  première  exigera  tout  d'abord  pour  être  vérifiée  identi- 
quement, c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  fonctions  ^^  et  Z^, 
que  Ton  prenne 

(82)  —  c^  =  /t»  ou  ifc  =  ic,        n 

et  dès  lors,  avec  cette  valeur,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  pour 
la  réalité  des  deux  expressions  (79)  que  les  fonctions  /^  et  ^^ 
soient  deux  fonctions  imaginaires  conjuguées,  c'est-à-dire  du 
type  (68).  Puis,  cela  fait,  si  Ton  ajoute  encore  à  deux  reprises,  à 


(*)  Il  est  sans  intérêt  d'écrire  le  double  signe  devant  le  coefScient  U  car  la  considération 
successive  des  deux  signes  équivaut  évidemment  à  permuter  simplement  dans  les  expres- 
sions (79)  les  deux  symboles  de  fonctions  arbitraires  -Ti  et  <^,. 
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la  première  équation  (79),  la  seconde  successivement  multipliée 
par  +  2A;  et  —  3/r,  k  étant  la  valeur  (82)  que  nous  venons  de 
trouver,  on  voit,  en  ayant  égard  aux  définitions  (57),  que  Ton 
obtiendra  ainsi  de  nouveau  les  d'eux  équations 

(83)  U  =  .^,(ii),  V-<S^.(t;), 

dont  nous  représenterons  encore  les  réciproques  par  ces  deux 
autres, 

(84)  u=/;(U),  v  =  /i(V); 

et  alors  si  dans  la  seconde  équation  ci-dessus  (81),  savoir  : 

^'.W^iW-Fic^i ou         ^,^^^==  F.(U)F.(V). 

on  exprime  simultanément  les  deux  membres,  soit  en  u  et  v, 
soit  en  U  et  V,  à  laide  de  Tun  ou  de  Tautre  des  deux  systèmes 
réciproques  (83)  ou  (84),  il  est  clair  qu'il  sera  encore  nécessaire 
et  suffisant,  pour  que  cette  dernière  équation  soit  également 
vérifiée,  que  Ton  ait  alors  séparément  entre  les  quatre  fonctions 
^et  F  les  relations  réversibles,  et  par  suite  utilisables  pour  une 
double  fin, 

i       ce  i       ce 

qui  coïncident  bien  manifestement  avec  celles  (66)  rencontrée  s 
dans  notre  précédent  calcul,  du  moment  que  la  différentiation 
des  systèmes  réciproques  (84)  et  (83)  fournira  évidemment  les 
expressions 


(85) 


Si  donc  nous  remettons  à  la  fois,  dans  les  expressions  (79),  à 
la  place  de  u  et  v  leurs  valeurs  de  définition  (69),  et  à  la  place  de 
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la  constonle  k  sa  valeur  imposée  (82),  et  que  nous  leur  adjoignions 
de  nouveau  Téquation  de  droite  (47),  on  voit  que  les  expressions 
les  plus  générales  de  nos  inconnues  (p,  vp,  m  seront  encore,  par  ee 
second  mode  de  calcul,  exactement  les  mêmes,  non  seulement 
quant  à  la  forme,  mais  aussi  quant  à  retendue,  que  par  le  pre- 
mier, strictement  conforme  à  la  méthode  indiquée  par  Lamé  : 

*  =  -  [^1  (ir  ~  iy)  -f-  J^,(x  -I-  iy)]. 


(86) 


fz  «  — [^,  (X  -  iy)  -  5^,  (X  -^  iy)]. 


Il  faut  bien  faire  attention,  au  sujet  des  deux  dernières  de  ces 
expressions,  qu'en  les  supposant  ramenées  Tune  et  Tautre  à  la 
forme  M  +  t'N,  M  et  N  étant  réels,  nous  ne  pourrons  plus  cette 
fois,  comme  dans  les  formules  (54),  (39)  ou  (43)  de  notre 
Chapitre  II,  y  prendre  encore  pour  solution  soit  la  fonction  M,  soit 
la  fonction  N  correspondantes,  attendu  que  les  trois  équations 
(74)  qui  nous  ont  fourni  ces  expressions  de  vf;  et  de  tsr  ne  sont 
pas  toutes  linéaires  et  homogène,  comme  Tétait  l'équationA^X  =30 
envisagée  seule  à  l'endroit  précité  de  notre  Chapitre  II.  Pour  que 
les  formules  précédentes  (86)  fournissent  une  solution  admis- 
sible du  problème  à  la  fois  analytique  et  géométrique  que  nous 
nous  sommes  posé,  il  sera  donc  nécessaire  actuellement  que  les 
deux  expressions  en  question  de  4^  et  de  or  soient  exclusivement 
réelles  :  condition  qui  ne  sera  remplie,  de  la  façon  la  plus  géné- 
rale, qu'en  prenant  pour  les  deux  fonctions  ^j  et  ^^  qui  reste- 
ront arbitraires  sous  cette  condition,  deux  fonctions  imaginaires 
conjuguées,  ainsi  que  nous  le  démontrons  dans  la  note  de  la 
page  153. 

A  la  vérité,  si  l'on  a  égard  à  la  remarque  qui  termine  cette  note, 
le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  par  ce  second  calcul  ne 
diffère  que  fort  peu,  comme  étendue  ou  généralité  des  formules, 
de  la  solution  de  ce  même  problème  fournie  par  cette  proposition 


477. 

très  connue,  mentionnée  par  Lamé  (*),  et  reproduite  par  presque 
tous  les  traités  d^Analyse,  à  savoir  que  si,  dans  une  fonction 
entièrement  quelconque  F  (z)  [que  Ton  devra,  par  conséquent, 
pour  la  plus  grande  généralité,  supposer  de  la  forme  F  (z) 
=  <b  (z)  -+-  i^  («),  ^  et  ï^  étant  deux  fonctions  réelles  (**)], 
on  remplace  la  variable  z  par  x  +  iy,  et  que  Ton  fasse  ensuite 
F  (x  -h  iy)  =*  A  -f-  t'B,  A  et  B  étant  tous  deux  réels,  le  système 
t{/=r  rb  A,  or  =  ±  B,  vérifiera  le  système  du  second  ordre  (74), 
et  représentera  par  conséquent  deux  familles  de  cylindres,  à  la 
fois  isothermes  et  orthogonales  entre  elles.  Mais,  de  même  que 
pour  le  problème  général  de  Tisothermie  envisagé  dans  notre 
Chapitre  II,  le  calcul  de  simple  vérification  par  lequel  on  a 
coutume  d'établir  cette  proposition  ne  montre  en  quoi  que 
ce  soit  que  la  solution  ainsi  obtenue  soit  la  seule,  ni  même  la  plus 
générale  possible  (***).  C'est  pourquoi  il  nous  a  semblé  de  nou- 
veau utile  de  procéder  de  même,  au  sujet  de  ce  second  problème, 
à  une  recherche  directe,  consistant  dans  Tintégration  effective  du 
système  en  question  (74),  et  qui,  elle,  au  contraire,  ne  permette 
pas  de  douter  que  ses  résultats  n'embrassent  la  totalité  de  la 
solution. 

Terminons  cette  théorie,  suivant  notre  coutume,  en  présentant 
quelques  exemples  d'application  des  formules  que  nous  venons 
de  donner. 


(*)  Lamé,  Leçons  sur  Us  Coordon.  Curv.,  S  G  VU,  in  fine  (pp.  191-194}. 

(**)  Nous  n'avons  trouvé  cette  observation  mentionnée  explicllement  dans  aucun  des 
Auteurs  que  nous  avons  consultés,  bien  qu'elle  soit  évidemment  indispensable  pour  la 
généralité  de  la  proposition  en  question,  ou  de  la  solution  du  système  envisagé  (74). 

C*'}  Et  par  le  fait  elle  ne  Test  pas,  rigoureusement  parlant,,  puisque  deux  quantités 
particulières  A  et  B  ainsi  formées  constituant  une  solution,  il  est  manifeste,  d'après  la  forme 
même  du  système  en  question  (74),  que  deux  fonctions  linéaires  quelconques  de  ces  quan- 
tités, savoir  ^  »  mA  +  p,  et  o  «  nB  -f-  9,  m,  n,  p,  q  étant  des  constantes  entièrement 
arbitraires,  constitueront  encore  une  solution  du  même  système  :  d'ob  il  suit  nécessaire- 
ment que  le  rapport  des  deux  invariants  du  premier  ordre  A}^  et  A^cr  doit  être  une  con- 
stante arbitraire  c,  ainsi  que  nous  le  trouvons  par  notre  calcul  [équations  (80)  et  (8â)i 
et  non  pas  expressément  Yuniii,  comme  l'entraîne  forcément  la  solution  citée  tout  à  l'heure 
dans  le  texte,  ainsi  que  le  montre  d'ailleurs  également  Lamé  [loc.  cit.,  p.  184). 
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!•  Prenons  dans  les  formules  (73)  ou  (72),  pour  les  deux 
fondions  conjuguées  Si  et  S^,  les  fonctions 

5^,(u)  =  — ije-ilog^),  ^,(t;)=~l(6-^rIogj). 

et  écrivons-y  en  même  temps,  comme  constante,  -  au  lieu  de  c. 
Nous  aurons  alors  par  les  dites  formules  (72) 

^  =    ^  i.^.  («)  -*-  ^*  (t')] ^ [26  .  I  (log^ -  log ^)1 . 

a=-i-[<^.(M)-<^.(r)]=-^rtiog"^tMog]^i, 

a.  a 

cest-à-dire 

(87)  «^  +  6  =  —  -  log  - ,  2ca  =  log  ~ . 

Or,  diaprés  la  théorie  générale  des  quantités  imaginaires,  les 
deux  expressions  conjuguées  u  et  v  pouvant  être  considérées  sous 
la  forme 

tt  =  X  —  ly  =  pe     ,     V  c=  X  -*-  ly  =  pe    ,     -  =  c     ,      «»==?', 
le  module  p  et  lar^men;  cd  étant,  par  définition,  les  quantités 
p  =  [/x*  H-  y',  eu  =s  arc  tang  -» 

X 

les  expressions  précédentes  (87)  deviennent,  avec  ces  variables, 

•  t  p* 

a^  -f.  g  =  —     log  e"« «=—  - . 2i«  =  «,  2c5i  «=  log  ^ . 

et  par  conséquent,  en  prenant  la  tangente  pour  Tune,  et  revenant 
au  nombre  pour  Taiitre,  on  aura  dans  ce  cas,  pour  tenir  lieu  des 
deux  dernières  formules  (73), 

y 

-  =  tang  w  =  tang  (a^  -^  6),  x*  -t-  y*  =  p*  =  P^. 

X 


(88) 
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Si  Ton  fait  abstraction  des  deux  membres  intermédiaires,  ce  sont 
UUéralement,  sauf  permutation  des  coordonnées  9,  t{/,  m,  les  for- 
mules du  système  (37)  qui  définit  le  système  cylindrique  du 
second  ordre,  avec  les  constantes  arbitraires  qu^il  comporte 
essentiellement,  lequel  devait  évidemment,  a  priori^  rentrer 
comme  cas-limite  dans  le  système  général  que  nous  venons 
d*étudier. 

2^  Prenons  encore  dans  les  formules  (72),  cette  fois  avec  la 
valeur  c  =«  1  de  la  constante,  pour  <^|  et  ^2  '^  même  fonction 
réelle 

/,(()  =  ,^,  (/)  =  arc  sin  y, 

en  sorte  que  nous  aurons  d'une  part,  d'après  les  définitions  (57), 
les  valeurs 

IU  ■=  if  -+-  ta,  y  =  ^  —  to 

ou 

et  d'autre  part,  d*après  les  formules  (71)  et  (70),  les  expressions 
réciproques 

U=<3^i(M)  =  arcsin-;  V  =  <J,(i?)=arcsin  --. 

ou 

,   u  =  /;(U)-/sinU  =  /sin(^-^fc),         t?=/;(V)=:/8inV=Zsin(^-ic7). 

Cela  posé,  on  pourra  résoudre  la  question  en  se  proposant  de 
déterminer  de  prime  abord,  soit  l'expression  des  trois  coordon- 
nées rectilignes  en  9,  ({/,  t?,  pour  tirer  de  là  les  équations  des 
trois  familles  de  surfaces,  soit  inversement  ces  dernières  équations 
elles-mêmes,  pour  en  déduire  ensuite  les  expressions  en  question 
de  X,  y,  et  z. 

Par  le  premier  procédé,  qui  est  le  plus  rapide,  en  remettant 
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les  secondes  valeurs  (88)  dans  les  formules  (65)  ou  les  deux  pre- 
mières formules  (67),  celles-ci  deviendront 

x=  -  [/; (U) -4-/i(V)]  =  -  [sin {^ -*- ixs)  -^  sin {^  —  io)]  =  /  sin  ^  cos »a, 

(88-)  {         '  .^ 

t/=-[/i(Uj  — /i(V)]=ï-[sin(«f»-i-to)—  sin(^  — lo)]  =/cos^  tsinio. 


expressions  qui  sont  bien  réelles,  nonobstant  la  présence  de 
Timaginaire  t,  attendu  qu'elles  peuvent  s'écrire  tout  aussi  bien, 
à  l'aide  des  sinus  et  cosinus  hyperboliques, 

(89)  X  =  /  sin  ^  csh  o,  y  «=  —  /  cos  ^  snh  w, 

et  donneront  dès  lors,  en  éliminant  successivement  m  et  ({/,  pour 
les  deux  familles  de  cylindres  dans  le  cas  actuel,  les  équations 

(89*)  — ^- — P,  -—-^-L^=p, 

s\ïr4t       cos'<f  cslrcr      snh^o 

qui  montrent  que  ces  cylindres  sont  à  base  hyperbolique  pour  la 
première  famille,  à  base  elliptique  pour  la  seconde,  et  d*ailleurs 
tous  homofocaux  entre  eux. 

Quant  à  la  seconde  méthode,  voici  comment  il  faut  alors 
diriger  la  recherche,  que  nous  croyons  devoir  indiquer  également 
parce  qu*elle  nous  servira  ultérieurement  de  type  pour  un  calcul 
analogue  intéressant,  mais  plus  compliqué. 

Proposons-nous  de  former  une  équation  du  second  degré, 
dont  les  deux  racines  soient  sin*v^  et  sin'  f  iW  h-  ^|  «=  cos'tW. 

A  cet  effet,  les  secondes  formules  (87^")  nous  donnant 

1  -  cos  2^      4  —  cos  (U  -♦-  V) 

sin>  == == :, 

2  2 

,  1  -+-  cos2ta       I  -♦-  cos  (U  —  V) 

cos'  ira  c= = , 

2  2 
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nous  en  déduirons 


sînV -^ cos»  to==  5[i  —  cos (U -^  V)  ^ 4  ^  cos(U— V)j 
=  ^f2-.-{cos(U— V)— cos(U-hV)j] 

À 
\ 

sin* ♦.cos' ta  =  -[i  —  cos  (U -».  V)]  [i  -^  cos(U  — V)] 

=  -[i  -^jcos{U— V)— cos(U-^V)j— cos(U-^V)co8(U— V)], 

valeurs  qui,  à  cause  des  égalités 

cos  (U  —  V)  —  cos  (U  -*-  V)  =  2  sin  U  sin  V, 

cos  (U  -f-  V)  cos  (U  —  V)  «  cos*  U  cos'  V  —  sin'  U  sin'  V 

=  (1  —  sin'  D)  (1  —  sin'  V)  —  sin«  U  sin'  V 
«1— (sin'Un-sin'V), 

se  réduisent  simplement  à 
sin'  <(»  +  cos'  lo  =  1  -♦-  sin  U  sin  V 

sin'i^.cos'icj  =  --  [l  h-  2  sin  U  sin  V  —  jl  —  (sin' U -♦- sin' V)  j  ] 

\ 

=:-(8in  U  -f-  sin  V)'; 
4 

d*où  il  suit  que  Téquation  demandée  sera 

1 
(90)        f  —  (1  +.  sin  U  sin  V).  (  -t-  -  (sin  U  -+■  sin  V)'  =  0. 

4 

Or,  les  premières  formules  (88)  et  les  définitions  (69)  donnant 


u 
sin  U  =-i 


sin  Vssyt 


i 

(.    „  .    „      UM      x'  -f-  y'               .    ,,       .    „      M  -4-  r      2x 
sm  xjîAïiS  =  —^^  — ~ — »  sm  U -4- sm  V  = *=  — f 
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la  même  équation  deviendra,  étant  exprimée  en  x  et  y,  au  lieu 

de  U  et  V, 

,      /       i*  +  y'\         14x'     ^ 

ou 

{90»"')  /'t'  —  (f  -f-  x'  -4-  y«) .  t  +  x'  =  0, 

puis,  étant  ordonnée  par  rapport  à  x  et  y, 

ou  enfin,  étant  divisée  par  le  produit  ^(1  —  i), 

x'        y'    ^p 
r       i  — f       ' 

Cela  posé,  ses  deux  racines  étant,  d'après  la  manière  même 
dont  nous  l'avons  formée,  sin^v/^  et  cos^tW,  nous  aurons  donc 
séparément  les  deux  équations 

_£ ^L^p,         -f! »!_=/.. 

sin'i|/      cos*^         '  cos'icr      sin*tw 

qui  se  confondent  manifestement^  en  raison  des  définitions 
csh  z  =  cosîz  et  snh  js  =  ^sinfe,  avec  les  deux  équations  (89"*). 
Il  est  évident,  d  ailleurs,  qu'en  résolvant  ces  mêmes  équations 
par  rapport  à  x  et  y,  on  retrouvera  pour  ces  deux  coordonnées 
les  expressions  (89),  d'où  nous  avons  déduit  tout  à  Theare  les 
dites  équations  (Sg**'*). 

3°  Prenons  encore  dans  les  formules  (72),  avec  la  valeur 
c=3 1  de  la  constante  qui  y  figure,  pour  les  deux  fonctions  ^^ 
et  o^2  is  même  fonction  réelle,  savoir 

(9i)  ^.(0=/,(0=log?- 


t  — c 
qui  donneront  par  conséquent 

(91^")       U  =  of.  (w)  «=  log  ^^>  V  =  .f,  {v)  =  log  î^. 
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On  aura  dans  ce  cas,  en  premier  lieu,  par  les  dites   for- 
mules (72), 

,  =  -[^.(«)...^.(.)]=  -log^^-^^^^^=  -log^^_^^^^^^^^.> 
(9z)    ( 

f  1?  =  — .  I  «f I  («)— .y»  (w)l  «=  — .  log-^^ ^  =  —  bg ^ 

et  par  conséquent 

tir  -4-  c'  -♦-  c  (tt  -*■  v)      e**  uv  —  c*  —  c  (ti  —  v)      c**"^ 


wr  -h  c*  —  c  (î«  -♦-  v)       1  uv  —  c*  -f-  c  (ti  —  v)         1 

d'où  Ton  conclura  immédiatement 

uv-^c^  ^  e*^  -t-  i        e*  -♦-  C-*        2  csh  ^  i 

(93)    <  r         8    r 

*     uv  —  c^         e'^^+l       c«'-4-e-'^       âcoso  i 


c(tt  — 1?)       c^^— 1       c*^_e--«»       Stsino       ttangw 
D'ailleurs,  les  quantités  u  et  v  (69)  donnant  évidemment 

tiH-v=r2jr,  tt  —  i;  =  —  2»y,  iiv  =  x'  -4- 1/', 


(94)      . 

^     ^      *         t#*H-t;*=2(x'  — y*)>  tt*  — v*  =  — 4txy, 

les  équations  (93),  qui  représentent  celles  des  deux  familles  de 
cylindres,  sont  donc,  en  x  et  y, 

x'  -f-  y'  -*-  c'         1  a'  -*-  y*  —  c'  1 


c.2x  tgh  ^  c.2tt/  t  tango 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

(95)  x'-^y«-4.c'==^,         et        x' -^  y«  -  c'=- ^^^ 


tgh  «f»  lang  cr 

Les  deux  familles  de  cylindres  sont  par  conséquent  dans  ce 
cas  toutes  deux  à  base  circulaire,  et  ont  constamment  leurs  axes 
de  révolution,  Tune  dans  le  plan  des  zx,  Tautre  dans  le  plan 
des  yz. 


] 


484. 

En  second  lieu,  la  première  des  équations  (91"')  donnant 
inversement 

tt  -H  c       c"  tt  __  e"  -4-  4  _  c»"  -♦-  c-ï°       2  csh  i  U 

les  Tonctions  réciproques  des  fonctions  (91"*)  seront  donc 
ii  =  /;(U)==r— — .  „  =  /.(V)=C; 


snhiU  '  '   '        snhiV 

et  par  suite,  étant  remises  dans  les  formules  (6S),  fourniront,  pour 
les  coordonnées  rectilignes  x  et  y,  les  expressions 

j, ==-[/;  (U)- A  (V)J  =  -[^-^. 

OU,  en  chassant  les  dénominateurs, 

snhiUcshiV-hcshiUsnhiV  snhi(U  ■*-  V) 

•  =       c  ■ 


2snh iU snh  i  V  csh4(U  -^  V)  —  cshi(D  — V) 

.  snhiUcshiV  — cshiUsnhiV       ^.  snhi(U  — V) 

^""""*^  2snhiUsnhtV  ""  ~*%shi(U -♦- V)  — csh4(D-V)» 

c'est-à-dire,  eu  égard  aux  définitions  (57)  de  U  et  V,  dans 
lesquelles  nous  avons  fait  par  hypothèse  c  «=»  1, 

csnh^  — Cl  snh  tu 

csh^  —  cshtc'  csh^  —  cshto* 

ou,  plus  simplement) 

c  snh  ^  c  sin  o 


X  = 


cshtf»  —  cosct'  csh^  — cosct' 


valeurs  qui  coïncident  bien,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer, 
avec  celles  que  Ton  trouverait  par  la  résolution  des  équations  (99) 
obtenues  en  premier  lieu. 
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4*^  Prenons  enfin,  en  terminant,  toujours  dans  les  mêmes 
formules  (72),  avec  la  valeur  c  «^  1  de  la  constante,  pour  d^i  et 
Z^,  encore  une  même  fonction  réelle,  qui  sera  cette  fois 

(96)  g,(t)^^,{t)^\o^j^, 
et  donnera  par  suite 

(97)  U  =  <^,(i/)  =  log-^-^^,  V  =  <^,(i,)-log-7i^. 


Ces  mêmes  formules  (72)  donneront  alors  en  premier  lieu 


(98) 

et  par  conséquent 

— -^1- =  e^f  ou  M V  —  c*  (m*  -♦-  v')  ^  c*  =  c*e-«*, 

(«*  — C*)(!)*  — c*)  ^  ^ 

v'  —  c*      c«^  .    ,  v*-c'  — (m«  — c*)       e"*=^  — i       e-"  — c-^ 

— . — ,  d'où  — 


u^^-c"        i  t)'  —  c*  -+-  (a*  —  c')       e«^  -4-  i       e*^  -h  c-^ 

c'est-à-dire  plus  simplement,  quant  à  la  dernière  équation, 


i?*  -+-  II*  —  îc*       2  cos  t 


■■  i  tang  o , 


équations  qui  équivalent  en  conséquence,  eu  égard  aux  valeurs 
(94)  calculées  toutes  ensemble  à  Foccasion  de  Texemple  précé- 
dent, aux  deux  suivantes  en  x  et  y 

(X*  -+.  yy  -  2c*(x*  -  y')  =  c*(e-«*  -  1), 
(^9)  ^  4ixw 
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ou,  plus  clairement,  quant  à  la  seconde,  en  chassant  le  dénomi- 
nateur, 

(iOO)  X*  —  y'  —  2  -^^=  c\ 

tango 

De  ces  deux  équations,  qui  sont  celles  des  sections  droites  des 
deux  familles  de  cylindres,  la  première  représente  une  famille  de 
courbes  fermées,  rétrécies  dans  leur  partie  médiane,  rappelant  un 
peu  comme  forme  celle  de  la  lemniscate,  à  laquelle  elles  se 
réduisent  pour  la  valeur  du  paramètre  t//  <»  0;  la  seconde  est  une 
famille  d'hyperboles  équilatères,  parmi  lesquelles  celle  qui  corres- 
pond au  paramètre  lar  «=  |  a  pour  asymptotes  les  bissectrices  des 
angles  formés  par  les  axes  des  coordonnées  rectilignes,  qui  sont 
précisément,  comme  Ton  sait,  les  tangentes  au  point  double  de  la 
lemniscate  que  nous  venons  de  spécifier  dans  la  famille  ^  pour 
la  valeur  du  paramètre  \l/'=>0. 

En  second  lieu,  la  première  des  équations  (97)  donnant 
inversement 

/     ,  =  e\  d'où  w'  -=  c*(1  ^  e-"), 

ir  —  c 

les  fonctions  réciproques  des  fonctions  (97)  sont  donc,  dans  le 
cas  actuel, 

(iOI  )         M  =  /i(U)  «  c  l-'l  +  e-",  V  =  ft{Y)  «  c  l/'<  -h  c-\ 

dans  lesquelles  on  aura,  d'après  Thypothèse, 

g  0  ^  g-(f+«ï)  =  e-f .  6-"^  =  e-'f'lcos  a  —  t  sin  cr), 


(*^^)      I  e-^  =  e-^'^'^ï  =  e-'^.c'«    =e-f(cosa^»sinay. 

Les  formules  (65)  donneront  par  conséquent,  en  y  remettant 
d*abord  les  valeurs  précédentes  (101), 
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puis,  en  élevant  au  carré, 

y'  =  ^^^[l  +  e-"  +  I  -♦-  e-"  —  2 1/(1  +  e-»)(l  -+- O] . 
4 

ou  définitivement,  en  substituant  les  valeurs  (102),  puis 
extrayant  alors  les  racines, 

)  1/2 

f       y  =  -^  [/-(  I  +e-^'OScr)  -4-  l/|    ^  6-**-+-  2e-'^CDSCT, 

\  V^2 

expressions  qui  coïncident  bien  encore  avec  celles  que  Ton 
obtiendrait,  moins  facilement  toutefois,  par  la  résolution  seule 
des  équations  précédemment  acquises  (99)  et  (100). 

Ces  deux  derniers  exemples  sont  empruntés  à  Lamé,  qui  les  ren- 
contre et  obtient  les  diverses  équations,  successivement  déduites 
de  nos  formules  dans  ce  qui  précède,  par  un  procédé  absolu- 
ment différent  (*),  et  décrit  minutieusement  ensuite  le  tracé 

(*)  Partant  de  ce  fait  analytique  très  connu,  que  le  système  linéaire 

d^  dis  d^ff      dm 

^"'^  dx'~""di/  Ty'^dx' 

constitue  une  intégrale  première  de  notre  système  du  second  ordre  (74),  et  est  complè- 
tement équivalent  à  notre  système  du  premier  ordre  (49)  (abstraction  faite  de  l'équation 
intermédiaire),  à  la  condition  toutefois  d'y  restreindre  la  constante  c  à  la  seule  valeur 
c  «  i,  puis  remarquant,  ce  dont  il  est  bien  facile  de  s'assurer,  que  les  deux  expressions 
de  ^  et  cr 

C                                                   y  —  b 
J'  =  log — -  cy  =  arclang , 

|/(aj-a)*-4-(r/-6)«  ^~" 
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graphique  et  les  propriétés  géométriques  remarquables  des 
courbes  formant  les  sections  droites  des  familles  de  cylindres 
correspondantes,  c*est-à-dire  celles  représentées  par  les  équa- 
tions (98),  (99)  et  (100)  ci-dessus  (Coordow.  Cwm,  §§  CX-CXÏII, 
pp.  199-206,  et  CXIX-CXXIII,  pp.  217-227). 


dans  lesquelles  a,  b,  G  sont  trois  constantes  quelconques,  forment  une  solution  parlicu» 
Hère  dudit  système  (a),  Lamt^  exprime  alors  l'intégrale  générale  de  ce  même  système, 
suivant  le  procédé  habituel  de  la  Physique  Mathématique,  k  l'aide  de  séries  composées 
d*uû  même  nombre  illimité  de  termes,  correspondants  chacun  à  chacun  pour  les  deux 
expressions,  telles  que 

(6)      ^  =  2a  log  .  o  =  2a  arc  (ang , 

1/(07  — a)«H-(t/-6)»  ^  — « 

le  coefficient  A,  de  même  que  les  trois  constantes  a,  b^  G,  pouvant  varier  d'un  terme  au 
suivant  dans  chaque  série. 

Gela  posé,  Lamé  obtient  les  deux  exemples  3o  et  4^,  que  nous  déduisons  ci-dessus  des 
formules  de  notre  théorie,  en  limitant  à  deux  seulement  le  nombre  des  termes  de  chaque 
série,  supposant  de  plus  que  le  coefficient  G  ait  la  même  valeur  G  »  c  pour  ces  deux 
termes,  et  prenant  enfin  pour  les  constantes  a  et  6,  dans  le  premier  terme,  les  valeurs 
a  =  —  c,  ^  «  0,  et  dans  le  second  les  valeurs  a  ■=  c,  6  =  0. 

Si,  en  outre  de  ces  conditions  communes  aux  deux  exemples,  l'on  prend  en  premier 
lieu  Al  =  —  Af  =  i,  les  formules  précédentes  (6)  redonnent,  comme  on  le  reconnaît 
aisément  à  l'aide  des  égalités  (94)  et  des  divers  calculs  que  nous  avons  fondés  sur  ces 
égalités,  les  expressions  (92)  de  ^  et  ct  correspondant  aux  hypothèses  (94)  de  notre 
exemple  3°  ;  et  si  l'on  y  prend,  en  second  lieu,  A(  =  A^  =  4,  on  retrouvera  de  la  même 
façon  celles  (98)  correspondant  aux  hypothèses  (96)  de  notre  exemple  4o.  [Coordonn.Curv,^ 
%%  GIX,  p.  199,  et  GXIX,  p.  247).  Puis,  cela  fait,  Lamé  obtient  les  expressions  réciproques 
de  X  et  9,  non  pas  comme  nous  le  faisons  par  l'application  de  formules  générales,  mais 
seulement  par  la  résolution  des  mêmes  équations,  qui  est  rendue  possible  dans  ces  deux 
cas  par  le  très  petit  nombre  des  termes  des  séries. 

En  admettant  même  que  la  solution  (6)  de  Lamé,  sous  forme  de  séries  illimitées,  pré- 
sente effectivement  le  même  degré  de  généralité  que  celle  exprimée  par  nos  formules  (73) 
ou  (67),  ce  qui  n'est  pas  exact,  au  pied  de  la  lettre,  du  moment  que  les  équations 
linéaires  (oc),  d'où  elle  est  tirée,  supposent  dans  les  équations  originaires  (49  )  de  notre 
théorie,  avons-nous  dit,  la  restriction  c  =  4,  on  jugera  sans  doute  que  les  formulas  de 
notre  théorie  sont  d'une  application  notablement  plus  pratique  et  plus  facile,  puisqu'elles 
fournissent  immédiatement  dans  tous  les  cas,  à  volonté  l'expression,  soit  des  coordon- 
nées curvilignes,  soit  des  coordonnées  reciilignes,  tandis  que  la  solution  précitée  (g)  de 
Lamé  ne  donne  que  les  premières  seulement,  la  résolution  de  ces  mêmes  équations  par 
rapport  à  X  et  y  étant  évidemment  impossible,  en  général,  avec  une  pareille  forme  de 
solution  :  considération  qui  nous  fera  pardonner,  nous  l'espérons,  l'étendue  des  dévelop- 
pements que  nous  avons  été  amené  à  attribuer  dans  notre  travail  à  cette  question  si  con- 
nue des  Systèmes  Cylindriques  à  la  fois  orthogonaux  et  isothermes. 
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Système  classique  des  coordonnées  sphériques.  —  IV"*  <  Trois 
des  mêmes  dérivées  seulement  sont  supposées  nulles  ».  Il  est  aisé 
de  voir  tout  d'abord  que  parmi  ces  dérivées  il  faudra  nécessai- 
rement supposer  qu*il  y  en  ait  deux  qui  soient  conjuguées. 

En  effet)  comme  on  ne  peut  supposer  que  ces  dérivées 
appartiennent  toutes  trois  au  même  groupe,  puisque»  d'après 
Téquation  (15),  il  y  en  aurait  nécessairement  une  quatrième 
nulle  également  parmi  celles  de  lauire  groupe,  admettons  pour 
un  instant  que  chacune  de  ces  dérivées  appartienne  à  une 
colonne  verticale  différente  du  tableau  (12),  et  qu'elles  soient, 
pour  fixer  les  idées, 


R      „ 

R      „ 

Q 

-  =  0, 

-=-0, 

-=0. 

? 

* 

a 

La  seconde  des  équations  du  premier  ordre  (13),  se  réduisant 
alors  par  ces  hypothèses  à  R  - 1  =  0,  ne  pourra  plus  être  vérifiée  : 
et  de  même  pour  toutes  les  autres  suppositions  analogues.  Et  par 
conséquent,  pour  qu*il  existe  une  solution  du  problème,  il  faut 
nécessairement  supposer  que  parmi  les  trois  dérivées  qui  sont 
nulles,  deux  appartiennent  à  la  même  colonne  verticale  du  tableau 
(12),  c'est-à-dire  soient  conjuguées. 

Ce  premier  point  admis,  on  pourra  dès  lors  distinguer  de 
nouveau  deux  hypothèses  subsidiaires,  suivant  que  parmi  les 
mêmes  dérivées  il  y  en  aura,  ou  non,  deux  qui  soient  réci- 
proques. Or,  on  reconnaît  encore  de  suite  que  la  première  de 
ces  deux  suppositions  ne  peut  non  plus  donner  naissance  à 
aucune  solution,  car  si  Ton  se  donne,  par  exemple, 

R  Q  R 

J>  ç,  ^ 


la  première  des  équations  du  premier  ordre  (13)  se  réduira 
PQ 


encore  à  R  ^  5  =  o,  et  ne  pourra  être  vérifiée  avec  ces  hypo 


thèses. 

La  seule  supposition  relative  à  ce  Cas  IV""  qui  puisse  fournir 
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une  solution  consiste  donc  à  admettre  à  la  fois  que,  sur  les  trois 
dérivées  qui  sont  nulles,  il  y  en  a  deux  qui  soient  conjuguées,  et 
aucune  qui  soit  réciproque. 

Prenant  donc  arbitrairement  §  et  ^  pour  les  deux  premières, 
pour  qu'il  existe  unç  solution,  la  troisième  dérivée  nulle  ne 
pourra  être  que  ^  ou  -,  et,  dans  ces  deux  sous-cas,  la  solution 
ne  différera  que  par  rechange  des  surfaces  ^  et  m  entre  elles, 
ou  la  permutation  des  mêmes  lettres  dans  les  formules. 

Gomme  il  suffira  dès  lors  d'en  examiner  un  seul,  soient  donc 
les  hypothèses 


(103) 


qui  satisfont  à  la  condition  voulue,  et  qui  correspondent,  eu  égard  ' 
aux  hypothèses  générales  (8),  à  des  valeurs  telles  que 

(104)      p=/;w,       Q«/;w,       R=AW- 

On  reconnaît  à  première  vue  qu'elles  vérifient  les  deux  dernières 
équations  (13),  et  qu'elles  réduisent  la  première  à  la  suivante  : 


p 

Q 

R 

-  =  o, 

^  =  0, 

0, 

o 

T 

f 

0/    R         P\ 

-  P  —  R-  =0, 

o  \       ^  ^1 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  dérivée  ^  étant  différente  de 
zéro  par  hypothèse,  à  celle-ci  : 


/R      /P 

(i05)  =0,  ou  R  =  C*P, 

eu  égard  à  la  forme  (104)  des  valeurs  de  P  et  R.  D'autre  part, 
comme  la  quantité  G,  définie  par  l'égalité  (18),  se  réduira  sim- 
plement dans  ce  Cas  à  la  valeur  Q'  ^  ^,  les  trois  équations  du 
second  ordre  (19)  deviendront  semblablement,  par  ces  mêmes 
hypothèses  (103),  respectivement  les  trois  suivantes  : 
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P''  /P\*  R  P 

2PQR  Q--  =  2Q*R   -     ^  PQ*- -. 

Q*        .  iQV       .  K  p 

2PQR.R~=2R'P  -    -  Q*-  -» 

R*  IRV  l\ 

2PQRQ-  =  2PQM-     +RQ*- 


P 


dont  la  première  et  ia  troisième  se  réduiront  elles-mêmes  simul- 
tanément, si  Ton  lient  compte  de  la  relation  déjà  obtenue  (105) 
entre  R  et  P,  à  celle-ci  : 

p*         /P\* 
(106)  2P--3(-)=0, 

qui  déterminera  P  et,  par  suite,  aussi  R,  pendant  que  la  seconde 
de  ces  mêmes  équations  deviendra  semblablement,  par  le  moyen 
de  la  même  relation  (105), 

(407)  2P'Q  %  =  2F  (-)*—  Q*  (- j', 

et  déterminera  de  même  la  troisième  fonction  inconnue  Q,  lorsque 
Ton  aura  obtenu  P  à  l'aide  de  Téquation  précédente  (106).  Nous 
effectuerons  un  peu  plus  loin  ces  divers  calculs,  en  vue  de 
traiter  complètement  la  question  pour  ce  Cas,  c'est-à-dire  de  déter- 
miner exactement,  en  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z,  les 
expressions  des  inconnues  9,  ^,  m  correspondantes  aux  hypo- 
thèses précitées  (103). 

Toutefois  cette  même  détermination  ne  sera  pas  nécessaire, 
ainsi  que  nous  allons  le  voir,  si  Ton  se  propose  tout  d'abord 
comme  objectif,  simplement  de  définir  les  trois  familles  de 
surfaces  qui  composent  dans  ce  Cas  le  système  orthogonal,  sans 
exiger  que  les  équations  de  ces  familles  de  surfaces  soient  rap- 
portées à  leurs  paramètres  thermométriques,  condition  qui  serait 
remplie,  au  contraire,  par  le  calcul  définitif  des  coordonnées 
f,  4^,  2sr,  auquel  nous  venons  de  faire  allusion. 

En  effet,  le  problème  étant  posé  tout  d'abord  dans  ces  termes 
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plus  simples,  la  seule  inspection  du  tableau  (12)  fait  voir  qu*avec 
les  hypothèses  (103)  et  la  première  égalité  (105),  les  deux  cour- 
bures principales  ^  et^  sont  nulles,  ainsi  que  la  courbure  ^.-r,  et 
les  deux  courbures  ^  et  ^  constamment  égales  entre  elles.  Les 
surfaces  9  sont  donc  des  plans,  les  surfaces  m  des  surfaces 
développa  blés,  et  les  surfaces  ^  des  sphères,  et  par  suite,  en 
vertu  de  notre  Théorème  II  (page  118),  cette  famille  ^  se  com- 
posera uniquement  de  sphères  concentriques  (*). 

Ce  point  important  étant  acquis,  on  arrivera  facilement  è 
définir  le  système,  comme  pour  le  Cas  I*",  soit  à  Paide  de  simples 
raisonnements  géométriques,  soit  en  s'aidant  du  calcul. 

En  effet,  par  la  première  voie,  un  plan  quelconque  ne  pouvant 
rencontrer  une  sphère  orthogonalement  qu*à  la  condition  de 
passer  par  son  centre,  tous  les  plans  f  devront  contenir  le  centre 
commun  des  sphères,  et  par  conséquent  tout  d'abord  la  famille  9 
ne  pourra  se  composer  de  plans  parallèles.  Dès  lors,  d'après 


(*)  Quand  bien  même  nous  n'aurions  pas  démontré  autérieurement  d'ane  façon  générale 
cette  propriété  caractéristique  des  spliëres  composant  ane  famille  isotherme  d'aToir  tontes 
le  même  centre,  ce  fait  résulterait  immédiatement,  dans  le  cas  particulier,  pour  les  sur- 
faces ^,  de  cette  circonstance  que  nous  allons  établir  à  l'instant,  à  savoir  que  l'intersec- 
tion de  deux  surfaces  ^  et  cr  quelconques  est  une  droite,  laquelle  sera  dès  lors,  d'après  te 
définition  du  système  orthogonal,  normale  à  toutes  les  surfaces  de  la  famille  f,  et  par 
conséquent  toutes  ces  sphères,  ayant  leurs  normales  communes,  sont  nécessairement 
concentriques. 

Enfin  le  même  fait  serait  encore,  pour  ce  Cas,  mis  en  évidence  par  une  quadrature  toute 
semblable  à  celle  de  l'équation  (2S'"*),  car  en  appelant  cette  fois  N  la  longueur  de  normale 
comprise  entre  les  deux  surfaces  particulières  ^|  et  <p^  Ton  trouverait  de  la  même  façon, 
eu  tenant  compte  des  expressions  (idj  et  des  hypothèses  actuelles  (i04),  quelle  que  soit 
la  normale  considérée, 

d'où,  en  intégrant,  la  valeur 

qui  montre  que  deux  quelconques  des  surfaces  ^  sont  partout  équidistantes  entre  elles; 
et  comme  par  ailleurs  ces  surfaces  ^  sont  des  sphères,  elles  sont  par  conséquent  concen- 
triques. 
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notre  Théorème  I  (ibid.),  relatif  aux  familles  isothermes  de  plans, 
ces  plans  se  couperont  tous  suivant  une  même  droite  fixe  D, 
qui  passera  forcément  par  le  centre  des  sphères. 

D'ailleurs  les  deux  courbures  ^  et  ^,,  qui  sont  nulles  louies 
deux,  étant,  suivant  la  qualification  de  Lamé,  conjuguées  en  arc, 
c'est-à-dire  empruntées  à  deux  surfaces  coordonnées  de  familles 
différentes,  mais  tangentes  toutes  les  deux  à  l'arc  d'intersection 
de  ces  deux  surfaces  (voir  notre  Mémoire  sur  la  Théorie  de  la 
Courbure  des  Surfaces,  page  87,  2®),  il  s'ensuit  que,  en  tous  les 
points  de  cet  are  d'intersection  de  deux  surfaces  9  et  m,  la  section 
principale  de  chacune  de  ces  deux  surfaces  tangente  à  cet  arc 
sera  une  droite,  laquelle  droite  ne  saurait  être  différente  pour 
les  deux  surfaces,  du  moment  que  ces  deux  sections  principales 
doivent  avoir  la  même  tangente  :  ce  qui  revient  à  dire  que  cet 
arc  d'intersection  de  deux  surfaces  9  et  cr  quelconques  sera 
lui-même  une  droite  (*),  laquelle,  devant  par  ailleurs  être 
normale  à  toutes  les  surfaces  de  la  troisième  famille  4^,  c'est-à- 
dire  aux  sphères  concentriques,  passera  constamment  par  leur 
centre.  D'où  il  suit  que  la  famille  m  est  composée  de  cônes 
ayant  pour  sommet  le  centre  commun  des  sphères,  et  dont  il 
suffira  dès  lors,  pour  les  définir  complètement,  de  déterminer  la 
trace  sur  l'une  de  ces  sphères,  par  exemple  celle  de  rayon  I. 

Or,  cette  trace  devant  rencontrer  normalement  tous  les  plans  9, 
d'après  la  définition  même  du  système  orthogonal,  est  constam- 
ment perpendiculaire  à  la  direction  D  commune  à  tous  ces 
plans;  et  dès  lors,  en  cheminant  de  proche  en  proche  sur  l'une 
de  ces  trajectoires,  à  partir  d'un  point  Mq  arbitrairement  choisi, 
Ton  voit  clairement  que  cette  courbe  sera  située  tout  entière 
dans  le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  D  qui  contient  le  point 


(*)  Gela  résulte  encore,  plus  clairement  peut>étre,  comme  nous  le  remarquerons  k  propos 
du  Cas  suivant  Vo,  du  premier  Théorème  de  Lamé,  que  nous  établissous  dans  le  Chapitre  I 
de  notre  Mémoire  sur  l'Emploi  des  Coordonnées  Curvilignes  (page  28),  lequel  montre 
expressément  (ainsi  que  la  formule  (33)  qui  précède,  page  ^)  que  la  courbure  propre  ^ 
de  l'arc  d'intersection  des  surfaces  cr  et  ^  est  la  résultante  des  deux  courbures  principales 
rr,  et  ^  ,  et  par  conséquent  est  nulle,  comme  chacune  d'elles,  avec  l'hypothèse  actuelle. 
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initial  M^,  puisqu'en  aucun  de  ses  points  elle  ne  pourra  faire  un 
angle  fini  avec  la  direction  de  ce  plan.  D'où  il  suit  que  la  trace 
en  question  est  un  petit  cercle  ayant  cette  droite  D  pour  axe,  et 
par  conséquent  enfin  la  famille  vi  se  composera  de  cônes  de  révo- 
lution, ayant  pour  sommet  le  centre  des  sphères  ^,  et  pour  axe 
la  droite  D  commune  à  tous  les  plans  ?. 

On  arrivera,  sans  plus  de  difiiculté^à  la  même  conclusion  par 
la  seconde  voie,  en  partant  simultanément  des  deux  équations 

(408)  (aX,  —  a)  X  -4-  (SA,  —  6)  y  +  (r  A,  —  c)  z  -4-  JA,  —  rf  «  0 

et 

(i09)  x*-+-y*H-z*=A, 

que  donnent  les  deux  formes  d'équation  les  plus  générales  (57) 
et  (74)  du  Chapitre  II  relatives  aux  familles  isothermes  de  plans 
et  de  sphères,  respectivement  pour  les  équations  des  deux  familles 
(p  et  4^9  et  exprimant  qu'elles  vérifient  les  trois  équations  de  droite 
(21);  car  si  Ton  fait  pour  un  instant,  comme  dans  Téquation 
(132)  du  Chapitre  II  et  les  suivantes, 

D  =  ax  -*-  6j^  H-  r  J8  -♦-  (F, 

la  différentiation  de  Téquation  (108)  par  rapport  à  x,  y,  z 
donnant  comme  alors 

d^i  aA,  —  a  c/a,  6A|  —  6  dA,  r  A|  —  c 


dx  D  dy  D  dz  D 

on  voit  que  la  condition  d^orthogonalité  de  ces  deux  familles 
(f  et  ^p,  qui  est,  avec  les  formes  d'équation  (108)  et  (109), 

0, 

se  réduira  simplement,  dans  le  cas  actuel,  à 

-  [(aA,  —  a)  X  -♦-  (6A,  —  6)  i/  -^  (y A,  —  c)  z]  =  0 , 


dA, 

dx. 

dx,  dXt 

e/A. 

dx. 

(Ix  dx       dy  dy 

dz 

dz 
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ouy  ce  qui  est  la  même  chose,  en  vertu  de  inéquation  (108)  elle- 

même,  à 

(jAi  -  (/  =  0, 

laquelle  équation,  devant  être  vérifiée  quel  que  soit  X|,  exigera 
que  Ton  ait  séparément  ^  =  0,  et  d[  =  0,  c*est-à-dire  que  tous 
les  plans  9  (108)  contiendront  une  même  droite  passant  par 
Torigine,  centre  des  sphères  <p. 

Semblabiement  la  condition  d'orihogonalité  des  surfaces  v 
avec  les  surfaces  <{>  ou  X,,  qui  peut  être  écrite 

dkf  du       d}if  dts       dx^  dvs 
dx  dx       dy  dy       dz  dz 

sera,  eu  égard  à  Texpression  du  paramètre   X^   fournie  par 

l'équation  (109), 

da         dv         du 

équation  dont  Tintégrale  étant  donnée  par  le  système  simultané 

dx       dy       dz       du 

X        y        z        0 
sera  Téquation 

(iiO)  a  =  /"(M,v),  où  U«=-,  W=-; 

Z  z 

et  dès  lors  les  surfaces  iff  sont  des  cônes  ayant  pour  sommet 
Forigine,  c*est-à-dire  le  centre  commun  des  sphères. 

Enfin,  en  dernier  lieu,  pour  définir  la  nature  de  ces  cônes,  si 
nous  choisissons  encore  la  direction  des  axes,  comme  dans  le 
Cas  11'',  en  prenant  pour  axe  des  z  la  droite  par  laquelle  passent 
tous  les  plans  9,  de  manière  à  mettre  leur  équation  sous  la  forme 
simplifiée  (25),  la  condition  de  leur  orthogonalilé  avec  les  cônes 
de  la  famille  m,  qui  sera  de  même,  en  la  multipliant  par  le  fac- 
teur- 


C0««(tfç>-t-6)^ 


(df  du       df  du      df  du\ 
dxdx'^dydy'^dzdzl         ' 


C03*  («f 

14 
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si  Ton  a  égard  aux  valeurs  (26)  des  dérivées  de  <p,  et  à  celles  des 
dérivées  de  w  qui  résultent  des  équations  (110),  savoir 


dis       df  dv       du  \ 

du       df  dv       du  i 

dx       du  dx      du  z 

dy       dv  dy      dv  z 

deviendra  simplement  encore  dans  le  Cas  actuel,  comme  lors 
du  Cas  11% 

du         du  du         du 

et  donnera  par  suite,  en  intégrant,  comme  pour  Téquation  (28), 

ti' H- r*  «=  n  (o)  ou  — _^  =  n(a), 

z 

c'est-à-dire  que  les  cônes  composant  cette  troisième  famille  m 
seront  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z  ou  de  la  droite  com- 
mune à  tous  les  plans  9. 

La  solution  pour  ce  Cas  IV*"  se  composera  donc  exclusivement 
d*une  famille  de  sphères  concentriques,  d'une  famille  de  plans 
méridiens,  passant  tous  par  une  même  droite  menée  par  le  centre 
des  sphères,  et  d*une  famille  de  cônes  de  révolution  autour  de 
cette  même  droite.  C'est  par  conséquent  le  système  classique 
des  Coordonnées  Sphériques  ou  Polaires,  qui  constitue  à  lui  seul 
la  solution,  dans  ce  Cas,  résultat  strictement  délimité,  qui  n'était 
nullement  à  prévoir  par  le  seul  fait  que  ce  système  connu  devait 
manifestement  être  compris  dans  la  solution,  et  qu'il  y  avait 
intérêt  dès  lors  à  établir  rigoureusement,  ainsi  que  nous  croyons 
ravoir  fait  à  Taide  des  calculs  et  des  raisonnements  que  nous 
venons  de  présenter  (*). 


(*}  Cette  démonstration  eût  été  de  nouveau  fort  difficile,  sinon  impossible,  aussi  bien 
par  un  mode  de  raisonnement  que  par  l'autre,  si  nous  n'avions  commencé  par  mettre  en 
évidence  la  propriété  caractéristique  des  plans  constituant  une  famille  isotherme,  savoir 
de  passer  tous  par  une  même  droite,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  leur  forme  d'équation 
la  plus  générale  (57),  établie  dans  notre  Chapitre  H,  et  que  nous  avons  formulée 
en  théorème  sous  le  numéro  I  (p.  118). 
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La  partie  la  plus  importante  de  la  solution  étant  ainsi  obtenue, 
si  Ton  veut  à  présent  en  pousser  jusqu'au  bout  le  développement, 
c'est-à-dire  déterminer  exactement  les  équations  en  termes  finis 
qui  lient,  dans  le  Cas  actuel,  les  coordonnées  thermométriques 
9,  ^,  m  aux  coordonnées  rectilignesx,}/,  z,  comme,  en  supposant  ce 
dernier  point  obtenu,  les  trois  surfaces  qui  composent  le  système 
se  trouveront  alors,  par  ces  équations  mêmes,  rapportées  simul- 
tanément à  leurs  paramètres  thermométriques,  on  pourrait,  en 
visant  ce  but,  avoir  la  pensée  de  recourir,  pour  achever  la  solu- 
tion du  problème,  à  la  méthode  générale  de  Lamé  que  nous  avons 
indiquée  dans  notre  Chapitre  H  pour  cet  objet.  Mais  ce  procédé, 
suffisant  à  la  vérité  pour  conduire  à  la  forme  des  équations 
demandées,  ne  fournirait  pas  en  toute  certitude  la  solution  com- 
plète de  la  question  spéciale  que  nous  avons  actuellement  en  vue, 
attendu  qu'elle  laisserait  forcément  de  côté  les  relations  qui 
pourraient  exister,  par  la  nature  même  du  problème,  entre  les 
différentes  constantes,  introduites  par  les  intégrations  isolées 
relatives  à  chaque  surface,  et  ne  permettraient  pas  d'apprécier 
dès  lors  combien  il  en  subsiste  de  réellement  arbitraires.  C*est 
pourquoi  il  vaudra  mieux  avoir  recours,  pour  cela,  au  trois  équa- 
tions de  gauche  (21)  qui  restent  encore  à  vérifier,  comme  nous 
l'avons  fait  à  propos  du  Cas  IP  (pages  147-149),  en  calculant 
séparément  pour  ces  équations,  d'une  part,  les  valeurs  des  seconds 
membres  résultant  dans  le  Cas  actuel  des  hypothèses  (103),  et, 
d'autre  part,  pour  les  premiers  membres,  celles  auxquelles  donne- 
raient naissance  les  équations  des  trois  familles  de  surfaces 
rencontrées  tout  à  l'heure  comme  solution*,  savoir  {*)  : 

(iii)        ^=*(?),       x«-f-y-hz'  =  H'(^),       ï-:îlî^  =  n(o). 

X  z 


(•)  Nous  pourrions  évidemment  pour  ce  Cas  encore,  de  même  que  pour  le  Cas  H»,  en 
attribuant  dès  maintenant  aux  deux  familles  f  et  ^  les  deux  équations  les  plus  générales 
(G9)  et  (75),  trouvées  dans  le  Chapitre  précédent  pour  les  familles  isothermes  de  plans  et 
de  sphères,  déterminer  alors  sans  noiwelle  intégration,  et  à  l'aide  de  simples  identifica- 
tions imposées  par  les  trois  équations  que  nous  venons  de  dire,  l'équation  exacte  de  la 
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Pour  cela,  il  sera  nécessaire  de  déterminer  tout  d*abord  les 
trois  fonctions  P,  Q,  R,  à  l'aide  des  trois  équations  ci-dessus 
(106),  (107)  et  (105).  A  cet  effet,  la  première  étant  écrite  suc- 
cessivement sous  les  diverses  formes  qui  suivent. 


4'?-(^)>(7)' 


ou 


ou  encore 


'h 

Q' 

{ï;ï 

p* 

^.ip 

dt' 

1 

'^(p^i^fp^r    ^"^'^'^    fdj9\ 


d.lPV      2 


donnera  dès  lors,  en  Tintégrant  une  première  fois, 

11  \  dé 

-Tlï7  =  s(*-*-0  ou  ^d.l?^ 


d,lP       2'^  '  2    ■  ^H-c' 

di» 

puis,  en  l'intégrant  une  seconde  fois, 

(ll!2)       /l/p  =  _Z(^^c')  — /c  ou         1/P  = î ; 

d'où  enfin,  en  ayant  recours  également  à  l'équation  (105), 

1  C 

f*^5)  P  =  T7 Tyi  et  R: 


C^a^-^Cy  C*(^H-C')' 


troisième  famille  0,  ainsi  que  le  nombra  précis  et  le  rôle  des  constantes  réellement  arbi> 
traires  qui  subsisteront  dans  les  trois  équations  définitiTes.  Mais  le  calcul  n'étant  ni  plus 
long,  ni  plus  diflSeile,  mais  étant  beaucoup  plus  symétrique,  en  traitant  les  trois  surfaces 
sur  le  pied  d'égalité,  nous  poursuivrons  cette  recberche  pour  les  trois  surfaces  à  la  fois, 
sans  supposer  connu  aucun  des  résultats  établis  antérieurement  dans  notre  Chapitre  II, 
et  que  cous  venons  de  rappeler. 
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De  même  l'équation  (107)  pouvant  être  écrite,  en  la  divisant 
par  P»Q', 

2  ^  o*       W/  1   /P\'  2  tn.lQ  I         .  P\' 

Q Q^ PU)        ""      ^1^—'[^^~'-J' 

et,  d'autre  part,  la  seconde  équation  (112)  donnant  successi- 
vement 

|iU)       p--  =  -iz  =  c(^-^c'),  d'où  ^lp-lf«=c, 

i/P  2         tf. 

réquation  en  Q  que  nous  venons  d'écrire  deviendra,   en    y 
remettant  cette  dernière  valeur, 

2  tP.lQ  (P.IQ 

Ge  résultat  acquis,  comme,  en  la  multipliant  par  le  facteur 
2  ^^  dor  =  2d .  /Q  =  g  rfQ,  on  pourra  l'écrire  aussi  bien 

acr       ao  V 

on  en  déduira  semblablement  par  une  première  intégration 


équation  que  l'on  pourra  encore  écrire,  en  séparant  les  variables 
et  changeant  les  signes  des  deux  membres,  puis  transformant 
successivement  le  second  membre, 

-rfQ  -rfQ  Q«' 


—  3arfi 


«v^  «-v?^  \/(-;-è)-fâ' 
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et  qui  donnera  dès  lors,  par  une  seconde  intégration,  celle-ci  {*) 


Q'~'2^=^2?^'^^~^''"~^''^^2â^'*'^(^"^''^' 


n  Les  deux  équations 

dz  dz 

dx  =  — —---^-^  cl  cte  =  . 


admettent  respectiYement  pour  intégrales 

z  =  rt  snb  (a?  -h  «)  el  «  =  a  csh  {x  -4-  «  ). 

En  effet,  si  on  les  écrit  simultanément  ainsi 


dx  =  - 


dz 
dz  a 


[/z*àza^       ^   ,  ,-,_^^ 


on  trottTera  en  intégrant  par  quadrature 


œ-i-a 


=<-V^H- 


OU,  ce  qui  est  la  même  chose. 


d'oU  l'on  conclura 

1 


^-(■+«)  =  - 


^\/(:-)--  ^-(5-) 


e-\/â^- 


les  doubles  signes  qui  sont  devant  la  parenthèse  correspondant  respectivement  à  ceux 
qui  sont  sous  le  radical.  En  prenant  donc  d'abord  les  signes  supérieurs,  qui  corres- 
pondent à  la  première  équation  différentielle  proposée,  on  aura,  en  retranchant  l'une  de 
l'autre  les  deux  équations  qui  précèdent, 

z 
c«+«  — g  (*+«)  =  2-  ou  a3=o8nb(a;-ha), 

a 

et,  en  prenant  ensuite  les  signes  inférieurs  qui  correspondent  à  la  seconde  équation,  et 
ajoutant,  on  obtiendra  semblablement 

z 
gx+et  ^  «-(*+«)  =  2  -  OU  Z  a=  a  csh  (a?  -♦-  «ï, 

a 

ainsi  que  nous  venons  de  l'énoncer. 


20i. 
de  laquelle  on  tirera  ensuite 

1        c'  c* 

-  =  — r  [4  -»-  csh  2  (ao  -4-  6)1  =  -— .  2csh»(ao  -♦-  6), 

c'est-à-dire  définitivement,  en  résolvant  par  rapport  à  Q, 


laquelle  valeur,  étant  rapprochée  de  celles  (115)  de  P  et  de  R, 
fournira  dès  lors,  pour  le  but  que  nous  avons  dit  tout  à  Theure, 
les  expressions  demandées,  relatives  au  Cas  actuel,  des  seconds 
membres  des  trois  équations  de  gauche  (21). 

A  cet  effet,  en  vue  de  simplifier  récriture  de  ces  expressions, 
nous  introduirons  à  la  place  des  deux  constantes  c  et  c'  les  deux 
nouvelles  constantes  m  =  c^  et  n  =  cH\  et  alors,  ayant  par  ce 
moyen 

c*  (^  4-  c'f  =  (c\  -H  c\y  ==  (m^  -♦-  n)\ 

les  trois  expressions  que  nous  venons  de  dire  seront  par  consé- 
quent 

1         c*  1 

ÔR  ""  CV  ^^■*"^  ^'  ^^^'  ^*'' ^h)  =  ^(w^-^ w)»  csh«  (aa+6), 

1  c*  1 

—  =  —  («i»  -t-c')*  csh'  (oor  -f-  6)  =5   —T  (îw<i/-t-w)*  csh'  (aa-*-6). 
i      PQ         tt'  ^  ^        a*   ^  ^  * 

Cela  fait,  en  venant  d'un  autre  côté  aux  équations  (1 1 1)  des 
trois  surfaces  que  nous  venons  d'obtenir,  on  tirera  de  la  première 
et  de  la  troisième 

(449)  y  =  X  *  (î«),  x'  -f-  //«  =  z'n  (a),  X«  [l  ^  *'  (j»)]  =  «'n  (a), 
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el,  en  reportant  dans  la  seconde, 

(120)  z'[n(a)  +  l]-TW,  d'où  »•  =  ,  ""y,  ,. 

puis  enfin,  en  remettant  cette  dernière  valeur  de  js^  dans  la 
dernière  équation  précédente  (119), 

(121)  a'(i  +♦•}-.- 


1 -♦- n  {I -+-*'^(l -+-n) 

Par  ailleurs,  en  différentiant  les  mêmes  équations  (111),  on 
trouvera  sans  peine,  comme  lors  du  Cas  H*  ci-dessus  (page  147), 

.,  àf  y     .J?     1       . ,  df  1  /        y'\ 

*  5i — x^'  *  %=r  *  rf^""®'         * "^""^l^ ■*■?)' 

y'J:=:2x,        H''      =2y,    v— =  2z,  m^'*AÎ^  =  4  (x* -*- y' -^  z*), 

ox  at/  dz 

du      2x  rfa      ^y        ,dvi  «  a:*^y«       ^,^,        4  (x'-i-y*      (xVy^X 

(/x       «•  f/y       «•  rfj2  z*  Z*\     J8*  2*      / 

d*où  Ton  conclura  pour  chaque  famille,  en  ayant  égard  à  leurs 
équations  (111)  et  aux  valeurs  précédentes  (121)  et  (120)  de 
x'  et  a*, 

♦'«2iîî»  =  ^^ --^ I  -4-  ♦* ,    d'où    Aï?  =  ^ i~ -* 

4y 

Y"A;tf;=4T,  .     A;^=i  — . 

4(4  ^  n)  ,  ,,       4n(l  ^  n)« 

En  identifiant  dès  lors,  pour  satisfaire  aux  équations  de  gauche 
(21),  avec  les  expressions  précédentes  (1 18),  ces  valeurs  de  Ajf, 
A't]^,  Ajt27,  c'est-à-dire  des  premiers  membres  de  ces  mêmes 
équations,  il  faudra  donc  que  Ton  ait  dans  le  Cas  actuel  : 


—,  (mf-t-n)''  csh'(oo  -t-  6)  =  (— ^J 
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I  -4-  ♦'\'  i  •*■  n 


▼n 


(i22) 


cW        '     r 


Or,  il  est  évident  que  la  première  de  ces  équations  équivaudra 
aux  deux  suivantes 


n) 


a  désignant  une  nouvelle  constante  »  car  les  deux  premiers 
membres,  étant  exclusivement  fonctions  de  variables  indépen- 
dantes différentes,  ne  pourront  rester  égaux  pour  toutes  les 
valeurs  de  ces  variables,  que  si  cette  valeur  commune  est  elle- 
même  une  constante.  Cela  posé,  cette  dernière  suite  d'équations 
donnera  séparément,  de  nouveau  et  pour  la  même  raison, 


♦' 


a*(i  -f-  n)  a'  ^^        ^,,_ 


l-4-l>*         '  ncsh*(at;r  +  6)       C 

.  d'où  Ton  tirera 

arc  tang  ♦  ==  af  -4-  6,  d*où  ♦(y)  =»  tang  (a^  -v  6), 

c'c'«  .  ^-         ce 


Y  = 


v^'^ 


(123)     ^  ot}\in^  -♦-  n)*  ti(m^  -1-  n) 

1:^  =.  L  cshVao  4-  6)       d'où      -  =  i  [C'^csh*  (aa  -^  6)  -  a«]. 

Or,  en  différentiant  ces  deux  expressions  de  \/W  et  de^» 
CD  trouve 

Y'  —  CC'm  —  n'         C'« 

sa — -—  es  2  — csh  [au  -H  6)  snh  (au  +  6) , 
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et  en  substituant  dès  lors  ces  dernières  valeurs,  ainsi  que  celles 
(123)  de  y,  j[,  et  ^-^,  dans  la  seconde  et  la  troisième  des 
relations  (122),  dans  lesquelles  on  fera  abstraction  du  membre 
intermédiaire,  on  obtiendra  les  deux  égalités 


1    ,  i 


^n)*  = 


C*m»^    "^         '  C'C'»m»     ' 


a!^{mii^  -^  nf 


o* — ^csh*(aCT  -♦-  6)8nh*(aCT  -♦-  6) 

c'est-à-dire  simplement,  en  réduisant, 

a*   C"csh«  (acr  H- 6)  —  o* 


(124)  C"=a*       -       et  1  = 


CV*      a*  snh»  (aa  -^  6) 


équations  dont  la  seconde,  étant  multipliée  par  le  facteur 
snh*(oc7  -4-  6)  =  csh^(aŒr  -h  6)  —  1,  pourra  s'écrire,  en  tenant 
compte  de  la  première, 

csh'(oo  -4-6)  —  1  =  —    — csh*  (aw  -+-  6)  —  1  1» 
et  exigera  dès  lors  pour  être  vérifiée,  quel  que  soit  m,  que  Ton  ait 

a*  1 

_j  =  1         et        pi  =  ^»        ^^        a*  =  CV        et        C*=l, 

c'est-à-dire  qu'il  faudra  que  l'on  ait,  en  joignant  ces  deux  condi- 
tions à  la  première  (124),  à  la  fois  D  =  1^  et  C*  =  a^  =»  aK 

En  reportant  donc  ces  valeurs  dans  les  expressions  ci-dessus 
(123)  de  ^,  Y  et  ^,  et  y  écrivant  seulement,  pour  l'analogie  des 
notations,  c  au  lieu  de  6,  celles-ci  seront  alors  définitivement 

-  =  csh*(acr  4-6)  —  1  =  snh'(acr  -«-6),  n(a)  = . 


n  \  n  snh*(aw  -*-  6) 
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et  par  conséquent,  en  remettant  ces  expressions  dans  les  équa- 
tions (111)  des  trois  familles  de  surfaces  obtenues  comme  solu- 
tion, les  trois  équations  qui  lient  les  coordonnées  thermométriques 
(p,  g^,  m  aux  coordonnées  rectilignes  x,  j/,  z  seront,  pour  le  Cas 
actuel, 

V  .         .        •       .  1  X^-^il^  \ 

(426)     ^  =  tang(a^-t-c),     x^ -\- \f -^ z* = -i     -±.=:— — -. 

^        '      X  ^^  ^        '  ^  [mi,-^nf  z*  snh*(ao-H6) 

Ce  résultat  est  bien  compris  effectivement  dans  celui  que 
nous  eussions  trouvé  en  rapportant  isolément,  par  le  procédé  de 
Lamé  (*),  chaque  famille  de  surfaces  à  son  paramétre  thermo- 

n  Les  deux  premières  de  ces  équations  (i!26)  reproduisent  bien  effectivement  les 
équations  (69)  et  (75)  de  notre  Chapitre  II  ;  quant  à  la  troisième  famille  js^  il  nous  sufiBra 
de  renvoyer  aux  calculs  et  aux  résultats  donnés  par  Lamé,  dans  ses  Leçons  sur  les  Fonc- 
tions Inverses,  etc.  (en  rappelant  que  le  paramètre  tliermométrique  de  toute  famille  de 
surfaces  isolée  comporte  essentiellement  les  deux  constantes  arbitraires  (t  et  t),  savoir, 
à  l'équation  (14)  du  §  XVi  (page  !23),  laquelle  représentera  une  famille  de  cônes  de  révo- 
lution (comme  limites  d'hyperbololdes  à  une  nappe!,  si  l'on  y  suppose  la  constante  c  =  0, 
et  qui,  en  substituant  les  notations  usuelles  à  celles  introduites  par  Lamé  quelques  lignes 
plus  haut,  deviendra  par  cette  hypothèse 

-  =  0,  ou  — 


1  igh*  £  «■  csh"  e  Igh*  e       snh"  f 


csh*  s 

Ces  mêmes  résultats  coïncideront  d'ailleurs  tout  aussi  bien  avec  ceux  formulés  par 
l'équation  {'M)  (page  o4)  du  §  XXXIII  des  Leçons  sur  les  Coordonnées  Curvilignes,  si  l'on 
a  soin  d'observer  que,  pour  sa  seconde  famille  pi  (celle  des  cônes  de  révolution),  Lamé 
prend  pour  paramètre  géométrique  la  latitude  qu'il  appelle  f ,  et  non  la  colatitude  B, 
ainsi  qu'on  le  fait  généralement  pour  le  système  sphérique,  en  sorte  que,  traduites  avec 
la  notation  habituelle,  l'équation  de  cette  famille  de  surfaces  et  sa  seconde  équation  (31  ) 
précitées  seront  respectivement  les  suivantes 

a?"  -+-  y*  r  d^ 

=laDg"0=  n(o),  ao'^b'^/  -T— :  «loglangie, 

2*  ^    sin  0 

lesquelles,  pouvant  s'écrire  tout  aussi  bien 


donneront,  par  l'élimination  de  tang  \  6, 


snh*(acT  -♦-  6)* 


résultat  qui  met  de  nouveau  en  évidence  le  parfait  accord  de  notre  calcul  avec  la  théorie 
précitée  de  Lamé. 
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métrique,  mais  on  voit,  les  coefficients  constants  de  <p  et  de  ter 
étant  les  mêmes»  qu'il  ne  comporte  que  cinq  constantes  arbi- 
traires seulement,  au  lieu  de  six  qu'eût  laissé  subsister  dans  les 
résultats  Temploi  du  procédé  de  Lamé  (savoir  les  deux  constantes 
que  nous  avons  appelées  or  et  r  pour  chaque  famille  de  surfaces), 
restriction  essentielle,  imposée  cette  fois  par  la  conneiité  dans  la 
question  des  trois  familles  de  surfaces,  dont  n  eût  pas  tenu  compte 
le  calcul,  plus  simple  et  plus  rapide  peut-être,  que  nous  venons 
de  rappeler. 

Comme  dernier  point  concernant  ce  Cas  des  coordonnées 
sphériques,  indiquons  enfin,  avant  de  passer  au  Cas  suivant, 
la  forme  équivalente  sous  laquelle  se  présenteront  les  équations 
(126) auxquelles  nous  venonsd'arriver  comme  solution,  lorsqu'on 
les  résoudra  par  rapport  à  x,  /y,  z  :  formules  qui  résulteront 
immédiatement  du  rapprochement  des  valeurs  (121)  et  (120), 
et  de  la  première  équation  (119),  lesquelles  peuvent  s'écrire 

i 
11  .       ,  .  **        4  .  n 


1  H-  *M       .  "^  1  -♦-  ♦*!  1 

-H-l  --i-l  — h1 

n  n  n 

avec  les  expressions  qui  précèdent  (125),  et  seront  par  consé- 
quent 

^  I  cos*(af) -♦- c)  ,  1  sin*(af -+- c) 

(m(f»-hn)'  snh'(ao-»-6)-t- 1  (wtf  h-  n)*  snh'(ao  ♦-  6)  -4-  1 

1  snh'(aa  -4-  6) 

{m^  -f-  n)'snh'(ao  -h  6)  -♦-  i 

ou,  en  extrayant  les  racines, 

db  1    cos((ïf-t-c)  dt  I    sin  (apH-c)  ±1    snh(ao+6) 

m^-\-ncsh(ajs-*-b)  m^-t-ti  csh(aa-hb)  mp-hfi  csh{aTs-^b) 

Nous  indiquons  dans  la  Note  IV  de  l'Appendice  qui  termine 
ce  Mémoire,  comment  on  arrive  encore  à  ce  résultat  par  une 
double  voie  toute  différente  de  celle-ci,  en  appliquant  à  ce  même 
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Cas  particulier  déGni  par  les  hypothèses  (103),  deux  méthodes 
de  recherche,  que  nous  développons  dans  le  Chapitre  V  et  dans 
la  Note  m  précédente,  en  vue  du  Cas  le  plus  général  du  problème. 

Systèmes  des  coordonnées  coniques  en  général.  Cas  particglibii 

DBS    GOODONNÉBS    CONIQUES   DU    SECOND  ORDRE.    —    V"".  «    DcitX  deS 

mêmes  dérivées  seulement  sont  supposées  nulles  ».  D'après  la 
remarque  déjà  faite  au  commencement  de  celte  discussion 
(page  141),  ces  deux  dérivées  appartiendront  nécessairement 
chacune  à  un  groupe  différent,  auquel  cas  Téquation  (15)  sera 
vérifiée  dores  et  déjè,  puisque,  si  on  les  supposait  du  même 
groupe,  cette  même  équation  (15)  exigerait  qu'il  y  en  eût  une 
troisième  également  nulle,  appartenant  à  Tautre  groupe,  ce  qui 
est  contraire  à  Fhypothèse. 

Prenant  donc  arbitrairement  |  pour  Tune  de  ces  dérivées,  il  y 
aura  lieu,  comme  dans  le  Cas  111%  d'examiner  successivement  les 
trois  sous-cas  suivants,  selon  la  colonne  verticale  du  tableau  (12), 
à  laquelle  on  empruntera  la  seconde  dérivée. 

r 

1<*  «  Les  deux  dérivées  qui  sont  nulles  ne  sont  ni  réciproques^ 
ni  conjuguées  »;  c'est-à-dire  que  Ton  a,  par  exemple, 

(128)     ^  =  0      et     -=-0,         ou  Q  =  A(?)       et     R«/;(f). 

or  if, 

en  vertu  des  conditions  générales  (8)  ou  (9). 

Avec  ces  hypothèses,  des  trois  équations  du  premier  ordre  (13), 
la  première  est  dores  et  déjà  vérifiée,  et  la  seconde  et  la  troisième 
se  réduisent  respectivement  à 

?(q5_r«)„o  et  ?(r?_Q«)  =  o. 

U    \         f  f  I  ^     \         f  fj 

c'est-à-dire,  en  les  divisant  par  les  produits  QR  g  ou  QR  ?,  dont 
tous  les  facteurs  sont  par  hypothèse  différents  de  zéro, 

oi»,      i«-iî-«         «„        '«_!£. 

U  r      R  f  f       f 
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d'où  Ton  tirera  en  intégrant 

(130)  Q  =  C«R, 

C  désignant  une  simple  constante,  eu  égard  aux  hypothèses  (i  28). 
D*autre  part,  quant  au  groupe  du  second  ordre  (19),  la  quan- 
tité G  (1 8)  se  réduisant,  dans  le  Cas  actuel,  par  les  hypothèses 
(1 28),  simplement  à  la  valeur 

(i3i)  G  =  P*--. 

?  ? 

la  seconde  et  la  troisième  de  ces  trois  équations  (19)  se  rédui- 
ront dès  lors,  par  ces  mêmes  hypothèses  (128),  respectivement 
aux  suivantes 

0'  /Q\*  OR 

2PQR.P^=2RPM-     4-Q.P«^-, 

f  W/  '    ?  ? 

2PQR.  pl*==  2P«Q  i-X  H.  R.P«^-. 

f  \?/  f  f 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  tenant  compte  de  la  valeur  (130) 
déjà  acquise  de  Q, 


2P.C»R.R.P.C'^=2h.P*(c«-)Vc»R.P*.C'-.5 
I   SP.C'R.R.P.  %   =2P*.C'R.(-j'^  R 


?    ? 


c'est-à-dire,  en  supprimant  les  facteurs  C*RP*  ou  C'RP^,  qui  ne 
peuvent  être  nuls,  qu'elles  se  réduiront  Tune  et  l'autre  à  celle-ci 

-7-(7)'-(7r      •"      -^'(^». 

équation  de  même  forme  que  l'équation  (106)  déjà  rencontrée  à 
propos  du  Cas  IV^,  dont  nous  avons  déduit  par  l'intégration,  puis 
par  la  differentiation,  les  équations  (113)  et  (114),  et  qui  nous 
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fournira  par  conséquent,  dans  le  Cas  actuel,  mutaiis  mutandiSf 
pour  Texpression  cherchée  de  R, 

(i32)  R  =  _-L_  et  — iR"ï5==:c, 

^       '  c*(?  -H  C'Y  2         f         ' 

d'où  nous  tirerons  ensuite,  eu  égard  à  la  valeur  (130)  de  Q, 

C*  i         /R\* 

033)  Q-=— Ti  et  R-»   -.h=c«. 

Enfin  la  première  de  ces  mêmes  équations  du  second  ordre 
(19)  deviendra  semblablement,en  tenant  compte  des  hypothèses 
(128)  et  de  la  valeur  (151)  de  G,  qui  en  est  la  conséquence,  ainsi 
que  de  la  valeur  (130)  de  Q, 

/       P*         P'\ 
2P.(?R.Rfc'R--»-R-J 

=  2^c*R^R(-yH-cm.R«f?y-p^c'-.51-♦-p.p^c«~.?, 

ou,  en  divisant  par  OR^  et  réduisant, 
et  enfin,  en  divisant  de  nouveau  par  P', 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  ayant  égard  à  la  seconde  rela- 
tion ci-dessus  (1 33), 

et  par  conséquent  nous  aurons  définitivement,  pour  déterminer 


1 
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notre  troisième  fonction  inconnue  P,  Téquation  du  second 
ordre,  linéaire  en  /P, 

(136)  c''l^-*-^*2c'P  =  0. 

qui  se  ramène  au  type  connu  sous  le  nom  d'équation  de  Liou- 
ville,  en  y  changeant  simplement  tsr  en  ^,  et  dont  Tintégrale 
générale  peut,  en  conséquence,  être  présentée  sous  la  forme  (*)  : 

(136"')  P  =  —  *^^  ^    '^^ 


c*   [F,  (^  -+-  iCa)  -H  F,  (^  —  iGo)]' 


(*)  Si  l'on  pose,  pour  le  calcul  de  celte  intégrale  seulement,  ^»x,  oway^  /Pms, 
cette  équation  (436),  qui  de?ient  avec  les  notations  d'usage 

C"  — r-*--r-:-*-2cV  =  0  ou  C«r -♦-«-*- 2c  V  «=  0, 

dx*      dy* 

bien  que  rentrant  alors  dans  le  type  linéaire  étudié  par  Ampèbe,  ne  peut  être  intégrée 
par  sa  méthode,  parce  qu'elle  n'admet  pas  d'intégrale  intermédiaire,  ainsi  qu'on  le  recon- 
naît aisément  en  cherchant  à  appliquer  cette  méthode;  et,  d'autre  part,  la  méthode  de 
Laplace  ne  peut  lui  être  appliquée  non  plus,  attendu  qu'elle  est  linéaire  seulement  par 
rapport  aux  dérivées,  et  non  par  rapport  à  l'inconnue  s  elle-même,  comme  l'eugertit  celte 
dernière  méthode. 

Mais,  si  l'on  divise  cette  même  équation  (436)  par  C,  elle  se  confondra  alors  a?ee 
l'équation  étudiée  par  Liouville  (Monge,  Application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie,  avee 
notes  de  Liootille,  Note  lY,  pp.  697-598). 

d*.n      à*.  IX       il  _ 

du*  "^   de*       ô^""  • 

en  7  &isant  simplement 

1c*  G* 

(a)        >=:P,        ac=r^        f=Co,        avec        -r=—       ou        o"  =  :r» 

CL  li  {T 

et  prenant  expressément  le  signe  +  à  la  place  du  double  signe.  Or,  Liouville  indique; 
eomme  intégrale  de  cette  dernière  équation,  la  solution,  représentée  à  l'aide  des  ?ariahlet 
auxiliaires 

(g)  M  Œ  «  -♦-  if,  V  =s  «  —  if 

par  l'expression 


[lrte?<-)+W]» 
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Et  Ton  voit  par  là,  avant  d'aborder  Tintégration  du  sys- 
tème (21)9  qu'aucune  impossibilité  essentielle,  comme  nous  en 
avons  rencontré  à  plusieurs  reprises  pour  diverses  hypothèses 
subsidiaires  lors  des  Cas  précédents,  ne  s'oppose  jusqu'ici  à  ce 
que  ce  premier  sous-cas  donne  naissafice  à  une  solution  du 
problème  (*). 

Cela  posé,  les  hypothèses  (128)  et  la  seconde  relation  (129) 
étant  introduites  dans  le  tableau  (12)  des  courbures  principales 
du  système,  montrent  que  les  surfaces  9  sont  des  sphères,  et  que 
les  surfaces  \l^  eita  sont  les  unes  et  les  autres  des  surfaces  déve- 
loppables.  Or,  d'une  part,  toutes  les  sphères  de  la  famille  9  auront 
même  centre,  d'après  notre  Théorème  II  (page  118).  D'autre 
part,  les  deux  courbures  ^,  et  -^,,  que  Ton  suppose  nulles,  étant 
encore  dans  ce  Cas  deux  courbures  conjuguées  en  arc,  soit  que 
l'on  raisonne  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  à  propos  du  Cas 
précédent  IV^^  (page  193),  soit  que  l'on  aime  mieux  invoquer, 

laquelle  peut  être  écrite  encore,  en  la  multipliant  haut  et  bas  par  e  ~*^^*\ 

et  qui  dès  lors,  en  faisant  e~^  «At")  et  «'^  =»/j(v),  et  ne  conservant  que  le 
signe  sopérienr  senleroent,  peut  tout  aussi  bien  être  pr^^entée  sous  la  forme  à  la  fois 
pins  simple  et  plus  symétrique 


i  =  — 4a« 


[/■,(")-♦-/■,(»)]•• 


laquelle,  étant  appliquée  i  l'équation  en  question  (136)  i  l'aide  du  changement  de  nota- 
tion susindiqué  («<,  fournirait  pour  P  l'expression 

p__^C«     F'.(U)F;(V) 


c"  tF.(U)H-F.(V)]«' 

U  et  V  étant  alors  ce  qne  deviennent  dans  les  mêmes  conditions  les  quantités  u  et  v  de 
tout  À  l'heure,  c'est-à-dire  les  nouvelles  variables  auxiliaires 

U  =  ^  -4-  iCo,  V  =  ^  —  iCo. 

{*)  On  ne  peut  toutefois  affirmer  dès  maintenant  que  celte  solution  existe  en  réalité,  en 
raison  de  ce  que  les  troU  inconnues  or,  y,  z  sont  astreintes  à  vérifier,  comme  nous  l'avons 
YU  par  l'énoncé  général  du  problème,  un  système  de<^x  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  et  que  rien  ne  montre  à  l'avance  qu'il  soit  possible  de  satisfaire  à  une 
semblable  condition. 

15 


2i2 

comme  lors  du  Cas  111%  le  Théorème  1  de  Lamé  [ou  plus 
clairement  la  formule  (32)  de  notre  Mémoire  sur  VEmploi 
des  Coordonnées  Curvilignes  (page  27),  dont  ce  Théorème  n'est 
que  la  traduction  eii  langage  ordinaire],  on  reconnaît  alors 
très  aisément,  d'une  façon  comme  de  Tautre,  que  Fintersection 
des  surfaces  v//  et  sr  ne  peut  être  qu'une  droite  passant  par  le 
centre  commun  des  sphères,  d'où  il  suit  immédiatement  que 
chacune  de  ces  surfaces  ne  peut  être  qu*un  cône  ayant  ce  point 
pour  sommet  (*). 

Mais  on  arriverait  tout  aussi  facilement  à  la  même  conclusion 
par  la  voie  exclusivement  analytique,  en  partant  de  la  double 
forme  d'équation 

(137)  x*  +  y«-4.  2«  =  x«, -. 

que  nos  équations  générales  (74)  et  (75)  des  familles  isothermes 
de  sphères  assignent  dans  le  Cas  actuel  à  la  famille  ç,  et  des  deux 
dernières  équations  de  droite  (21)  qui  expriment  les  conditions 
d'orthogonalité  des  deux  familles  ^U  ei  vr  avec  cette  troisième 
famille  9,  équations  équivalentes  par  conséquent  à  celles-ci 

dx  d^        dh  d^       dx  d^  dk  djs       dx  th       dx  c/o 

dx  dx       dy  dy       dz  dz         *  dx  dx       dy  dy       dz  dz 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  tenant  compte  de  l'équation  qui 
précède,  aux  équations  linéaires  du  premier  ordre 

f/^  d^         d^  da         dzs         dxs 

X h  w HZ — *=  0,  X y- y \- z —  =  0, 

dx  dy         dz  dx  dy         dz 

dont  les  intégrales,  étant  fournies  par  le  système  simultané 

dx       dy       dz  ,         ^  .         ^ 

—  =B -^  e= — ,  avec  c/^=0  ou  (/a^aO, 

X        y         z 


(*)  La  solution  rencontrée  pour  le  Cas  IV»  à  l'aide  du  raisounement  géométrique  précité 
rentre  en  réalité,  à  titre  de  cas  particulier,  dans  celle-ci,  l'une  des  familles  de  cônes 
étant  alors  de  révolution,  et  l'autre  se  réduisant  à  des  plans  qui  n'en  sont  qu'une  simple 
variété,  du  moment  qu'ils  peuvent  être  décrits  par  une  droite  issue  d'un  même  point  fixe. 
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seront  par   conséquent,   comme  lors  du   Cas   précédeni  lY* 
(page  195), 

et  exprimeront  dès  lors  analytiquement  le  même  résultat  que 
nous  avons  déjà  énoncé  tout  à  Theure. 

La  solution  du  problème  pour  ce  premier  sous-cas  se  compo- 
sant ainsi  d'une  famille  de  sphères  concentriques,  et  de  deux 
familles  de  cônes  isothermes  ayant  pour  sommet  commun  le 
centre  des  sphères,  coïncide  donc  avec  le  système  des  Coordon- 
nées Coniques,  dont  nous  faisons  usage  sous  le  numéro  V"*, 
dans  notre  Mémoire  sur  l'Emploi  des  Coordonnée^Curvilignes 
(page  150),  mais  encore  avec  la  restriction  que  les  deux  familles 
de  cônes  soient  toutes  deux  isothermes. 

D'ailleurs,  de  même  que  pour  le  Cas  antérieur  111%  la  pre- 
mière équation  de  gauche  (21)  sera  vériGée  également,  en  partant 
de  la  forme  d'équation  (137)  des  surfaces  9,  à  Taide  d'une  simple 
identification,  car  celte  dernière,  pouvant  être  écrite  sous  forme 
abrégée 


(i  ^fi\           r'  —                                     nii 

i 

iiooi           r  —                                     ou 

fff   -^    T  —  » 

r 

en  faisant 

dr      X 
r*  =  a:'-4-y'-f-z',          d'où          --==-, 

dx      r 

dr       y          dr      z 
dy       r          dz      r 

donnera,  par  la  différentiation,  les  valeurs 

df           i  dr           X                  df 
dx          r*dx           r*'                 dy 

y                   df            z 

d'où  l'on  conclura,  en  élevant  au  carré 

et  ajoutant, 

i 
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et  enfin,  en  ayant  égard  de  nouveau  à  cette  équation  (138)  elle- 
même, 

i        i  /        t\« 

(i39)  A,y=:  — =-((rî>-t-T)«=(7U^  -    . 

(TT  (T  \  (T/ 

Et  dès  lors,  si  dans  l'équation  précitée  [la  première  de 
gauche  (21)],  qui,  eu  égard  à  la  relation  (130),  peut,  dans  le  cas 
actuel,  être  écrite  plus  simplement 

(140)        Aî,=  ±==^  ou  A.,=  l. 

on  y  remet,  sous  la  dernière  forme,  Texpression  précédente  (139) 
de  A^9  en  même  temps  que  celle  (132)  de  R,  elle  sera  dès  lors, 
pour  le  Cas  actuel. 


.(,^!)'=='^(,^,-)., 


et  n'exprimera  par  conséquent  autre  chose  que  les  deux  relations 
entre  les  constantes,  nécessaires  pour  la  rendre  identique,  savoir 

C*  T  ,  ,  CV 

C  a         '  C 

relations  qui  détermineront  à  volonté,  soit  les  constantes  a  et  r, 
si  Ion  se  donne  c  et  c',  soit  inversement  c  et  c',  si  Ton  prend 
arbitrairement  (t  et  r. 

Gomme  conséquence  de  ce  calcul  qu'il  importe  de  noter,  la 
simple  comparaison  de  la  dernière  valeur  (140)  et  de  la  pre- 
mière (139)  nous  permettra,  eu  égard  à  la  valeur  que  nous 
venons  de  trouver  pour  <7,  de  récrire  Téquation  de  la  famille  f, 
au  lieu  du  type  (138),  sous  cette  nouvelle  forme 

\         i  r*      C      C       C* 

c 

laquelle  nous  sera  fort  utile,  comme  on  le  verra  tout  à  Theure. 
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De  même  que  dans  le  Cas  déjà  cité  III''  relatif  au  système 
cylindrique,  Fa  moitié  du  système  (21),  composée  des  trois 
mêmes  équations,  est  donc  encore  déjà  satisfaite  dans  le  Cas 
actuel  par  la  détermination  complète  que  nous  venons  d'effec- 
tuer de  la  première  famille  9,  et  de  la  définition  seulement  du 
genre  ou  de  la  catégorie  géométrique  des  deux  autres  familles  v(/ 
et  m,  et  par  conséquent  le  rôle  des  trois  autres  équations  consis- 
tera encore  uniquement  à  compléter,  ainsi  que  nous  allons  le 
faire  à  présent^  la  définition  de  ces  deux  familles  de  cônes,  par 
la  détermination  précise  des  deux  fonctions  inconnues  ^  et  m^ 
ou,  ce  qui  revient  au  même  au  point  de  vue  géométrique,  à 
déterminer  exactement  les  équations  des  traces  des  deux  familles 
de  cônes  sur  Tune  quelconque  des  sphères  de  la  famille  (f,  soit, 
par  exemple,  la  sphère  de  rayon  1 . 

Or,  sur  ces  trois  équations  restantes,  deux  étant  toujours  comme 
alors  les  deux  de  droite  (48),  si  on  les  divise  encore  par  R, 
et  que  Ton  ait  égard  en  même  temps  à  la  relation  (130),  on  voit 
que  nos  deux  inconnues  ^  et  z?  seront  cette  fois  astreintes  à  véri- 
fier, à  la  ^lace  du  système  (49),  le  suivant,  dans  lequel  R  et  P 
représentent,  pour  abréger,  les  expressions  (132)  et  (136"'), 

(U2)  (  L  :^  j 

d^  du       dfp  dm       d^  dm 
dx  dx       dy  dy       dz  dz 

Toutefois  ce  dernier  système  n*est  pas  encore,  en  l'état  actuel, 
propre  à  la  détermination  des  deux  inconnues  ^  et  i?  qui  nous 
reste  à  effectuer,  attendu  qu'eu  égard  à  la  valeur  précitée  de  R, 
il  contient  la  variable  (p,  dont  les  inconnues  en  question  sont,  en 
tant  que  coordonnées,  essentiellement  indépendantes  :  circon- 
stance qui  s'explique  aisément  par  ce  fait,  que  le  but  géomé- 
trique de  la  recherche  actuelle  étant,  comme  nous  Pavons  dit 
tout  à  l'heure,  la  détermination  de  la  trace  des  deux  familles  de 
cônes  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  leur  sommet  commun, 
les  variables  indépendantes  naturelles  de  la  question  sont  évt- 
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demment  les  deux  angles  9  et  &>  des  coordonnées  sphériques,  et 
non  pas  les  coordonnées  rectilignes  x,  y,  z  qui  figurent  dans  le 
système  que  nous  venons  de  poser. 

Adoptant  donc,  comme  imposé  en  quelque  sorte  par  la 
question  elle-même,  le  système  des  coordonnées  sphériques, 
pour  lequel  on  a,  comme  nous  Tavons  déjà  remarqué  au  Cha- 
pitre II,  dans  la  note  de  la  page  41, 

Aîr=4,  AÎ««-;4-r'  Aïd  =  i, 

r'  sm'  B  r' 

et  qui  donnera  par  conséquent,  pour  Texpression  de  Tinvariant  A| 
d'une  fonction  de  point  quelconque  V,  en  faisant  &>  =  V,  cp  =  r, 
^j;  =  M,  zar  =  6,  dans  la  formule  (2)  de  notre  Chapitre  I, 

nous  aurons  dans  le  cas  actuel,  ^  et  m  étant  tous  deux,  par  hypo- 
thèse, indépendants  de  r  ou  cp,  pour  ces  deux  inconnues, 

«-7i-.[(Ê)'--(Sl' 

En  remettant  donc  ces  valeurs  dans  les  deux  premières  équa- 
tions (142),  et  les  multipliant  en  même  temps  par  r^  sin^  6, 
celles-ci  deviendront,  d'une  part. 


'■«'  Ê)'--©"-[(ë)'--D>5 


sin'  6 

-    •      9 
P 


et  Ton  voit,  en  ayant  égard  à  la  dernière  valeur  (141)  trouvée  un 
peu  plus  haut  pour  le  rapport^,  ainsi  qu'aux  hypothèses  (128), 
qu'elles  ne  contiendront  plu^  cette  fois,  avec  les  variables  6  et  &>, 
que  les  inconnues  ^  et  m,  et  non  plus  la  variable  f,  comme  tout 
à  l'heure. 
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D'autre  part»  chacune  des  deux  familles  ^^  ei  vr  étant  repré- 
sentée en  coordonnées  sphériques  par  une  équation  de  la  forme 
(55)  du  Chapitre  II,  si  nous  convenons  de  distinguer  par  les 
indices  1  et  2  les  dérivées  par  rapport  à  (o  correspondant  h 
chacune  de  ces  équations  des  deux  familles,  la  condition  qui  ex- 
primera Forthogonalilé  de  ces  deux  familles  de  cônes  sera 

ainsi  que  nous  le  montrons  dans  notre  Mémoire  sur  l'Emploi  des 
Coordonnées  Curvilignes  (pp.  1S0-151),  équation  dans  Inquelle 
les  deux  dérivées  qui  y  figurent  sont  celles  qui  résulteraient 
de  la  différentiation  par  rapport  à  co  de  chacune  des  équations 
précitées  des  deux  familles,  c'est-à-dire  celles  dont  les  valeurs, 
étant  fournies  par  les  équations 

d^       d^  fdê  \  dm       dm  (dé  \ 

du       d^  \rf«',        '  da        dS  \rf«/, 

seraient  par  conséquent 

r/ip  dm 

/c/ô\  dû  jd9\  dâ 

\dal  ^  rf^'  Irfwi,  dm 

Kn  reportant  donc  ces  deux  valeurs  dans  la  condition  d'ortho- 
gonalité  (144),  puis  la  multipliant  par  sin^  6.  ^  ^,  on  obtien- 
dra par  là,  transformée  en  coordonnées  sphériques,  la  troisième 
équation  (142);  et  dès  lors,  si  nous  la  joignons  aux  deux  précé- 
dentes (143)  qui  représentent  les  deux  premières  (142),  en  tenant 
compte  delà  dernière  valeur  (141),  nous  aurons  maintenant,  pour 
déterminer  nos  deux  inconnues  v(/  et  m,  le  système  formé  des  deux 
équations 


(U5) 

\    c/w  da  '  '  dB  ds 


l    d^  dm         .   ^    d^  dm 

\ r-  H-  sm*  d—  --  =  0, 
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dans  lequel  P  représente  toujours  par  hypothèse  la  fonction  de  tp 
et  w  (ISG^"),  et  qui  déterminera,  comme  nous  Tavons  dit  un 
peu  plus  haut,  les  deux  familles  de  cônes  par  leurs  traces  sur 
Tune  quelconque  des  sphères  de  la  famille  9,  de  même  que,  dans 
le  Cas  précité  111%  le  système  analogue  (49)  définissait  les  deux 
familles  de  cylindres  ^  eim  dtu  moyen  de  leurs  sections  droites 
par  un  plan  quelconque  de  la  famille  9  {*). 

Nous  intégrerons  encore  aisément  ce  dernier  système,  si  nous 
nous  reportons  aux  résultats  et  employons  de  nouveau  les  pro- 
cédés de  deux  calculs  antérieurs,  qui  offrent  avec  la  question 
actuelle  une  cpnnexité  évidente. 

En  effet,  tout  d'abord  si  Ton  se  rappelle  que,  pour  le  problème 
de  Tisothermie  traité  dans  notre  Chapitre  II,  la  simple  substitution, 
à  la  place  de  la  coordonnée  sphérique  0,  de  la  coordonnée  ther- 
mométrique correspondante,  savoir 

-r--  =  logtengi«, 
smd 

nous  a  permis  de  ramener  en  fait  le  problème  relatif  aux  familles 
de  cônes  à  celui  relatif  aux  familles  de  cylindres,  en  rendant  iden- 
tiques, sauf  la  dénomination  des  variables  indépendantes,  les 
deux  équations  aux  dérivées  partielles  (33)  et  (38),  ou  leurs 
intégrales  générales  (34)  et  (39),  relatives  à  ces  deux  cas;  guidés 
par  ce  précédent,  disons-nous,  nous  serons  tout  naturellement 
conduits  à  effectuer  la  même  substitution  de  variables  dans  le 
système  proposé  (145),  &  Taide  des  formules  suivantes,  qui 
résultent  immédiatement  de  la  définition  précédente  (146)  : 


f  )  Ce  rapprochement  est  important,  parce  qu'en  montrant  que  la  première  question 
n'est  manifestement  qu'un  cas-limite  de  la  seconde  (savoir  celui  ob,  après  avoir  fixé  U 
sphère  considérée  nar  un  des  points  communs  aux  deux  traces,  on  imagine  ensuite  que 
son  rayon  grandisse  indéfiniment},  il  révèle  par  là  même  une  connexité  intime  entre  les 
deux  Cas,  laquelle  laisse  soupçonner  Videntiié  complète,  qui  existe  en  réalité,  du  pro- 
blème analytique  correspondant  à  ces  deux  Cas,  et  met  dès  lors  sur  la  voie  de  la  réduction 
pure  et  simple  des  formules  relatives  au  second  à  celles  déjà  rencontrées  pour  le  premier, 
qui  est  évidemment  dans  ces  conditions  le  moyen  le  plus  simple  et  le  plus  rapide  de 
résoudre  la  question. 
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dx=- — »    langifl  =  e%     sin  i  ô  ==——--—-— »     cosiâ= 


2e^              '2  1 

(447)       S  sinô=2siniôcosiÔ-=- r,  = -r; ;=  -r—' 


(i48) 


cos  ô  =  1^1  —  sin*  B  =  Y    ^ 


\/csh*v —  \  snh' 


csh*  %  ±  csh  %  csh  % 

Et  si,  conjointement  avec  cette  opération,  nous  remettons  en 
même  temps  l'expression  (136"*)  à  la  place  de  P,  qui  en  tenait 
lieu  par. hypothèse,  alors  ce  même  système  se  transformera  dans 
le  suivant 

(^-+-tCt:r)-^F4(t|.  — tCo)]* 


W     \dxi       \\dcoi     \dxi \       4  f; 


(</»  H-  iCw)  f;  [;\f  —  iCu)    csh*  % 

d^  dm       d^  dm 

(/«  du       dx  dx 
qui  est  bien  effectivemenlj  identique,  comme  forme,  au  système 
(49)  relatif  au  Cas  111%  sauf  la  dénomination  des  variables  indé- 
pendantes et  de  la  constante,  et  aussi  Texpression  de  la  fonction 
qui  constitue  le  troisième  membre  de  la  première  ligne. 

Or,  pour  ce  même  système  (49),  nous  avons  eu  soin  de  faire 
observer  (pp.  169-170)  que  la  forme  de  la  solution  (73)  ou  (72) 
étant  exclusivement  fournie  par  la  première  et  la  dernière  de  ces 
trois  équations,  on  pouvait  considérer  Téquation  intermédiaire 
comme  destinée  uniquement  à  fournir  une  relation  réversible 
entre  les  fonctions  arbitraires  F|  et  F2,  qui  n'entrent  que  dans 
cette  seule  équation  d'une  part,  et  d'autre  part  les  fonctions  ^^  et  ^2 
qui  figurent  dans  cette  solution  (73).  Il  résulte  donc  immédia- 
tement de  là  pour  le  Cas  actuel,  en  premier  lieu,  mutatis 
mutandis,  qu'en  faisant  d'abord  abstraction  de  l'équation  intermé- 
diaire, la  solution  la  plus  générale  des  deux  autres  de  ces  équations 
(148)  consistera  présentement  dans  les  deux  équations 

*  =  2  [^t(^  —  tx)  -H  5^1  («  -♦-  ix)], 
(U8»»") 
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«fi  et  (^2  étant  encore  deux  fonctions  imaginaires,  arbitraires  sou» 
la  condition  d'être  respectivement  conjuguées,  c'est-à-dire  du 
type  (68),  lesquelles  donneront  encore  inversement  (en  faisant 
dans  les  formules  (65)  les  mêmes  changements  que  tout  à 
l'heure), 

4 

(149) 

%  =  ^[A  (*  ■*-  »c°)  -  A  (*  -  i^°)l 

les  fonctions  /;  respectivement  inverses  des  précédentes  <â^,  étant 
de  nouveau  deux  fonctions  imaginaires  conjuguées. 

Gela  posé,  si,  pour  conserver  l'analogie  des  notations  avec  le 
Cas  précité,  nous  faisons  cette  fois 

(149"*)  ti  =  ûî — î%,  «  =  «-•- t;;^,  U=<f-+-iCo,  V  =  ^  — tCa, 

d'une  part  il  est  bien  clair  que  les  deux  derniers  systèmes 
(148"')  et  (149)  établiront  de  nouveau  entre  ces  variables  les 
deux  systèmes  d'équations  réciproques  (70)  et  (71),  ou  (84)  et 
(83),  qui  entraîneront  encore  entre  les  dérivées  des  fonctions 
inverses  fei^  les  mêmes  relations  (85);  et,  d'autre  part,  la  pre- 
mière des  formules  (148"')  et  la  seconde  des  formules  (149) 
redevenant  avec  ces  notations 

la  première  donnera  de  nouveau,  comme  lors  des  équations  (80), 


ri(U)/î(V) 


Et  dès  lors,  la  seconde  des  équations  proposées  (148),  c'est-à- 
dire  celle  obtenue  en  égalant  dans  la  première  ligne  ^e  premier 
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membre  au  troisième,  que  nous  avions  tout  à  Theure  laissée  de 
côté,  devenant,  en  y  substituant  cette  dernière  valeur,  ainsi  que 
l'expression  précédente  de  %, 

i 1  [F,(U)-«-F,(V)p 

/i(U)/';(v)'^    4  t 

'•^   ^'«^   ^  F;(U)F;(V)csh«-[/,(U)-/,(V)| 

Â 

si  Ton  lient  compte  de  la  définition  :  csh  z  =  cos  tz,  d'où  :  csh  %z 
=  cos  ( —  z)  =  cos  5J,  on  voit  ainsi  qu'il  sera  nécessaire  et 
suflisanr,  pour  que  cette  seconde  équation  (148)  soit  satisfaite  à 
son  tour,  qu'étant  données  arbitrairement  les  deux  fonctions  F^  et 
Fj,  qui  n'enti'ent  encore  que  dans  cette  seule  équation,  l'on 
puisse  toujours  déterminer  deux  autres  fonctions  U  et  /i,  telles 
que  l'on  ait  identiquement 

iAm\  tZ-iWAlV)      _         f;(U)f;(V) 

^      ^  cos'i[/;(U)~/.(V)]  [F,(U)  ^  F,(V)f 

relation  encore  évidemment  réversible,  qui  pourra  tout  aussi 
bien,  si  elle  admet  une  solution,  servir  alors  à  déterminer  les 
fonctions  F^  et  F2  en  se  donnant  arbitrairement  les  fonctions 
/i  et  /"a  ou  leurs  inverses  $^  et  S^,* 

I.a  question  étant  désormais  posée  en  ces  termes,  celte  der- 
nière équalFon  (15Ô)  pourra  s'écrire  tout  d'abord,  en  interver- 
tissant les  deux  membres,  ainsi  qu'il  suit 


d 


puis  cela  fait,  comme  on  aura  simultanément 

\  f;(V)  dÀ 

ung.[A>u)-A(v)].,/;(V)^-;;;^j^;^;-Aooj^,^(v)j 

=  ^«)si[/;(D)-AiV)j, 
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réquation  précédente,  qu'il  s^agit  d'identiGer»  équivaudra  dès 
lors  à  la  suivante 

;^(^p.W-F.(v,])=A(f,eosi[MU)-A(V)j). 
c'est-à-dire,  sous  forme  plus  simple,  à  celle-ci 

«f.<  /cosi[/-.(U)-/;(V)]\ 

dUrfvl      F,(U)-t-F,(V)      /         ' 
.dont  l'intégrale  générale  est 

ho^i[r,{V)-fAy)]\    ,,,,,.    ,,  ,„. 

H     F.IU)-.F.(V)     )='^'W-'^'(V) 

ou 

cos  4  [A  (U)  -  A  (V)]  =  iF.  (U)  i.  (V)  [F,  (U)  H-  F,  (V)J. 

Or,  comme,  étant  développée,  cette  dernière  équation  devient 
elle-même 

cosi/-,(U).cos4/;(V)-hsin4/;(U).siniA(V) 
=  f .  (U)  F.  ({]),£,  (V)  +  S,  (U).f .  (V)  F.  (V), 

on  voit  qu*il  suffira,  pour  procurer  Tidentification  demandée,  de 
prendre  à  la  fois 

cos  4  /,  (U j  =  i,  (0)  F.  (U),  cos  4  A  (V)  =  f,  (V), 

sin  4  A  (V)  =  if«  (V)  F,  (V),  sin  4  A  (U)  =  -^i  (U), 

conditions  qui  détermineront  successivement,  d*abord  les  fonc- 
tions f  lorsque  Ton  se  donnera  les  fonctions  F,  ou  inversement, 
puis  les  fonctions  auxiliaires  £  elles-mêmes,  si  on  les  remplace 
par  les  combinaisons  manifestement  équivalentes 

(ISO^**)        cot  4  A  (U)  =  F.  (U),  tang  4  A  (V)  =  F,  (V), 

i,(U)'[t.^F,(D)»]«1,         i,(V)»|i+F,(V)'J  =  l. 
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Soit  donc  que  l*on  se  donne  les  fonctions  fou  les  fonctions  F» 
les  deux  premières  de  ces  équations  fourniront  les  deux  autres 
fonctions  cherchées,  qui  procurent  Tidentification  des  deux 
expressions  proposées  (150).  Si  Ton  tient  à  le  vérifier,  il  suffira 
d'observer  que  l'on  déduit  immédiatement  de  ces  équations 
(180^) 

F:(U)  =  =iim       f;(v>     *^'^^) 


F(U)  «  Fm:^'^'*^'^^^  .  ^'"^/»(V)_^^^UA(^^)-/'«(V)] 

*^   ^        '^   ^      slni/iiU)      cosi/;(VJ      sini/;(U)cosi/,(V)' 

valeurs  qui,  étant  remises  dans  la  première  des  deux  expressions 
en  question,  rendent  dès  lors  manifeste  Tidentification  deman- 
dée, et  par  conséquent  aussi  la  vérification  de  Téquation  res- 
tante (148).  D'où  Ton  voit  que  la  solution  la  plus  générale 
de  ce  système  proposé  (148)  est  bien  représentée  par  les  deux 
équations  (148^**)  ou  (149),  les  deux  fonctions  imaginaires  ^ou 
/'demeurant  arbitraires  sous  la  condition  d'être,  ainsi  que  nous 
lavons  dit,  respectivement  conjuguées. 

Sous  une  autre  forme  plus  simple  et  plus  rapide,  les  trois 
fonctions  inconnues  Q,  R  et  9  étant  déjà  déterminées  par  les 
trois  équations  (133),  (132),  et  (137),  si  Ton  n'effectue  pas  tout 
d'abord  l'intégration  de  l'équation  (136),  et  que  l'on  intervertisse 
de  nouveau,  comme  nous  l'avons  fait  en  premier  lieu  pour  ce 
même  Cas  111%  les  inconnues  et  les  variables  indépendantes,  on 
obtiendra,  à  la  place  du  système  précédent  (148),  le  suivant 

(151)       {       ■- 

dtài  do       d%  dx 

1 — 1=  0, 

d^  dw      d^  dw 

déduit  immédiatement  du  système  analogue  (51),  en  y  faisant 
simplement  la   substitution  de  variables,  de  constante  et  de 
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fonction  déjà  opérée  tout  à  l*heure,  8«?oîr  en  y  écrivant  pour 
inconnues  a>  et  %  au  lieu  de  x  et  y^  au  premier  membre  de  ia 
première  ligne  C  comme  coefficient  au  lieu  de  c,  et  enfin  au 
troisième  membre  la  fonction  c^P  csh^  %  à  la  place  de  la  fonction 
C'P,  ainsi  qu'il  résulte  de  Texpression  (46)  de  P  relative  à  ce 
Cas  ni''(*).  Alors,  si,  comme  dans  la  Note  de  la  page  166,  on  y 
regarde  la  fonction  P  comme  inconnue,  Fensemble  de  ces 
équations  et  de  Téquation  précitée  (136)  formera  un  système 
surabondant  de  quatre  équations  entre  les  trois  inconnues 
restantes  P,  u,  et  %,  et  les  variables  indépendantes  ^  et  cr,  pour 
lequel  il  sera  loisible,  comme  toujours,  de  choisir,  à  sa  plus 
grande  commodité,  Tordre  dans  lequel  on  déterminera  succes- 
sivement ces  inconnues.  Or,  la  première  et  la  troisième  des 
équations  précédentes  (151)  déterminent  à  elles  seules,  ainsi  que 
nous  Tavons  vu,  les  inconnues  u  et  %  sous  la  forme  [déduite, 
toujours  par  le  même  changement  susindiqué,  de  la  solution  (67)] 

«=-[/,  (f  -H  iCa\  ■*-  /;  l^-  —  iCw)], 
(452) 

ces  expressions  devant  encore  être  toutes  deux  réelles,  car,  pour 
la  seconde  inconnue  %,  la  coordonnée  sphérique  6  variant  par 
définition  entre  0  et  tc  seulement,  sa  valeur  de  définition  (146) 
est  bien  toujours  réelle,  d  où  il  suit  que  les  deux  fonctions  /j  et 
/î,  qui  sont  d'ailleurs  évidemment,  eu  égard  au  calcul  effectué 
pour  le  Cas  précédent  (page  168),  les  fonctions  inverses  des 
fonctions  ^1  et  Sf^  devront  être  encore,  comme  elles,  deux  fonc- 
tions imaginaires  conjuguées. 
En  se  servant  donc  de  ces  valeurs  déjà  acquises,  la  seconde 


(*)  Tels  sont  bien,  en  effet,  les  chaDgements  qa'il  faut  opérer  pour  que  le  troisième 
membre  de  la  première  ligne  (4d)^qui,  d'après  l'expression  (46),  est  égal  à  ^ ,  redonne  le 
membre  correspondant  des  équations  (148)  ou  443),  qui  est  jtT^Hfç- 
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des  mêmes  équations  (1S1)  donnera  dès  lors 

(453)  ^  ^    J         ^ 


et  il  sera  nécessaire  et  suffisant,  par  conséquent,  pour  que  tes 
expressions  (152)  fournissent  la  solution  du  problème,  que 
cette  dernière  expression  de  P  vérifie  la  quatrième  équation  du 
système  spécifié  tout  à  Theure,  à  savoir  Téquaiion  (136).  Or,  il  est 
bien  facile  de  s'assurer  que  celte  dernière  condition  sera  toujours 
remplie,  de  quelque  façon  que  Ton  prenne  les  fonctions  arbi- 
traires /"i  et  /*2. 

Le  procédé  le  plus  simple  pour  le  voir  sera  d'effectuer  cette 
vérification,  non  pas  sur  Téquation  (136)  dans  sa  forme  actuelle, 
mais  sur  la  même  équation  transformée,  en  y  prenant  pour 
variables  indépendantes,  à  la  place  de  yl*  et  tzr,  les  fonctions 
linéaires  U  et  V  (U9%  savoir 

qui,  d'après  un  théorème  connu,  donneront  lieu,  pour  la  transfor- 
mation des  dérivées,  aux  formules  symboliques 

dr       [dl}       d\\  dzn"       [      \dV       dV/J 

en  sorte  que,  pour  n  =  2,  cette  équation  (136)  se  transformera 
immédiatement  dans  la  suivante  : 

<'''^  âûdy-^¥6^' 

Or,  de  la  valeur  proposée  (153)  de  P,  qui  sera  devenue,  étant 
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écrite  à  Taide  des  variables  (184), 

(156)        .  P  =  ?         ^'^"^Z^'^^) 


'  «sh'i[/i(U)-A(V)] 

on  déduira  successivement 

ip  =  «  ^  H-  in  (u)  +  in  (V)  -  2/  C8h  i  [A  (U)-/;  (V)], 

•    nP     /7(U)_    -4[A(")-/^(V)1  , 

=  F  (U)  -  lgh^[ri(U)-/,(V)].t/Î^U;, 
(/•/P         rf  ld.l9\  ~i^«(^) 

c8h«-[/;(U)-/;(v)| 

et  le  simple  rapprochement  de  la  dernière  de  ces  valeurs  avec 
l'expression  précédente  (186)  de  P  rend  dès  lors  manifeste  la 
vérification  de  Téquation  (155)  ou  (136),  qui  était  exigée  par 
celte  seconde  manière  de  poser  la  question  (*). 


(*)  Oatre  le  rôle  qu'elles  joueol  ainsi  dans  les  calculs  qui  précèdent  pour  la  solution 
complète  de  la  question,  ces  expressions  de  P  nous  paraissent  intéressantes  à  cet  autre  point 
de  vue  qu'elles  semblent  inGrmer,  ainsi  que  l'expression  (46)  de  P  relative  au  Cas  1II«, 
une  sorte  de  proposition  analytique,  énoncée  par  Lamé  sans  démonstration  (Coord, 
Curv.,  S  LVI,  page  100,  dernier  alinéa),  à  savoir  que  pour  tout  système  triplement  iso- 
therme les  expressions  des  trois  fonctions  P,  Q,  R  étaient  nécessairement  de  la  forme 

p  =  a  [Y  (^)  -  n  (c)],  0  =  6  [II  (cr)  -  4>  (f)],  R  =  r[*  (?)  -  Y  (f)], 

(or,  6,  y  étant  trois  constantes  égales  à  àz  1),  ou  tout  au  moins  en  ce  qu'elles  appellent  de 
nouvelles  recherches  tendant  à  établir  si,  oui  ou  non,  ces  expressions  (46)  et  (i36b>*)  on 
(i53)  sont  effectivement  comprises,  soit  à  titre  de  cas  particuliers,  soit  à  titre  de  cas- 
limites,  dans  les  dites  formules  de  Lamé,  et  dans  l'affirmative  pour  quelles  formes 
particulières  des  fonctions  $,  Y,  n  on  pourrait  les  y  faire  rentrer  :  faute  de  quoi» 
les  expressions  en  question  constitueraient  de  véritables  solutions  singulières   non 
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Nous  avons  tenu  celle  fois  encore  à  résoudre  le  problème 
analytique  tel  qu'il  avait  été  posé  par  Lamé,  et  sans  nous  dépar- 
tir un  seul  instant  des  méthodes  indiquées  par  rillusfre  créateur 
du  Système  triplement  Isotherme;  sinon,  nous  eussions  pu, 
comme  pour  le  Cas  analogue  relatif  aux  cylindres,  obtenir 
beaucoup  plus  rapidement  les  mêmes  résultais,  en  ayant  recours 
de  nouveau  à  la  même  inlerprétation  géométrique  des  équations 
restant  à  intégrer,  qui  nous  a  fourni  déjà  pour  ce  Cas,  comme  on 
Ta  vu,  la  solution  complète  de  la  question  avec  une  facilité 
beaucoup  plus  grande. 

En  effet,  de  même  que  pour  le  Cas  précité,  une  fois  obtenues 
les  expressions  des  trois  fonctions  P,  Q,  R,  le  système  (21)  se 
partageant  encore,  ainsi  que  nous  Pavons  remarqué,  en  deux 
moitiés,  composées  chacune  des  mêmes  équations,  dont  Tune  est 
déjà  satisfaite  par  la  seule  désignation  que  nous  avons  reconnue 
nécessaire  de  la  nature  des  familles  composant  le  système,  à 
savoir  une  famille  de  sphères  concentriques  et  deux  familles  de 
cônes  ayant  pour  sommet  commun  le  centre  des  sphères,  il  est 
bien  clair  que  Tautre  moitié  du  système  en  question  ne  saurait 
exprimer  géométriquement  autre  chose  que  ce  triple  fait,  savoir 
que  ces  deux  familles  de  cônes  sont  individuellement  isothermes, 
et  de  plus  orthogonales  entre  elles.  Et  nous  nous  sommes  assuré 
par  un  calcul  direct,  à  propos  du  Cas  des  cylindres,  que  ce 
second  mode  de  résoudre  le  problème  conduisait  bien  exacte- 
ment à  la  même  solution  que  le  premier,  seul  strictement  con- 
forme à  la  méthode  et  aux  idées  générales  indiquées  par  Lamé. 

Or,  si  Ton  adopte  de  nouveau  pour  ce  second  calcul,  comme 
il  est  naturel,  à  la  place  des  coordonnées  rectilignes,  les  variables 
indépendantes  co  et  ^,  à  Taide  desquelles,  lors  du  problème  gêné- 


moins  importantes  des  équations  générales  du  problème,  dont  Lamé  ne  fait  pas  men- 
tion, et  dont  on  ne  peut  se  dispenser  de  tenir  compte.  [Voir  également,  si  l'on  veut,  pour 
plus  de  détails,  la  note  de  la  page  i87  de  notre  Mémoire  sur  l'Emploi  des  Coordonnées 
Curvilignes,  etc.,  dans  lequel  notis  avions  cru  pouvoir  nous  baser  sans  contrôle  sur 
cette  proposition,  pour  lésumer  en  une  formule  unique  les  résultats  de  nos  rechercbes  sur 
les  lignes  géodésiques  des  surfaces  susceptibles  de  faire  partie  d'un  semblable  système]. 
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rai  de  Tisothermie  traité  dans  notre  Chapitre  II,  nous  avons 
déjà  rendu  identiques,  quant  àia  forme,  les  équations  tant  diffé- 
rentielles qu*ijitégrales,  propres  aux  cylindres  et  celles  relatives 
aux  cônes,  la  dernière  des  conditions  que  nous  venons  de  dire 
(celle  de  Torthogonalité)  étant  dès  lors  exprimée,  comme  dans 
le  calcul  précédent,  par  la  troisième  équation  (148),  les  deux 
premières,  relatives  à  Tisothermie  des  familles  ^  et  cr,  seront 
exprimées  par  ailleurs  par  deux  équations  de  la  forme  (38)  du 
dit  Chapitre  11,  que  nous  avons  donnée  à  Téquation  à^l  =  0 
pour  les  familles  de  cônes.  L'ensemble  des  trois  équations 
restantes  du  système  (21),  spécifiées  tout  à  Theure,  savoir  la 
première  de  droite  et  les  deux  dernières  de  gauche,  sera  donc, 
d'après  ce  qui  précède,  complètement  équivalent  au  système 
suivant  du  second  ordre  entre  les  deux  inconnues  ^  et  w 

•0. 
^      aw-       a*y~  au-       ay 

(iS7) 


6/V 

di? 

dx' 

d^w 

d*w 

d^  dm 
da  doi 

d^  dzj 

identique,  sauf  la  dénomination  des  variables,  au  système  déjà 
traité  (74),  relatif  aux  cylindres.  La  solution  la  plus  générale  du 
problème  actuel  sera  donc  encore  représentée,  d'après  le  calcul 
effectué  pour  le  Cas  en  question,  par  les  mêmes  expressions 
(79),  où  la  constante  k  et  les  variables  auxiliaires  u  et  v  auront 
cette  fois  pour  valeurs,  à  la  place  des  quantités  (82)  et  (69), 
celles-ci 

(157^")  A:«tC,  u  =  u>-'Xxy  v  =  «  +  îx, 

et  consistera  par  conséquent  dans  les  deux  expressions 


(158) 


cr 

2tC 


-.  [<^,  («  —  ix)  —  5^,  («  -^  ix)\ 
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dans  lesquelles  <^f  et  $^  désigneront  encore  deux  fonctions  ima- 
ginaires conjuguées,  complètement  arbitraires  d*ailleurs. 

En  effet,  bien  que  le  système  du  second  ordre  (157),  ainsi 
fourni  directement  par  des  considérations  géométriques  évi- 
dentes, doive  être  envisagé  a  priort  comme  plus  large  que  le 
système  du  premier  ordre  (148)  primitivement  posé  entre  les 
mêmes  variables,  et  qu'il  semble  par  conséquent  de  nouveau  que 
Ton  soit  tenu  de  restreindre  actuellement  la  solution  (158)  par 
la  condition  de  satisfaire  encore  à  ces  trois  équations  (148)  elles- 
mêmes,  il  se  trouve  que  cette  condition  n'introduit  en  réalité 
aucune  restriction,  par  suite  de  la  forme  particulière  de  ce 
système  (148),  et  notamment  de  celle  de  l'expression  qui  consti- 
tue le  troisième  membre  de  la  première  ligne  de  ce  système, 
laquelle  résulte  directement  de  la  valeur  de  la  fonction  P  relative 
à  la  question  actuelle.  Car  nous  avons  reconnu  déjà,  d'une  part, 
mutatis  mutandis,  par  le  calcul  analogue  relatif  aux  cylindres 
(pp.  173-1 74),  que  ces  dernières  expressions  (158)  de  <J^  et  w  véri- 
fiaient, quelles  que  fussent  «^^  et  ^^  la  première  et  la  dernière  de 
ces  équations  (148).  Et,  d'autre  part,  il  résulte  immédiatement 
des  calculs  effectués  un  peu  plus  haut  pour  le  Cas  actuel,  que 
l'équation  intermédiaire  est  également  vérifiée  de  la  même  façon, 
puisque  nous  avons  vu  qu'elle  se  réduisait,  avec  les  expres- 
sions (148**'*)  ou  (158)  de  ip  et  tir,  à  la  condition  réversible  (150), 
qui  était  vérifiée  identiquement  en  établissant  simplement  la 
corrélation  (130**'")  entre  les  fonctions  F  introduites  par  la  fonc- 
tion P  et  les  fonctions  f,  inverses  des  fonctions  ^  introduites 
par  ces  expressions  (158)  elles-mêmes.  Et  par  conséquent  la 
solution  (158),  étant  supposée  obtenue  par  cette  seconde  voie, 
eût  donc  bien  encore  coïncidé,  non  seulement  comme  forme, 
mais  aussi  comme  étendue,  avec  celle  (148"*)  fournie  par  notre 
précédent  calcul. 

L'intégration  de  toutes  les  équations  proposées  étant  ainsi 
complètement  effectuée,  comme  on  vient  de  le  voir,  par  un 
simple  changement  de  notations  dans  les  résultats  d'un  calcul 
antérieur,  une  dernière  opération  nous  reste  seule  désormais  à 
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accomplir  pour  avoir  les  relations  définitives  qui  lient  entre  eux, 
dans  le  Cas  actuel,  les  deux  systèmes  de  coordonnées  x,  y^  z, 
et  <p,  4')  ^9  ^  savoir,  d*éliminer  des  résultats  qui  précèdent  les 
variables  intermédiaires  &>  et  y^  dont  Tintroduction  n'avait  d'autre 
but  que  de  ramener  ainsi  le  problème  à  des  résultats  déjà 
obienus. 

A  cet  eflet,  en  premier  lieu,  si  Ton  se  reporte  encore  aux 
résultats  établis  dans  notre  Chapitre  II,  et  si  Ton  fait  attention 
que  les  deux  expressions  (158),  trouvées  à  deux  reprises  pour 
<{;  et  77,  appartenant  nécessairement  au  type  général  (39)  dudit 
Chapitre  relatif  aux  familles  isothermes  de  cônes,  s'en  déduisent 
dès  lors  en  particularisant  simplement  les  fonctions  arbitraires 
fx  et  /^  de  ce  type  général  de  la  façon  que  nous  avons  dite,  il  est 
clair  que  Ton  aura  les  expressions  des  mêmes  coordonnées  en 
X,  yj  Zj  en  prenant  sous  la  même  condition,  pour  cette  même 
équation  générale  des  cônes  isothermes,  au  lieu  de  la  forme 
primitive  (39),  la  forme  équivalente  (43)  à  laquelle  nous  l'avons 
ensuite  ramenée. 

En  effet,  si  nous  faisons  dans  ce  but 

(i59)  w  e=  lang  1/ =  lang  («  —  >"5^),  v  «=  (angt7s=tang(fii>-t-tx}, 

ces  quantités  u  et  v  étant  dès  lors,  par  définition,  celles-là  mêmes 
que,  dans  le  passage  précité  de  notre  Chapitre  II,  nous  désignions 
respectivement  part?  et  ti  [formii les  (41)],  et  ayant  par  conséquent 
pour  valeurs  en  x,  y,  z,  d'après  les  formules  suivantes  (42), 
savoir 


/.«^.  —      xy  -¥■  trz  -      xy  -  trz 


les  formules  (158)  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  celles-ci 
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deviendront,  étant  exprimées  à  l'aide  de  ces  quantités  u  et  v, 

I  ^=  -  [<^i  (arc  lang  w)  H- (3^,  (arc  tang  v)], 

f  a  =  — [<^i(arclangw)  — (^.(arclangv)], 

et  pourront  dès  lors  être  représentées  plus  simplement,  comme 
dans  le  type  général  (48)  da  Chapitre  II,  par  ces  deux  autres 
formules 

(464)     4'=^[F.(S)-*-F.(tr)j,        «  =  2^[F.(û)-^F,(;r)i, 

les  deux  nouvelles  fonctions 

F,  (t)  =  ^i  (arc  lang  0  et  F,  (t)  =  /,  {arc  tang  t),  ^ 

qui  ne  sont  évidemment  pas  les  mêmes  par  hypothèse  que  celles 
de  l'expression  (156^^*),  étant  encore,  de  même  que  les  fonctions 
/^  et  ^2  d*où  elles  procèdent,  arbitraires  sous  la  condition  d'être 
deux  fonctions  imaginaires  conjuguées,  c'est-à-dire  du  type  (68). 
Agissant  donc  ainsi,  et  joignant  aux  deux  équations  ainsi 
formées,  comme  première  équation,  celle  de  droite  (138),  dans 
laquelle  on  fera  ^  =  A  et  —  ^  ===  B,  les  expressions  définitives 
des  coordonnées  cp,  ^,  m  en  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z, 
c'est-à-dire  les  équations  les  plus  générales  des  familles  de 
surfaces  composant  le  Système  Coordonné,  seront  donc  pour  le 
Cas  actuel 

1  A      „  A 

î»==--f-B== —  -  -^  B, 

et  comprendront  par  conséquent,  avec  les  trois  constantes  arbi- 
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raires  réelles  A,  B,  C,  les  deux  fonctions  F|  et  Fj,  arbitraires 
sous  la  seule  condition  d'être  deux  fonctions  imaginaires  conju- 
guées, et  dans  la  composition  desquelles  il  entrera  par  conséquent 
deux  fonctions  réelles  entièrement  arbitraires. 

En  second  lieu,  pour  avoir  les  formules  inverses'qui  donneront 
Texpression  des  coordonnées  x,  y,  z  en  fonction  de  ^ ,  i^,  m^  il 
suffira  évidemment,  dans  les  formules  usuelles  de  déGnition  du 
système  sphérique,  savoir 

X  =  r  sin  0  cos  «,  y  =  r  sin  0  sin  «,  z=^r  ces  0, 

de  remettre,  en  premier  lieu,  à  la  place  de  r,  sin  0,  et  cos  6, 
leurs  valeurs  en  fonction  des  coordonnées  (p  ou  ^,  fournies  par 
les  équations  (158)  et  (147);  puis,  cela  fait,  de  substituer  dans  les 
expressions  ainsi  obtenues  celles  (149)  ou  (152)  trouvées  plus 
haut  pour  co  et  ^  en  fonction  de  <{;  et  tzr,  moyennant  quoi  la  solu- 
tion définitive  de  la  question  sera  représentée,  pour  abréger  les 
écritures,  par  Tensemble  des  cinq  formules 

it  I   cos  »  dt.  \    sin  ûj  zh  i   snh% 

x«= -— ,  i/= -— ,  z  = -— » 

<xfi  -i-  T  csii  X  uf  -¥-  T  csh  X  (7'j.  -+-  T  csn  X 

(165)        /  «  =  1  \f,  (+  H-  »Co)  -H  /;(+  -  iCa)], 


et  coniiendra  de  nouveau  par  conséquent,  sous  celte  seconde 
forme,  trois  constantes  arbitraires  o-,  t  et  C,  et  deux  fonctions  /i 
et  /s  arbitraires  sous  la  condition  d  cire  imaginaires  conjuguées» 
lesquelles  introduiront  encore  deux  fractions  réelles  eniièremenl 
arbitraires. 

Présentons  encore,  pour  terminer  cette  théorie,  ainsi  que 
nous  Pavons  fait  pour  le  Cas  des  Cylindres,  deux  exemples  seu- 
lement de  l'application  des  formules  que  nous  venons  de  donner. 

1°  Prenons  dans  les  formules  (162)  ou  (161),  avec  la  valeur 
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C  =3  1  de  la  constante,  pour  les  deux  fonctions  conjuguées  F^ 
et  Fj ,  les  fonctions 

F,(ti)  = [6— i(apclgM"— c)],  F»(tr)«=  -  ^[fe-f-tlarclgtT- c)]; 

ces  mêmes  formules  donneront  alors 

*  =  2  [^'("^  "^  P«(^)]=  -  ^l^''  ~  ^'(^''^  tg  ti  — arc  tg  V)} 

i  -  -  i  —  — 

«  =  -.[F.(u)      F,(i;)J  =  — [a^clgu^-arclg^?  — î2c]. 

Or,  les  définitions  (159)  donnant  inversement 

arc  tang  w  =  w  —  i^^,  arc  tang  v  =  w  4-  1%, 

d'où 

arc  tgl7 —  arc  ig  1;  =  —  ^ix^  arc  tg  m  4-  arc  tg  u  =  2», 

on  voit  que  les  expressions  précédentes  de  4^  et  nr  se  réduiront 
simplement  à 

f  =  -  ^  [26  -  1  {-  2ix)l  «  =  ^  (2a^  -  2c), 

d  où  Ton  tirera  par  conséquent 

af  -+-  6  =  %,  oct  -H  c  =  cj, 

valeurs  qui,  éiant  reportées  dans  les  trois  premières  de  nos 
formules  (163),  donneront  définitivement,  pour  les  expressions 
des  trois  coordonnées  x,  y,  z, 

±  I     cos  (acr  -4-  c)  ifc  I     sin  {uv  -♦-  c) 

fff  +  T  csh  (a-p  -4-6)  (Ty  -♦-  r  csh  (a^  -♦-  6) 

I     snh  [a^  -4-  6) 


2  = 


/Tj?  -♦-  T  csli  [u^  -♦-  6) 
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Ce  sonl  littéralenienl,  sauf  encore  perniulation  des  trois  coor- 
données curvilignes,  les  formules  (127)  qui  définissent  le  sys- 
tème sphérique  avec  les  cinq  constantes  qu'il  comporte  essen- 
tiellement, lequel  rentrait  évidemment  a  priori^  comme  nous 
Tavons  remarqué  (page  312,  en  note),  à  titre  de  cas-limite,  dans 
le  système  conique  que  nous  venons  d'étudier. 

2'  Prenons  encore  dans  les  mêmes  formules  (162)  ou  (161), 
avec  la  valeur  C  =  1  de  la  constante,  pour  les  deux  fonctions 
conjuguées  F^  et  Fj  la  même  fonction  réelle,  savoir 

(164)  F,  (0  =  F,  (0  =  Arg  sn  f Y 

k  étant  le  module  du  sinus  d*amplitude,  module  supposé  réel  et 
plus  petit  que  Tunilé.  Nous  aurons  alors  d  abord,  d*après  nos 
définitions  (57),  comme  pour  les  trois  derniers  exemples  relatifs 
aux  cylindres,  les  formules  inverses  (ST%  savoir 

/  U  =»  ^  -♦-  to,  V  =  <|/  —  ta, 

(165)  )   ou 

(  ^  =  i(U  +  V),  ,a  =  i(U~V), 

et  par  suite,  en  comparant  les  secondes  de  ces  expressions  avec 
les  formules  (161),  les  deux  séries  d'expressions  réciproques 


U=F,(u)==Argsn  (  — V        V=F,(i?)«=Argsn 

vA|/l-f-MV 

(166)    (  ou  _ 

u  V 

■  z=zksn{]j  —  «=gA:sn  V, 


uVî^y 


|/l   -f-  ««  l^\   -4-  V* 

dans  lesqitelles  les  deux  radicaux  sont  expressément  supposés, 
d'après  nos  définitions  (164)  des  fonctions  F|  et  F,,  pris  tous 
les  deux  avec  la  même  détermination  de  signe. 

Gela  posé,  traduisons  tout  d'abord  en  x,  y,  z,  au  lieu  des 
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variables  auxiliaires  û  et  t),  ces  dernières  formules  (166),  qui 
équivalent  en  Tait  aux  hypothèses  actuelles. 

Pour  cela,  les  définitions  (160)  des  quantités  tî  et  t;  donneront, 
pour  la  première,  par  exemple, 

-.                  (xy  ■+■  irzf 
1  -f-  w'  =  1    -«-    — -- 

(X'  -4-  ZT 

=.— 5-;((x*  -^  2a: V  -♦-  z*)  -4-  («y  —  rV  -¥■  2tra;yjr)] 

\ 

=-T^r7^  [(^'  -*-  y'  -^  2')a?*  -4-  (2*  -♦-  x'  —  r')  z*  -♦-  ^irxyz)] 

1  .  -        -  ,  (rx  -4-  ti/z)* 

(x*  -♦-  z^f  ^  y  ^  '        (x*  -^  z»)» 

d*où,  en  extrayant  les  racines,  les  deux  valeurs 

I  / ~  rx  •+  iyz  ■  /        =r  rx  —  iyz 

x'  -♦-  z*  x"  -t-  z' 

le  même  signe  -t-  ou  —  devant  être  pris  à  la  fois  devant  ces  deux 
expressions  pour  la  même  détermination  des  deux  radicaux,  du 
moment  que  ces  premiers  membres  représentent  dans  cette 
hypothèse  deux  expressions  imaginaires  conjuguées. 

En  prenant  donc  Tin  verse  de  la  première  de  ces  expressions, 
nous  trouverons 

4  x'  H-  z'  (x*  -4-  z^){rx — iyz)  (x*  -4-  z*)  (rx — iyz) 


j/^^^  rx  -4-  iyz  rV  -4-  y V  (x*  h-  z*)  (x«  -4-  y') 

d*où  par  conséquent,  en  simplifiant,  pour  les  deux  expressions, 
avec  la  même  observation  relativement  aux  signes, 

\                 rx  —  iuz                      \  .  rx  -4-  tyz 

(167)  =db-  -^  ^  ^ 


kTT^     ^'-^-y*        Vi.v      ^'-*-»^ 
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De  là  nous  conclurons^  en  multipliant  respectivement  par  ces 
dernières  valeurs  les  expressions  (160),  quant  à  la  première, 

"fî  xy  -*-  trz  rx  —  iyz  ry  (x*  -f-  2')  -4-  izx  (r*  —  t/*) 

\/Y^^     "i^^TT"  x'^y'^  (x'  -H  z')  (x'  -4-  y') 

et  par  conséquent,  en  simplifiant  de  nouveau,  les  deux  nouvelles 
valeurs 

(468)  -^ =±r»^.  -ï ^ry-izx 

J/TT^       ''-^'  l/TZ^i       x'-y' 

Et  comme  les  secondes  expressions  ci-dessus  (166)  donnent  évi- 
demment, quant  à  la  première. 


dnU 


c'est-à-dire  pour  les  deux  expressions  à  la  fois, 


(!69)  dnU=  -  — ,  dnV  = 


(/Tw  j/i  -4-T» 

(le  même  signe  devant  encore  être  pris  dans  les  deux  seconds 
membres,  toujours  pour  la  même  raison),  le  simple  rappro- 
chement des  égalités  (166)  et  (168)  d'une  part,  et  (167)  et 

(169)  de  Tautre,  nous  fournira  donc  les  quatre  égalités 

ru -^  izx  ,       „  n/  —  izx 

-^ --=±fcsnU,  ^^ -  =  dh^snV, 

X*  -4-  ly'  x'  H-  \r 

(170)  \ 
rx  -  iyz        .    ,    ,,  rx  h-  iyz  ,    ,, 

X*  -4-1/'  X*  4-  y' 


dans   lesquelles  le  signe  sera  expressément  le  même,  d  après 
les  réserves  que  nous  avons  faites  à  ce  sujet,  dans  les  deux  équa- 
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tions  d'une  même  ligne,  mais  non  pas  nécessairement  pour  les 
quatre  équations  è  la  fois,  les  doubles  signes  de  la  seconde  ligne 
étant  ici  commandés  par  ceux  des  équations  (169),  qui  sont  com- 
plètement indépendants  de  ceux  relatifs  aux  équations  précé- 
dentes (167)  et  (168). 

D^ailleurs,  à  la  place  de  ces  dernières  équations  (170),  on 
pourra  tout  aussi  bien,  pour  la  réalité,  considérer  les  combinai- 
sons linéaires  suivantes,  obtenues  par  simple  addition  ou  sous- 
traction, 

2rf/  .  ^izx 

'^         d:it(snU  +  snV), -  =  ±^(sn  U  — sn  V), 

or»*    _i_   «i* 


(171) 


ac*  -+- 1/*  x*  -f-  ij 


=  dz  (dnU-f-dnV),  -— ^-  =  zfc  (dnU— dn V), 

-+- 1/  x'  -4-  y^ 

dont  deux  quelconques,  à  volonté,,  pourront  être  prises  à  la  place 
des  relations  primordiales  (166),  auxquelles  elles  sont  complète- 
ment équivalentes  (*). 

Nos  hypothèses  relatives  à  l'exemple  actuel  étant  donc  rame- 
nées à  cette  nouvelle  forme,  de  même  que  pour  Texemple  ana- 


(';  11  est  bien  évident,  par  la  façon  môme  dont  elles  ont  été  obtenues,  que  ces  quatre 
égalités,  qui  proviennent,  par  diverses  combinaisons  algébriques,  des  deux  seules  équa- 
tions (-164)),  ne  pourront  constituer  que  deux  équations  distinctes  entre  jr,  y,  et  z,  d'une 
part,  et  U  et  V  ou  ^  et  cr,  d'autre  part,  et  seront  par  conséquent  compatibles  entre  elles. 

Si  l'on  en  doutait,  il  serait  bien  facile  de  démontrer  ce  fait  a  posteriorij  par  cette  simple 

remarque,  qu'en  multipliant  ces  dernières  équations  (171)  deux  à  deux  dans  chaque  ligne, 

on  obtient 

Àirxuz 
-L—  =  k*  (sii«  U  -  sn«  V)  =  —  (dn«  lî  -  dn«  V), 

(X*  -+-  f/')* 

et,  qu'en  les  divisant  de  même  dans  chaque  colonne,  on  trouve  semblablement 

y ^  A(sn  U  -+-  sn  V)  __         (dn  U  —  du  V) 

x'"        dn  U  -H  dn  V    ""^  A-  (>n  U  -  sn  V)  ' 

le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur  devant  être  pris  à  la  fois  devant  les  expressions 
de  ces  deux  rapports.  Or,  les  deux  derniers  membres  dans  chacune  de  ces  deux  séries 
d'égalités  sont  évidemment  identiques  en  -^  en  a,  attendu  que  Ton  aura  toujours,  quels 
qne  soient  U  et  V, 

du»  U  -h  *■  SD«  U  =  dn«  V  -^  &«  sn»  V  =  1. 
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logue  relatif  aux  cylindres,  ou  pourra  encore  résoudre  la 
question  par  deux  voies  différentes,  suivant  que  Ton  se  proposera 
de  déterminer  de  prime  ab3rd  les  expressions  en  tp,  ^,  vs  des 
trois  coordonnées  rectiligncs,  ou  au  contraire  les  équations  des 
trois  surfaces  qui  composeront  le  système. 

(Y'*  Méthode.)  Par  le  premier  procédé,  qui  est  encore  le  plus 
rapide,  deux  quelconques  des  équations  précédentes  (171)  déter- 
mineront à  elles  seules  les  rapports  des  coordonnées  rectilignes 
entre  elles,  tels  que  |  et  ^  par  exemple,  et  par  suite,  étant  jointes 
à  réquation  de  la  troisième  famille  9,  savoir  celle  des  sphères 


(172)  a:»-+-i/'-f-£'=r*: 


(173) 


(174) 


(^?  -*-  rY 

fourniront  dès  lors  Texpression  demandée  des  trois  coordonnées 
X,  y,  z,  à  la  seule  condition  d*y  remplacer  U  et  V  par  leurs 
valeurs  actuelles  (165)  en  ^  et  u. 

A  cet  effet,  divisant  tout  d*abord  les  deux  équations  de  la  pre* 
mière  ligne  (171)  parcelle  de  gauche  de  la  seconde  ligne,  et 
substituant  les  valeurs  (165)  de  U  et  V,  nous  obtiendrons  ainsi, 
eu  égard  à  Tindépendance  du  double  signe  pour  les  deux  lignes 
entre  elles, 

y       d:  *  (sn  U  -4-  sn  V)       dz  A  [sn  (^  -f-  ta)  -♦-  sn  («p  —  to)] 
X  dn  D  -+-  dn  V  dn  (^  -♦-  itar)  -+-  dn  (^f»  —  to) 

2  sn  «//  un  ic  dn  ta  sn  f  en  tw 

=  dbA — — : =  db*  — ; . 

2  dn  ^  dn  te  dn  ^ 

iz      d=  A{snU—  snV)      it:fc[sn  (<|* -♦- ta)  — sn  (if»  —  ta)] 
r  dn  U  -f-  dn  V  dn  (-^  -♦-  ta)  -*-  dn  (<f/  —  ta) 

2  sn  t'a  en  <t  dn  <//        ,  ,  en  -^  sn  to 

=  d=fc— — — -, —  =  db*  —- — : , 

2  dn  ^  dn  fa  dn  ttr 

le  même  signe  devant  encore  être  pris  à  la  fois,  d*après  ce 
que  nous  avons  expliqué  dans  les  expressions  de  ces  deux  rap- 


239. 
ports.  Puis,  cela  fait,  la  première  éqiialion(171)  pouvant  s'écrire 

y 

^^        ^    ~  =  =h&(snU -f-snV), 


X 

\ 


-(!)• 


OU,  en  résolvant  par  rapport  à  x, 


x«=db 


y 

2r         X 


k  fi/Y  sn  {^  -*-  irs)  -+-  sn  (^  —  tor) 


on   trouvera  donc,  en  développant,  et  remplaçant  le  rapport  | 
par  la  valeur  obtenue  tout  à  Theure  (173), 

k  sn  ^  en  to 

2r  dn  ^  \ 

x  =  àz-r 


k  k^  sn'  <p  en'  iu  2  sn  <^  en  ia  dn  ter 

(«  74"')     (  i  -*-         ^^         i~it»snVsn*fa 

dn  ^  1  —  A*  sn*  ^  sn'  ia  dn  <!> 

=  ±  r-— — 5 ^. -r-^, ==  3=r- — r 

'  dn*  if/  -+-  A'  sn'  «j*  en'  ta  dn  ta  dn  iw 

car  on  aperçoit  de  suite  que  Ton  a 


dn'  tf;  -f-  A'  sn'  ^cn*  ta  =  i  —  A'  sn'  ^  -f-  A'sn'  4»  (i  — sn'to) 
=  i  —  A'  sn'  ^  sn'  ta. 


En  remettant  alors  celte  valeur  de  la  coordonnée  x  dans 
l'expression  obtenue  tout  à  l'heure  (173)  pour  le  rapport  | , 
nous  en  déduirons 


Asn<^cnta  dn^f»  A6n<fcnta        ,    ,    snt/'Cnto 

Z =  ±r--4- : — 

ûn^  dnta       on^ 
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et  enfin  l'expression  (174)  deviendra,  étant  multipliée  par  — ir, 

en  ^ .  i  sn  ta 


z=db  Ar- 


du ixs 


Aucune  corrélation  n'est  nécessaire  entre  le  double  signe  de 
cette  dernière  expression  et  celui  des  précédentes  (174**^)  et 
(175"')  de  X  et  de  y,  du  moment  que  celui-ci  provient  de  la  seule 
équation  (174),  tandis  que  dans  les  deux  autres  intervient  encore 
le  signe  propre  à  Téquation  (171)  isolément.  C'est  pourquoi  nous 
écrivons  au  second  membre  encore  le  double  signe  de  la  même 
façon  que  pour  ces  deux  expressions  précédentes  de  x  et  de  y. 
En  rapprochant  donc  ces  résulats,  on  voit  que  les  expressions 
des  trois  coordonnées  rectilignes  en  ^ett?,  et  r  ou  9,  sont  alors, 
pour  le  cas  actuel  : 

076)      «=±r^.  y=±*r^îi^.  z^dbAr""»""'"- 

dnto  dnior  dnto 


(*)  Nous  arriverions  également  â  ces  mêmes  expressions  des  coordonnées  x,  y,xtnf 
et  cr,  et  r  ou  »,  par  une  voie  plus  directe  peut-être,  mais  moins  rapide,  en  appliquant  de 
prime  abord  les  formules  (163)  que  nous  avons  données  spécialement  pour  cet  objet,  et 
dans  lesquelles  interviennent  comme  auxiliaires  les  variables  intermédiaires  (0  et  %  (111}. 
ÂGn  de  présenter  semblablement  un  exemple  de  l'application  de  ces  dernières  formules, 
nous  croyons  devoir  indiquer  de  même,  en  note,  ce  nouveau  calcul,  qui  offrira  d'ailleurs 
un  bon  exercice  (l'occasion  ne  s'en  rencontrant  pas  fréquemment  dans  l'enseignement 
classique)  pour  l'emploi  des  formules  les  plus  simples  relatives  aux  fonctions  elliptiques. 

A  cet  effet  les  deux  premières  des  formules  (140W«)  donnant,  en  même  temps  que 
l'équation  (138), 

Io^iiu-^v\  iX  =  —  i(u-  V), 

csh%=r  cosi:^  =cosi(u  — 17),  snh:;t:  =  }sini:^  =  i8in4(M  -  ©), 

les  trois  premières  formules  du  groupe  (163)  donneront  alors  simultanément,  pour  les 
trois  coordonnées  x,  y,  z, 

,      cos  i  (u  -f.  t))  cos  i  u  cos  i  V  —  sin  i  u  sin  4 1?  1  —  taog  l  u  tanir  l  v 

œs=i±r ; =  di  r  — ?-  =  dt  r ^ ^-^  ► 

cosi(M  — u)  cos^ucosi  i^-Hsin^usin^t;  1 +tang^u  tang^o 

sin  i  (m  -+-  «)  sin  i  u  cos  i  V  -4-  cos  i  m  sin  i  »  lang  l  u  -h  Uns  l  9 

y-  rbr — •  =ztr — 1 =--  =dbr — ^-^ ^-^^—f 

cos  t  (u  —  «)  cosi  w  cos  i  t?  -*-  sin  i  u  sin  i  «  1  +tangi u  tang  4  v 

z  =  =h  r — =r  zt:  rr  tang  l (u  —  v)  =±tr 2^ 2-i — 

cos  i  u  —  v)  "'  '  1  ^  tang  i  u  tang  i  v 
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De  même  que  les  expressions  (88"*)  rencontrées  dans  l'exemple 
analogue  relatif  aux  cylindres,  ces  dernières  valeurs  de  x,  y,  z 
sont  bien  encore  réelles,  nonobstant  la  présence  apparente  de 


c'esl-à-dire 
(«) 

!/=±i 

z^±:ir 

en  convenant  de  faire,  pour  faciliter  les  transformations. 

(6)           j 

D  =  i  -♦-  lang  i 
N'  =  langiM-t- 

u  lang  i  Vy 
lang^t?, 

=  {  —  lang  { 
=  lang  i  M  - 

;Ulaugir, 
-langi»; 

et  par  conséquent  la  question  se  réduit  simplement  à  substituer  dans  ces  dernières 
expressions  les  valeurs  de  tang  ^  u  et  tang  ^  v  qui  correspondent  aux  hypothèses  (164). 
Pour  cela,  il  sufiBra  d'observer  qu'ayant  immédiatement,  d'après  les  définitions  mêmes 
(159)  des  quantités  ûTet  v) 

u  .  u  .    - 

— zzi^zz.  =  sïï^  w  et  — -  =  sin  v, 

les  équations  (i66),  qui  constituent  notre  point  de  départ,  équivalant  aux  deux  suivantes 
U  =  Argsn|-sini/j,  V  =  Arg  soi -sin  t?|, 

donneront  alors  inversement  celles-ci 

1  i 

sn  U  =  -  sin  w ,  sn  V  =  -  sin  v, 

k  k 

d'ob  l'on  tirera  d'abord 

sin  II  =  k  sn  U,  cos  u  =  [/i  —  k*  sn*  U  =3  dn  U, 

pois  de  là 

Wl— cosu      i— dnU                    .           i  — dnV 
tang*^u  = =s ,  lang»it?= 

Or,  les  quantités  U  et  V  n'intervenant  dans  les  expressions  ci-dessus  (465)  de  ^f  el  ia 
qu'affectées  du  coeflScient  ~,  il  est  rationnel  de  faire  apparaître  dans  les  formules  que 
nous  venons  d'écrire  ces  quantités  |  U  et  |  V  comme  arguments,  à  la  place  des  quantités 
U  et  V  ellcs-mèmeSy  parce  que  c'est  évidemment  dans  ces  conditions  que  les  expressions 
cherchées  de  </«  et  o  ressortiront  alors  avec  le  plus  de  facilité. 

Dans  ce  but,  la  formule  d'addition  du  delta  d'amplitude,  si  l'on  y  prend  les  deux  argu- 
ments a  et  6  égaux  l'un  et  l'autre  à  ^  U,  donnant 

(S).  dnU  =  ^, 
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rimaginaire  t.  En  effet  les  trois  formules  classiques,  dites  des 
modules  complémentaires,  savoir 

isn(cT,r)  1 

sn  (ecr,  Ar)  = — —  i  en  (lo,  k)  =  - 


^        '       en  (a,  If) 


en  faisant  pour  abréger  les  transformations 
(e)  7  =  1— &«sii«iU, 

iS  =  d)Q«  i  U  —  fc»  sn*  i  U  en»  {  U 
=  1— ifc«sn*iU-fc»sn*iU(i— sn*iU) 
=  1— 2fc«sn«iU-+-/t«sn*iU, 

on  aura .  donc,  en  reportant  saccessiTemcnt  ces  valeurs  (d),  puis  (é)  et  ()f )  dans  celle  {y) 
qu'il  s'agit  de  calculer, 

S 

^  "~  T       T  -  S 

tang*  i  u  = 


.       S       T^S 

__  1  -A-'sii^U  —  d  ~2A-'sn«iU-f-A:«sn*iU) 
""  1  -fc«sn*iU  +  (l  -2A"sn«iU-*-^*sn<iU) 
_  2  A«  sn  *  i  U  (1  ~  sn*  t  U  )  _  ^«  sn*  i  U  en»  i  U 
"■        SO-A-'sn'iU)       ~  dn*iU 

et  par  conséquent  simplement,  en  extrayant  les  racines, 

,ft,  .       ,         ftsniUcniU  ^       ^         ifcsniVcniV 

Le  même  signe  devant  être  pris  à  la  fois  dans  ces  deux  valeurs  (u  et  v  étant  par  définition 
deux  quantités  imaginaires  conjuguées),  on  pourra  se  dispenser  de  mettre  en  évidence  le 
double  signe,  à  condition  de  supposer  que  le  coefficient  ft,  qui  n'intervient  dans  toutes 
les  formules  que  nous  aurons  à  appliquer  que  par  son  carré,  emporte  avec  lui  ce  double 
signe. 

Pour  calculer  commodément  les  résultats  de  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les 
expressions  (6),  nous  introduirons  encore,  à  l'aide  d'un  symbole  spécial,  la  quantité 
suivante,  que  l'on  peut  mettre  sous  trois  formes, 

^  (    A  =  l  ~A«sn«iUsn«iV  =  cn«iU-f-SD«iUdn«iV 

(  =cu«iV +-sD4Vdu»iU. 


(0 
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iransformeront  ces  mêmes  expressions,  avec  le  module  k  pour 
les  fonctions  relatives  à  w,  dans  les  suivantes,  qui  sont  entière- 
ment réelles,  aussi  bien  quant  à  l'apparence  que  quant  au  fond, 


A  l'aide  de  cette  quantité,  les  expressions  (0)  donneront 

ifcsniUcniU  itsniVcniV 


i  :±:  tang  {  u  lang  ^  t?  =  1  :±: 


dD^U  dD^V 

A  dn  i  U  dn  i  V  zt  A»  sn  i  U  sn  i  V  en  4  U  CD  i  V 


dniUdniV  i  -  A«sn«iU8n«i V 

A 


.dnilUiFV), 


dn  i  U  dn  i  V 
d'où  par  conséquent,  pour  les  deux  premières  expressions  (6),  les  valeurs 

AdnjlU  — V)      .  A  dp  ^  (U  -^  V) 

"~    dn  i  U  do  i  V  '  *"   dniUdnJV  ' 

On  trouTera  semblablement,  a?ec  la  même  facilité, 

,     ^  AsniUcniU   ^   Arsn*VcniV 

(x)  {  =.^    /n^    ^^(sD^UcniUdDtVdbsniVcntVdniU) 

'  A  an  ^  U  an  ^  V 


AdniUdniV' 

en  posant  de  nouveau,  pour  bciliter  les  transformations, 

(X)  SlôsA(&niUcD4UdniVdbsDiVcniVdnjU), 

quantité  ^composée  de  deux  termes,  qui  se  déduisent  l'un  de  l'autre  (abstraction  faite  du 
signe)  par  l'échange  des  deux  lettres  U  et  V,  la  quantité  A  n'étant  pas  atteinte  par  cette 
permutation,  et  dont  il  sufSra  dès  lors  de  calculer  le  premier  seulement. 

A  cet  effet,  prenant  pour  cette  quantité  A  la  dernière  des  trois  expressions  (0,  on 
tronvera  aisément  pour  ce  premier  terme 

A8DiUcniUdniV«(cn«iV-»-sn«iVdn«iU)sniUcniUdniV 
=  sn  i  U  cni Vdn^V.cniU  cni  V 
-i-sniVcniUdniU.SDiUsniVdoiUdniV. 

On  anra  donc,  en  permutant  U  et  V,  pour  le  second  des  deux  termes  de  (>)X>,  abstraction 
faite  du  signe, 

ASDiVcoiVdD(U  =  sniVcniUdniU.CDiVcniU 

-4-  sn  ^  U  en  i  V  dn  i  V .  sn  i  V  sn  i  U  dn  i  V  dn  i  U, 

17 


(177) 
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les  deux  modules  complémentaires  k  et  k'  étant  tous  deux,  par 
hypothèse,  moindres  que  Tunité, 

dn(^,  *)         .       ,    ,     ..en  (a,  A) 
a:«=db  r  -— - — -  =  di  r  dn  U,  k)  -r— - — -- . 

_^ ,    sn  (^,  k)  en  (tg,  k)^^^^  sn  (^,  A)  en  (o,  *0^  .  ■    sn  (»,  A) 
dn  (le,  k)  en  (o,  i')  dn  (cr,  A;')  dn  (o,  A')' 

en  (<f ,  A)  i  sn  (tV,  *)  sn  (w,  A')  en  (o,  A') 

2f =rt:  «r ; — : — =  dr  «r  en  U.  k) 

dn(ia,A)  ^^'   '    en  (a,  A')    dn(«r,A') 

sn  (o,  A') 


=  q=Arcn(^,&) 


dn  (cr,  A') 


On  peut  enfin  donner  à  ces  mêmes  formules  (177)  une  forme 
à  la  fois  plus  simple  et  plus  symétrique,  par  le  moyen  d'un  chan- 


et  par  suite,  en  ajoutant  ou  retranchant,  on  obtiendra  pour  la  valeur  de  l'expression  SPh 
<A),  les  seconds  facteurs  étant  les  mêmes  pour  les  termes  correspondants  dans  les  deox 
dernières  expressions, 

eHo  =  A  (s  n  i  U  en  i  U  d  n  i  V  dt  sn  i  V  en  I V  dn  i  U) 

==   (sniUcniVdniVdtsniVcniUdniU)cniUcniV 
-4-    (sniVcniUdniU±sniUcnXVdniV)sniUsoiVdniUdn  i  V 
=    (sniUcniVdniV±sniVcniUdniU)(cniUcniV 
dtsniUsniVdn^UdniV), 

étant  entendu  expressément  que  les  signes  supérieurs  doivent  être  pris  tous  ensemble 
dans  cette  suite  d'égalités  de  même  que  dans  la  précédente  (i\  et  aussi  les  signes  inférieurs 
également  tous  en  même  temps. 

Avec  cette  même  condition,  l'expression  que  nous  venons  de  calculer  pouvanf^videm- 
ment  être  écrite 

aïo  =  A  sn  i  (U  ±  V) .  A  en  J  (U  =F  V), 

nous  obtiendrons  définitivement,  en  la  reportant  dans  le  dernier  membre  des  égalités  (x), 

A.Asni(UdtV).Acni(Uq=V) 


tang  iudz  tang  ^  v  -- 


AdniUdniV 


valeur  qui  donnera,  en  prenant  successivement  les  signes  supérieurs  et  inférieurs,  sépa- 
rément pour  chacune  des  deux  dernières  expressions  (6), 

^_feAsni(U-*-V)cni(U  — V)  ^,^AAsni(U  — V)cn^(U-4- V) 

^'~  dniUdniV  '  ^  dniUdniV 

La  valeur  des  quatre  quantités  (6)  étant  ainsi  calculée,  les  expressions  (a)  donneront 


un. 

gement  linéaire  du  paramètre  w,  car  les  trois  formules  également 


<»"*  dnz  *  '     daz 

étant  appliquées  à  l'argument  w  et  au  module  A',  dont  la  fonc- 
tion complète  analogue  à  K  est  précisément  K',  donneront 

<•■'(".*)  ^  ''  dn(a,fc') 

dn(a+K',*')=       * 


dn  (tr,  *') 


valeurs  qui,  étant  remises  dans  les  expressions  précédentes,  les 
transformeront  de  nouveau  dans  les  suivantes 

j  ar=±rdn(^,i)sn(a+K'.f),        y=±r8n(#,fc)dn(a-f.  K'.fc'). 

X = ±  r en  (^,  i)  en  (a  +  K',  ft'); 
et,  dès  lors,  on  voit  qu'il  suffira  d'y  changer  «  en  w  —  K' 
pour  que  les  mêmes  expressions  de  x,  y,  z  prennent  définitif 
jemcnt  la  forme  suivante,  dont  on  remarquera  l'analogie  mani- 
feste  avec  celles  (89)  de  l'exemple  2»  relatif  aux  cylindres, 

(178)     j*==^ '■<'»(*. *)«"(».*').        y  =  ±rsn(*.*)dn(a,A'), 

.z  =  ±rcn(^,i)en(tr,ifc'). 


al<«  ùnmédi,ten.ent.  en  sappriniant  le  ftctear  eon.„,an  .ui  deux  urmes  de.  différenu 
'^•^'^dniUdnlV'P""'  'y*"  *8"^  «««  secondes  formule»  initiales  (16K), 

»  =  ±  r  -  =±  ,*''»i(U+V)c°i(U-Y)       ,   ,    sn^cn,o 
»  dni(U-V)  -'^*'-dï7r' 

.  =  -l-.v!î:-  +  ,-*»»i(U-V)c°i(U-f-V)       ,   ,    cn^..»n.w 
l)  dniiU-V)  ~'*'*^      dnm      ' 

Ce  sont  exactement  les  formules  (176)  que  nous  nous  proposions  derwrouver. 
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Celle  analogie  dans  la  forme  analytique  des  résultats  entraîne, 
ainsi  qu'il  est  naturel,  une  analogie  correspondante  dans  le  carac- 
tère géométrique  du  système,  lequel  sera  déterminé  sans  peine 
en  formant,  par  Télimination  de  deux  des  coordonnées  curvi- 
lignes entre  ces  trois  équations,  successivement  les  équations  de 
chacune  des  trois  familles  coordonnées. 

A  cet  effet,  faisant,  pour  simplifier  les  écritures, 

(i  79)  sn  (^,  *)  =  M ,  sn  (w,  k')  =  n, 

les  expressions  (178)  pourront  s'écrire,  étant  élevées  au  carré, 
a:«=r'(1  — fcV')n',      i/=rS\i  — Jt'*n*),      z»=r'(l  —  n  »)(i  —u% 
d'où  l'on  conclura  en  premier  lieu,  par  simple  addition» 
sc^^y^^z'  «  r*[(n'— tV'n  V(^''— *''^*n*)  ■*- 1 1— (t'-i-  ii*)  +  Y»n«  |] 

puis,  en  second  lieu,  en  séparant  à  deux  reprises  les  variables 
dans  chaque  équation, 

^i-'-^i-t'n    r=FîF='-"''      t:^-^'^'-^'^> 

et  enfin,  en  ajoutant  respectivement  dans  chaque  ligne,  chaque 
équation  étant  multipliée  préalablement  par  un  coeOicient  con- 
stant qui  sera  A*  ou  —  A'*,  ou  bien  1  ou  —  1, 

' n-i--.-^ -  =  r«rfc'n«-  (i  -*'«n*)^  «  —  n«] 

n*     i  —  Jf'n'     i  —  n'         >-  ^  'J 
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c'est-à-dire,  par  conséquent,  eu  égard  à  la  définition  des  sym- 
boles »F  et  n  (179), 

-0, 


M  80)  {  '*"'(*'*^       '"'^*'*'       cn'(*,fc) 

^        x'  ty z' 

1  si^M^Ô       dn»(a,A:')       en* (a, if)"    ' 

Or,  il  est  visible  que  ces  deux  dernières  équations,  qui  sont  les 
analogues  des  deux  équations  (SO**")  pour  le  cas  des  cylindres, 
représentent  de  même  deux  familles  de  cônes  homofocaux;  car, 
si  on  les  fait  rentrer  Tune  et  l'autre  dans  le  type  commun  des 
cônes  du  second  ordre 

x'      y'      z« 

les  carrés  des  demi-distances  focales  seront,  pour  la  première, 

«'-6'-^dn^^,i)-*-sn'(^,i)=i[dn«(*,ft)-*.t»sn*(^t)]=i^ 

«•-^•-^dn%t)-cn'(^A)-ijl-i'sn«(^,ft)-i'cnM^fc)]  =  |r*' 
et  pour  la  seconde, 

flt-6'==sn»(cr,t')+  pdnVa,t')=  iffc'«8n»(a,*')  4-  dn'(a,i')]  «  1. 
a^-^e^  sn'  (a,  V)  -4-  cn«  (a,  i')  =  1 .         (*) 


(')  Aotrement,  si  l'on  écrit  comme  il  suil  la  première,  par  exemple,  des  deux  équations 
(4âO),  en  y  changeant  tons  les  signes  ainsi  que  Tordre  des  différents  termes. 


A* 

on  y  reconnaît  à  première  vue,  à  la  seule  condition  d'y  permuter  deux  fois  les  axes- des 
coordonnées  reetilignes,  la  forme  même  (457)  que  nous  avons  donnée  dans  notre  Gha- 
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Le  Système  Orthogonal,  dans  l'exemple  que  nous  venons  de 
traiter,  se  compose  donc  d'une  famille  de  sphères  concentriques 
et  de  deux  familles  de  cônes  homofocaux  du  second  ordre.  C'est 
donc,  sous  forme  de  coordonnées  thermométriques  cette  fois, 
précisément  le  système  des  Coordonnées  Coniques  du  second 
ordre  que  nous  avons  déduit  comme  cas-limite  du  système  des 
Coordonnées  Elliptiques  dans  notre  Mémoire  mr  l'Emploi  des 
Coordonnées  Curvilignes  (pp.  78-80),  et  dont  nous  avons  ensuite 
fait  usage  à  diverses  reprises  pour  la  solution  de  plusieurs  ques- 
tions intéressantes  (/Mot.,  pp.  80-94  et  176-179). 

(S*  Méthode).  Quant  au  second  procédé,  visant  comme  but 
immédiat  la  détermination  des  équations  des  trois  familles  coor- 
données, nous  n'aurions,  pour  atteindre  ce  but,  qu'à  suivre  une 
marche  exactement  semblable  à  celle  qui  nous  a  déjà  conduit  au 
même  résultat  lors  de  l'exemple  analogue  relatif  aux  cylindres,  à 
la  seule  condition  de  substituer  partout  des  fonctions  elliptiques 
aux  fonctions  circulaires,  et  à  calquer,  en  quelque  sorte,  en  par- 
tant de  cette  donnée,  nos  raisonnements  et  nos  procédés  de  calcul 
sur  ceux  que  nous  avons  déjà  présentés,  précisément  dans  cette 
vue,  à  l'occasion  dudit  exemple.  Toutefois  le  calcul  par  cette 
voie  serait  extrêmement  laborieux,  si  nous  voulions  lui  main- 
tenir encore,  comme  pour  le  précédent,  le  caractère  d'une 
recherche  a  priori^  ne  supposant  absolument  rien  de  connu 
quant  au  résultat  à  intervenir.  C'est  pourquoi  tout  en  conservant 
les  grandes  lignes  et  les  traits  essentiels  du  calcul  précité,  nous 
présenterons  celui-ci  sous  la  forme  d'une  démonstration  a  poste- 


pitre  II,  à  l'équation  (416)  des  surfaces  homofocales  du  second  ordre,  en  la  rapportant, 
par  le  procédé  de  Lamé,  à  son  paramètre  thermométrique»  ce  qui  démontre  d'une  autre 
façon  le  résultat  que  nous  venons  de  formuler. 

La  double  permutation  que  nous  venons  de  dire  équivaut  à  faire  tourner  de  340«,  dtns 
le  sens  direct,  le  système  des  axes  de  coordonnées  rectilignes  autour  de  la  bissectrice 
de  l'angle  trièdre  des  coordonnées  positives. 

En  faisant  tourner  semblablement,  dans  le  sens  direct,  le  même  système,  de  SO*»  seulement 
autour  de  l'axe  des  x,  ce  qui  changera  y  en  z  et  z  en  —  y,  et  équivaudra  par  conséquent 
à  permuter  les  carrés  y*  et  s*,  il  est  visible  que  le  même  type  (iS7)  du  Chapitre  II  redon- 
nera bien  alors  de  la  même  façon,  pour  le  paramètre  o  et  le  module  h',  la  seconde  des 
équations  ci-dessus  (180)  de  nos  deux  familles  de  cônes,  pour  l'exemple  actuel. 


249. 

rion\  forme  qui  en  abrégera  considérablement  la  longueur,  sans 
altérer  la  remarquable  analogie  analytique  que  nous  nous  pro- 
posons de  mettre  en  pleine  lumière. 
Dans  cette  pensée,  considérant  Téquation  du  second  degré 

(i8i)  At'—Bt  -*-  C  =  0, 

dans  laquelle  les  coefficients  A,  B,  C  sont  les  trois  expressions 

A  =  (dn  U  -f-  dn  V)',  C  «  (sn  U  dn  V  —  sn  V  dn  V)\ 


^^^^^     ^  «     :2(1  -f-snUsnV)(1  h- dn  U  dn  V  —  ifc' sn  U  su  V), 

et  qui  se  réduira  dès  lors  manifestement  pour  k  =  0  (chacun 
des  deltas  d'amplitude  devant  alors  être  remplacé  par  Tunité) 
à  Téquation  du  second  degré  (90)  rencontrée  dans  l'exemple  en 
question,  cherchons  quelles  seront  les  deux  racines,  lorsqu'on 
la  supposera  exprimée  en  ^  et  t?,  au  lieu  de  U  et  V,  à  l'aide  des 
premières  expressions  (165). 

Pour  cela,  nous  allons  calculer  dans  celte  hypothèse  les  va- 
leurs des  deux  rapports  -^  ^^  i  <]">  représentent  la  somme  et  le 
produit  de  ces  racines. 

Dans  ce  but,  convenant  de  représenter  par  D  la  quantité 
symétrique  en  ^  et  txt  déjà  envisagée  dans  l'équation  (175)  du 
calcul  précédent,savoir 

(183)     i  ^  =  ^— *'sn'*sn'ta 

I      =  dn'  ^  -♦-  i'  sn'  (/»  en'  t  cr  =  dn'  ta  -4-  i'  sn'  ic  en*  «f/, 

on  trouvera  tout  d'abord 

2 
(484)      dn  U  -♦-  dn  V  =  dn  (^  -*-  ttar)  +  dn  (^  —  iv)  =  -  dn  ^  dn  tnr, 

sn  U  dn  V  =5  sn  (^  -*-  iv)  dn  {^  —  ta) 

=  -  (sn  ^  en  ta  dn  ta  +  sn  ter  en  ^  dn  j,) 

i 

X  =:  (dn  <^  dn  ter  +  A;*  sn  ^  sn  ta  en  ^  en  ta) 

=  — j  [sn  «f»  dn  ^  .en  ta  dn'  ta  -•-  fc*  sn'  i^  en  </^ .sn  ta  en'  ta  dn  to 
-I-  en  ^dn'tf'.sn  ta  dn  ta  -t-  &'  sn  «f^cn'^f»  dn  f  .sn'  ta  en  ta]. 
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Des  quatre  termes  qui  composent  ce  dernier  produit,  le  pre- 
mier et  le  dernier  seuls  sont  pairs  en  icr;  ce  seront  donc  les 
seuls  qui  entreront  dans  la  somme  des  deux  produits  semblables 
sn  U  dn  V  et  sn  V  dn  U,  qui  se  déduisent  l'un  de  Fautre  par 
le  changement  de  U  en  V,  ou  de  t  en  —  t.  On  obtiendra  donc 
pour  cetle  somme  la  valeur 

snCdnV-f-snVdnU 

2 

=3  —  [sn  <^  dn  ^.cn  ivs  dn'to-f-  fc'sn  ^  cn'^dn^i/.sn'fccntCTj 

2 

=  -^  sn  </;  dn  <!»  en  tw  (dn*  ia  -*-  fc'  en'  ^  sn'  in) 

(=3  --  sn  ^  dn  ^  en  ta, 

eu  égard  à  la  dernière  expression  (183)  de  la  quantité  D.  De 
cette  valeur  et  de  Texpression  (184)  résultent  donc  en  premier 
lieu,  pour  les  coefficients  A  et  C  (182),  celles-ci 

4 
A  =  (dnU  -t-dn  V)'  =  — dn'^dn'to, 

(185)       .  ^ 

C  =  (sn  U  dn  V  -+-  sn  V  dn  U)'  =  -  sn'  tf»  dn'  ^  en'  ic. 


En  second  lieu,  pour  calculer  semblablement  le  troisième 
coefficient  B,  posant,  en  vqe  de  faciliter  les  écritures, 

o 

(186)         Y  =  sn  <;^,  n  «=  sn  tw,  d'où  D  =  1  —  tf^^Ti\ 

on  trouvera  de  même  aisément 


C)  Les  deux  sinus  d'amplitude  Y  et  II  sont  ici  supposés  pris  tous  les  deux  avec  le 
même  module  donné  k,  contrairement  à  ce  que  nous  supposons  dans  le  précédent  calcul, 
à  l'égard  des  mêmes  symboles,  dans  les  notations  introduites  par  les  équations  (179). 
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sn  U  sn  V  ■■  sn  (^  -»-  to)  sd  [^  —  ia) 

«  1  [y«  (1  _  n*)  (i  —  jii'n')  —  n*  («  —  t»)  (i  —  A'-r*)] 

= ij  [y* — n»  +  itVn'  (n»  —  T*)]  r=  ^  (1  —  *»«r»n')  (▼»  —  n«) , 
dn  U  dn  V  es  dn  (<!■  +  tu)  dn  (■^  —  ia) 

=,  1  [(1  _  jtV)  (1  —  ]l*n»)  —  jf<r'n»  (1  —  MT»)  (1  —  n*)] 

=  i.  [1  _  4»  (y» + ii«)  ^  jfc«T'n*— Jl*'r''n'  j  I  _  (T«  +  n') + «t'u'  |  ] 

=  ^, [1  —  i**«n*  —  i»  (t*  +  n»)  (I  -  Vv*n')] 

=  1  (1  _  ji;«T»n»)  [1  +  ife»T«n»  -  JP  (Y»  +  n')], 

c'est-à-dire  simplement,  eu  égard  à  la  valeur  (186)  de  D, 
sDU8nV=g(T»— n*),  dnOdDV==i[i+Jt»T*n'— it'K-f-n»)]; 

d'où  l'on  conclura  successivement 

1  -♦■8DU8nV  =  -(D  +  Y»— n*)  =  -(l  —  iP-r'a' H-  «F*  —  n') 

1  1 

=  -  [y«  (i  -  ]fa*)  +  i  —  n']  =  -  (sn*  *  dn»  iu  -h  en»  tu), 

1-vdnUdnV  — fsnUsnV 

=  l[(l  —ify,*n*)->- 1 1  -^k'T'n»  -  jt«(M-»+n')  j  -jfc*(H'-  n')] 
2,.       „  ,       2dn»f 

B  =  2(1  -4-8nUsnV)0  -f- dn  Ddn  V  — À'sn  Usn  V) 

1  2  dn'  ^ 

=  2.— (sn»^dn»ic  -+-  cn»io).  — - — 
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Rapprochant  alors  cette  dernière  expression  des  précédentes 
(185),  on  voit  que  la  somme  et  le  produit  des  racines  de  Téqua- 
tion  proposée  (181)  auront  respectivement  pour  valeurs 

4 

~  (sn*  ^  dn'  ta  -♦-  en'  ia)  dn'  i^  •     •  .  .  •  . 

B__n*^      "^  '       ^       sn*^dn*to-*-cn»ta 

I  ^  4  .  ,     .  ,.  d^ 

l  — -  dn'  ^  dn'  to 


en'  ta 
sn'^  ■♦-  ■    ,  .-» 
dn'ta 


4 

—  sn*  ^  dn'  ^  en*  ta 


=  sn't|> 


A  4  dn'ta 

—  dn'^dn'ta 


D*où  il  appert  que  les  deux  racines  de  Téquation  proposée  sont 

en»  ia 
àû*  io 


sn*  ^  et  ^'^  =  sn'  (tor  H-  K),  lesquelles  se  réduisent  bien 


effectivement,  pour  fc==0,  à  sin*  ^  et  cos*  tW=asin*  (tW  h-  ^j^ 
c'est-à-dire  aux  deux  racines  de  Téquation  analogue  (90)  de 
l'exemple  relatif  aux  cylindres. 

Chacune  de  ces  racines  n'étant  ainsi  fonction  que  d'une  seule 
des  coordonnées  ^  ou  m,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  plus  de  nouveau 
qu'à  exprimer  la  même  équation  (181)  en  x,  y,  et  z,  au  lieu  de 
U  et  Vy  pour  avoir  immédiatement  les  équations  demandées  des 
deux  familles  de  cônes. 

A  cet  effet,  déduisant  des  formules  (170),  tirées  à  l'avance  des 
hypothèses  propres  à  l'exemple  actuel, 


snUsnV^ 

= 

4-y*-»-2*)j/'-4-z'x* 
(x'  +  yV 

l(x' 

■«-y')y»+3»(y»+x«) 
(x'  +  y»)» 

dnCdnV- 

- 

(*'-^ 

y»-4-zV  + 

(x'  +  y')' 

y«Z« 

(x'  + 

•y»)x*  +  2»(x»-«-y») 
(x«-Hy7 

et  joignant  à  la  troisième  équation  (171),  nous  aurons  donc  en 
premier  lieu  les  trois  valeurs 

(187)       dnU-4-dnV  =  -- -.       snUsnV^-?- -.       dnUdnV=- 

x*-Hy'  fc'x'-t-y*  a:*-*-y* 


253. 
Tirant  en  second  lieu  des  mêmes  formules  (170) 

TT  j  V     .  *  ''y  -*"  ^^  '■^  -*"  *.v*     .  M»^  -  ^')  ^y  +  «>«  {x^  -*-  y*) 

sn  U  dn  V  ==  nz  — ■'  ■■  a=:  zti  —  ■  » 

t    x«  +  y«    x'-^y»  *  (x'h-î/»)' 

nous  en  déduirons  successivement  ces  trois  autres  valeurs 

1  XV  -*-  irz  .  i  xy  —  irz 

sn  U  dn  V  =  db  -  -^ -,  sn  V  dn  U  ^db  -  -^ -, 

t    x'  ■+-  y*  k    x*  -4-  y* 

2       XV 
sn  U  dn  V  -♦-  sn  V  dn  U  =  d=  -         "^ 


dont  la  dernière,  étaat  jointe  aux  précédentes  (187),  fournira 
immédiatement  pour  les  trois  coefficients  A,  B,  G  (182)  les  trois 
expressions  cherchées,  qui  seront 

A«(dnU+dnV)*=- -. 

(x«  -H  yY 

C  =  (sn  U  dn  V  -*-  sn  V  dn  U  )•  =  ^,  ^  /  '^  , , . 

^  '       t»  (x«  -*-  yy 

B==  2  (1  +  sn  U  sn  V)  (1  -i-  dn  U  dn  V  —  JP  sn  U  sn  V) 

/         1  y»  -♦-  ««W         X*  -•-  2»       y*  -t-  2'\ 

2  |<^(x'  H-  y»)  -I-  y*  -H  2«]|(x'  h-  y«)  h- (x« h- z«)  ~  (y' ■*■  z«)] 
"f  (^•-vyV 

2[y«  +  z<^  fc«(x«-vy«)|2x« 

L^équation  proposée  (181),  exprimée  en  x,  y,  z  par  le  moyen 
de  ces  dernières  valeurs,  deviendra  doue 

r^['"''-  ^Jy'-^* -*•(*'- »*)l-'^^]  =  o. 


ou,  plus  simplement, 

(188)  JP(x«  +  y*  -I-  x*).t»—  [y*  -i-  «'  +  A* (x*  +  y^).<  -t-  y»  =  0. 


354. 
En  Tordonnant  alors  par  rapport  à  x,  y,  z,  elle  deviendra 

oUy  ce  qui  est  la  même  chose, 

et,  par  conséquent,  en  la  divisant  par  le  produit  ((1 — <)(*  — **0. 
elle  pourra  être  écrite  définitivement  sous  la  forme 

l-^ '1 0. 

Dès  lors,  ses  deux  racines  étant  sn^^  et  sn^(ftc7  +  K),  ainsi  que 
nous  1  avons  reconnu  tout  d*abord,  nous  aurons  séparément  les 
équations 


(«89) 


y* 

8n*(^ 

en** 

r* 

i 

dn't 

.V* 

z» 

x* 

sn< 

'(la  -H 

K) 

en' 

(,•=- 

^) 

dn» 

(t'a  -•- 

K) 

0, 


qui  sont  toutes  deux  réelles,  nonobstant  la  présence  apparente 
de  Timaginaire  t  dans  la  seconde,  ainsi  qu1l  résulte  immédia- 
tement des  formules  classiques  (177'**)  et  (176"*)  déjà  rappelées 
à  Toccasion  du  précédent  calcul. 

Ces  deux  équations,  dont  la  première  n*est  autre  que  la  pre- 
mière équation  déjà  rencontrée  (180),  dans  laquelle  on  a  simple- 
ment changé  les  signes  et  interverti  Tordre  des  termes,  représen- 
tent les  deux  familles  de  cônes  relatives  à  Texemple  actuel.  On 
voit  qu'elles  appartiennent  Tune  et  Tautre,  sauf  permutation  des 
trois  axes  de  coordonnées  rectilignes,  au  type  (157)  du  Cha- 
pitre II,  que  nous  avons  donné  pour  les  surfaces  homofocales 
du  second  ordre,  rapportées  à  leur  paramètre  thermométrique. 


25». 

en  attribuant  simplement  aux  deux  constantes,  entièrement  arbi- 
traires par  définition,  a  et  r  de  ce  paramétre,  respectivement 
les  valeurs  1  et  0  pour  la  famille  4^,  et  1^  —  1  et  K  pour  la 
famille  u. 

D'ailleurs,  si  Ton  a  égard,  pour  la  seconde  de  ces  équations, 
aux  formules  classiques  précitées  (177"'),  comme  elle  se  changera 
alors  dans  celle-ci 


(190) 


tV 


sn  to 


itV  =  0, 


si  on  la  joint  alors  sous  cette  nouvelle  forme  aux  équations  des 
leux  autres  familles  qui  composent  le  système,  savoir  la  pre- 
mière (189),  et  celle  des  sphères  (172),  il  est  bien  facile  de 
pssurer  que  la  résolution  de  ces  trois  équations  par  rapport 
c,  y,  z  redonnera  bien  alors,  comme  cela  doit  être,  les  expres- 
3s  (176)  auxquelles  nous  sommes  arrivés  de  prime  abord  par 
Ire  premier  calcul. 


SI 


lomme  conclusion  de  cette  étude,  nous  résumerons  de  nou- 

u,  pour  les  mieux  graver  dans  Tesprit  du  Lecteur,  les  résul- 

essentiels  que  nous  avons  obtenus  pour  les  deux  systèmes 

importants,  et  complètement  analogues,  de  cylindres  et  de 

lônesà  la  fois  orthogonaux  et  isothermes,  en  formulant  renoncé 

uivant,.  auquel  nous  attribuerions  encore  le  nom  de  théorème, 

i  son  objet  n'était  pas  cette  fois  exclusivement  analytique  : 


f  =  -[Fa«)4.F.(€)], 


-[F,(«)-.F.t6)], 


2tC 


n  En  prenant,  dans  le  cas  des  cylindres,  l'axe  des  z  parallèle  à  la  direction  commnne 
des  génératrices  des  deux  familles. 


256. 

»  dans  lesquelles  F4  et  P2  représentent  deux  fonctions  i 
»  conjuguées,  c'est-à-dire  telles  que 

Fi  (0  =  y  W  -^  »n  (t),  F.  (0  -  T  (0  -  in  («), 

»  fe«  deux  fonctiotis  ^  et  II,  et  la  constante  G  étant  réelles  et 
»  entièrement  arbitraires,  et  les  arguments  a  ef  S  seront  respec- 
»   tivement  les  expressions 

xy  —  irz               xy  -•-  irz 
ût  =  x-'  iy,       6  =  x-4-tv,  ou  a  =  — r-»       6  =  —. r» 

»   ««/on  çu'i/  s'agira  des  cylindres  ou  des  cônes. 

•  En  particulier,  l'on  obtiendra  les  deux  types  remarquables^ 
9  et  en  quelque  sorte  parallèles,  composés  exclusivement  de 
»  surfaces  komofocaks  du  second  ordre,  efi  attribtuint  à  la 
•  constante  la  valeur  G  »>  1,  e<  prenant  pour  les  deux  fonctions 
»  conjuguées  F^  et  F^  une  même  fonction  réelle  qui  sera 


F  (t)  =  arc  sin  j»  01* 


bien  F  (t) = Arg  sn  (  -  -^:r=:  | • 


»  suivant  encore  quHl  s'agira  d'une  famille  de  cylindres  ou  d'une 
»   famille  de  cônes  (*).  » 


{*)  Poar  qui  lirait  simplement  ce  seul  énoncé,  sans  avoir  pris  connaissance  des  calculs 
par  lesquels  nous  en  établissons  l'exactitude,  une  grave  suspicion  d'erreur  s'élèverait  sans 
doute  aussitôt,  basée  sur  ce  fait  que  la  seconde  des  expressions  de  la  fonction  F  (t) 
spécifiées  à  l'avant- dernière  ligne  semble  prendre  pour  ftsO  la  forme  indéterminée 
Arg  sn  00,  tandis  qu'elle  doit  évidemment  a  priori  se  réduire  à  la  première,  le  premier 
Cas  (celui  des  cylindres)  n'étant  manifestement  qu'une  cas-limite  du  second. 

Cette  objection,  qui  serait  parfaitement  fondée  si  la  variable  t  représentait  la  même 
fonction  dans  les  deux  Cas,  ou  tout  au  moins  si  son  expression  (1,  relative  au  premier  Cas^ 
était  précisément  la  limite,  pour  Ap  «s  0,  de  son  expression  analogue  r^,  relative  au  second, 
porte  à  faux  dans  la  circonstance,  en  raison  de  ce  que  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  deux  con- 
ditions ne  se  trouve  actuellement  remplie. 

En  effet,  transportant  tout  d'abord  le  plan  des  yz  parallèlement  à  lui-même  en  un  point 
déterminé  de  l'axe  des  x,  ce  qui  revient  à  faire 


âp  =  û  -+-  x'. 


-«V/(a-+-a/)«-+-y«H-2«  =  a\/(l-*-~jVî!^^\ 
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Système  des  coordonnées  spbéroîdales  du  second  ordre.  — 
^  «  Les  deux  dérivées  qui  sont  supposées  nulles  sont  réci- 
proques » ,  c'est-à-dire  que  Ton  a,  par  exemple, 

Q  Q 

—  «=*  0  et  —  =  0,  ou  bien  Q  «  const, 

a  f 

en  vertu  de  la  condition  générale  (9).  Or,  la  seconde  équation 
(13)  se  réduisant  alors  à  Q  5  ?  =  0,  ne  peut  être  vérifiée  avec 
ces  hypothèses  :  d'où  il  suit  que  ce  second  sons-cas  ne  peut  don- 
ner naissance  &  aucune  solution  du  problème. 


pais  imagiiuiiit  que,  la  section  de  chacune  des  surfaces  par  le  nouveau  plan  des  y%  demeU' 
rant  constante,  le  sommet  commun  des  cônes  s'éloigne  à  Tinfini  sur  l'axe  des  j;,  et  suppo- 
sant par  conséquent  que  la  coordonnée  a  grandisse  indéfiniment,  nous  ferons  tendre  k 
vers  0  sous  la  condition  ka  »  const  «a  I,  ou  Ar  »  - .  II  sera  bien  clair  alors  que  la  quan- 
tité précitée  t^^  ^ivï»*  »  ^®°^  '®  dénominateur  est  du  second  degré  en  a  tandis  que  le 
numérateur  est  du  premier  seulement,  tendra  vers  la  limite  zéro,  et  qu'en  même 
temps  le  rapport  ^* ,  dont  la  valeur  peut  être  écrite,  avec  notre  hypothèse,  en  divisant  les 
deux  termes  par  a. 


i  (a-\'X*)y±irz 


,  (-!)»*':■ 


k      k    (a-*-a?')«-4-a«        ka  /        ^\«       /a\«  ' 

donnera  semblablement,  pour  a  -»     ou  &  »  0,  à  cause  de  la  valeur  évidente  :  lim  -  »  1, 

lim^  =  i(y±«)  =  ^, 

à  la  seule  condition  de  permuter  une  fois  les  trois  axes  de  coordonnées  rectilignes  dans 
les  formules  de  notre  théorie  (et  par  suite  de  l'énoncé  ci-dessus),  spéciales  au  Cas  des 
cylindres.  De  ces  deux  limites,  ainsi  calculées  séparément,  résultera  dès  lors  de  nouveau 
cella-ci 

lim â=  =  Hmr=T. 

k\/\-^t\  «       '    • 

d'où  l'on  voit  que  la  seconde  des  expressions  en  question  de  la  fonction  F  (0  se  réduira 
bien,  comme  cela  devait  être,  à  la  première,  pour  A-  «»  0,  ou  a  ~qo,  c'est-à-dire  lorsque  la 
famille  de  cônes  sera  devenue  une  famille  de  cylindres  parallèle  à  l'axe  des  x. 

On  vérifiera  sans  peine  que  la  même  série  de  considérations  transformerait  isolément 
chacune  des  équations  de  nos  calculs  relatifs  aux  cônes  dans  l'équation  correspondante 
relative  aux  cylindres,  notamment,  par  exemple,  les  deux  dernières  équations  (176)  dans 
les  deux  (89),  et  de  même  l'équation  (188)  de  laquelle  nous  avons  tiré,  par  notre  seconde 
méthode,  à  la  fois  celles  des  deux  familles  de  cônes,  dans  celle  ^^*)  qui  nous  avait  anté- 
rieurement rendu  le  même  service  à  l'occasion  des  systèmes  de  cylindres. 
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3*  ■  Les  deux  dérivées  qui  sont  supposées  nuUes  sont  cot^'u- 
guées  »,  c'est-à-dire  que  Ton  a,  par  exemple, 

(191)  -  =  0,     el     -=0,     ou     P  =  /;(*),     et     Q  =  /;(?), 

en  vertu  des  conditions  générales  (8)  ou  (9). 

Avec  ces  hypothèses,  les  deux  premières  équations  du  premier 
ordre  (13)  sont  vérifiées  d*ores  et  déjà,  et  la  troisième,  qui  sub- 
siste sans  modification,  peut  être  écrite  aussi  bien,  en  la  divisant 
par  le  produit  PQR,  et  renversant  Tordre  des  termes, 

/P  /R      IQ  /R      19  IQ 

(192)  -I.  J£_«  — Jf. 

Quant  au  groupe  du  second  ordre  (19),  la  quantité  G  (18)  se 
réduisant  par  ces  hypothèses  à  la  valeur 

?  ?  *  ^ 

ces  trois  équations  (19),  en  faisant  la  substitution,  et  effectuant 
ensuite  les  réductions  dans  les  deux  premières,  seront  alors  les 
trois  suivantes 

P'  /P\«  OR  R  P 

2PQR.Q-;  =  2Q«R   -    —  P'^ïi  -  +  PQ«-  -, 

Q'  /Q\'         R  P  Q  R 

2PQR.P^==2RPM-)  — Q»--^QP«2i-, 


ou  encore  respectivement 
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équations  que  nous  pourrons  écrire  de  nouveau,  en  les  divisant 
respectivement  la  première  par  P^Q'R,  la  seconde  par  P*Q'R  et 
la  troisième  par  P*Q'R*  : 

2  fl  li  ^\ fi  fQ  f^_  1  (^  f5\ 

P  rfï  \P  W  "^       VQ   ?    ?       9  ^    ^1 

)  2  rf/i  Q\  i  /Q  m       1  /P/R 

M93)       \  _2f«        -Jl , 

1  Q  df\Q  fl  Q  ?    ?       P  i*    i> 

2  d  M  R\      2  d    M  R\  1  /Q  /R       \  l?  IR 

g  (/^  \R  7/     P  rfi^  \R  7/  Q  T  T  ^  P  T  T" 

Or,  si  nous  considérons  d'abord  les  deux  premières  de  ces 
équations,  nous  voyons  qu*elles  ont  le  même  second  membre,  au 
signe  près,  et  que,  eu  égard  aux  hypothèses  (191),  les  premiers 
membres  sont,  pour  la  première  une  fonction  de  ^  seule,  et  pour 
la  seconde  une  fonction  de  la  seule  variable  (p;  d*où  il  suit  que 
cette  valeur  absolue  commune  des  seconds  membres  ne  peut 
être  qu*une  constante ,  que  nous  désignerons  par  4c',  en  sorte 
que,  ces  deux  équations  équivalant  ainsi  à  elles  seules  en  réalité 
aux  trois  suivantes 

2(/«./P  2  d\lQ  /i  /Q  m       il?  m 


P    d^^  Q    df* 


VQ  7  V'p  *  7/     ^' 


les  trois  fonctions  cherchées  P,  Q,  R  seront  déterminées  succès* 
sivement  par  les  trois  équations 


(i94) 
(193) 


conjointement  avec  Féquation  (193)  et  la  troisième  (193).  Or, 
lorsqu'on  aura  déterminé  isolément  les  deux  fonctions  P  et  Q 
par  Tintégration  de  chacune  des  équations  (194),  en  reportant 
alors  les  valeurs  ainsi  trouvées  dans  les  deux  équations  (193)  et 
(195),  celles-ci  détermineront  à  la  fois  les  deux  dérivées  ~  et  -r- . 

18 


^=-«- 

i  /Q/R 

Q  r    f 

-Liî2._., 
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Ed  conséquence,  pour  qu*il  existe  une  solution  correspondante  h 
ce  Cas,  il  faudra  que  deux  conditions  se  trouvent  remplies  suc- 
cessivement, savoir  :  en  premier  lieu,  que  les  valeurs  de  ^ 
et  -T-  supposées  ainsi  obtenues  saiisfassent  à  la  condition  d'inté- 
grabilité  ^  (y]  =  ^  (f  )»  ^^  e»  second  lieu,  que  les  trois  va- 
leurs de  P,  Q,  R  ainsi  successivement  déterminées  vérifient 
encore  après  coup  la  dernière  équation  (193).  Il  importe  donc  de 
reconnaître  si  ces  deux  conditions  se  trouveront  toujours  remplies 
parle  seul  fait  des  hypothèses  (191),  ou  si  elles  exigeront  pour 
cela  Tadjonction  de  quelque  hypothèse  supplémentaire. 

Pour  cela,  remarquant  tout  d*abord  que  la  seconde  équation 
(19i),  qui  détermine  Q,  n^est  autre  que  Téquation  (115)  déjà 
rencontrée  dans  le  Cas  antérieur  IV%  sauf  la  dénomination  de  la 
variable  indépendante,  en  sorte  que  les  deux  égalités  (117)  et 
(116)  nous  donneront  de  nouveau  pour  le  Cas  actuel 

o'  Id.lQV 

(*««)  Q-c-esh'(a.^6)'  (-5r)  =  *"^  "  *^'«^ 

puis  observant  que  la  première  équation  (194),  qui  détermine 
P,  se  déduit  de  la  précédente  en  changeant  simplement  9  en  ^^ 
et  c^  en  —  c^,  nous  aurons  semblablement,  relativement  à  P,  les 
égalités 

p — ^J_ -,  -—    =  4a'*  H-  4c'P. 

—  c*  csh*  (a>  -f-  6  )  \  d^  J 

Mais,  c  étant  supposé  réel,  la  première  de  ces  deux  expressions 
n'offrira  une  valeur  positive,  comme  cela  est  imposé  par  la  défi- 
nition (7)  de  P,  qu'à  la  condition  de  prendre  pour  a'  et  6'  des 
quantités  imaginaires  de  la  forme  a'  b»  ta,  b'  ^=  tS,  auquel  cas 
elles  deviendront  alors  les  suivantes  : 

a*  fd.lPV 

c*  008*  (a^  -+-6)  \  dip  / 

Ces  premières  valeurs  obtenues,  tirant  des  deux  équations 
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linéaires  (192)  et  (195)  celles  de  y  cl -f,  à  savoir 


(498)      -= 


Q\f/  "*"pW/  Q\f  j  '*'pW/ 

puis,  déduisant  des  deux  secondes  équations  précédentes  (196) 
et  (197) 

et  ajoutant  ensuite  ces  deux  dernières  égalités, 

nous  aurons  dès  lors,  en  substituant  ees  trois  dernières  valeurs 
dans  les  expressions  précédentes  (198), 

I  lW_4c'  -^  -A 

m       p\+/  /Q  p       iQ  f 


(200)  < 


QWi  "*'pW/ 


i.,„.P-.H3,«'      ••"-•« 


1(®'^4<.  ..      ^ 


p 

m       QVf/   ■  "     /p  Q  1  p         "'* 


p  .^        a*P  —  a'Q 
d'où  nous  conclurons  immédiatement 


,,„    m,     m,     "^^^-'''^^ 

expression  différentielle  inlégrable,  eu  égard  aux  hypothèses 
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(191),  qui  montre  déjà  que  la  première  des  conditions  précitées 
est  bien  remplie,  et  qui  donnera  pour  l'expression  de  R  : 

(201)        /R  =  /(o'P  -  a'Q)  +  l.C  ou  R=  C«(a'P  — a'Q). 

Pour  voir  à  présent  si  la  seconde  condition  se  trouve  égale- 
ment remplie,  nous  n'aurons  plus  qu'à  calculer  séparément,  en 
vue  de  les  comparer,  les  valeurs  qui  résultent,  pour  chacun  des 
deux  membres  de  Féquation  restante  (193),  des  expressions  pré^ 
cédentes  (197),  (196)  et  (201),  auxquelles  nous  venons  d'arriver 
pour  les  trois  inconnues  P,  Q,  R. 

A  cet  effet,  les  valeurs  (200)  donnant 


/R  —  g'CQ       ^Q       —  g'C'Q/Q 

7""c*(a'P  — a'Q)'Q7"'       R      7' 
m  a«C*P  l^P  q'C'P  /P 

y  C'(a*P  — «*Q)'P^""      "T"  7' 

nous  en  conclurons,  en  premier  lieu,  en  ayant  égard  aux  secondes 
valeurs  (196)  et  (197), 


Q  ?    f  "*"  P  4'    ^ 


',[-"B-'m 


a 


(203)   /  =-f-a'(4o'-4c'Q)  +  ûV— 4«»  +  4c»P)] 


4C' 


=  —  [—  2<xV  -I-  c'  (o»P  ■*-  a'Q)], 

et,  en  second  lieu,  en  difiërenliant  une  seconde  fois  les  valeurs 
(202), 

dft       df\fl  '     [r    df*  '*'  f  rff\R/J 

-  .«CQ  rd\lQ      IQdJIQy] 
™      R       Idf*    '*'  r   lif  \R/J" 
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D*ailleurs,  les  expressions  (202)  et  (201)  donnant  également 

dfWlf        f^  f\    "^    K    I       f  R        "~R      f* 

nous  aurons  dès  lors,  en  reportant  dans  Texpression  qui  pré- 
cède, 

d\  /R  a»C«Q  [(P,  /Q       Ca'P  //Q\  «  1 


rff»  R 


[(PAQ      Ca'P  //Q\n 

L^-^-R-l7)J' 


et  il  est  bien  clair  que  la  seconde  expression  (302),  qui  se  déduit 
de  la  première  en  y  changeant  <p  en  vp,  Q  en  P,  et  a'  en  — a^ 
ou  a^  en  —  a*,  donnerait  exactement  de  la  même  façon  : 

d\tR  _  a|cn>  rrf*.  /P  _  (?a»Q  //P\« 

"rfô;*" ~  R  [^     r" U 

Par  suite,  ces  deux  dernières  égalités  donneront,  en  ayant  égard 
ensuite  successivement  aux  deux  équations  (194),  puis  aux  éga- 
lités (199)  et  (201), 

m     2(Pm 


p  rf^» 


2  d^M  R\       2  rf_M  R\        2  rf'./I 
Q  rff  \R  ^i  "*"  P  df^;  \R  +  /  ""  Q  ^ 

=Ç[.........vP---^Poii('f)Vi(^)-j] 

2C«r  C'aV  4    RI 

4C' 

=  —  [cVa'P-t-a'Q)  — 2aVJ. 

Dès  lors,  le  simple  rapprochement  de  cette  dernière  expression 
avec  celle  obtenue  tout  à  Theure  (203)  fait  voir  que  la  seconde 
des  conditions  susindiquées  sera  également  remplie,  c'est«à-dire 
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que  la  dernière  équation  (193)>  qu*ii  nous  restait  à  vérifier,  sera 
bien  toujours  satisfaite,  sans  Tadjonction  d'aucune  hypothèse 
supplémentaire,  avec  les  expressions  de  P,  Q,  R  que  nous 
venons  de  trouver,  savoir 

(204)        P«-^-^__,        Q=-rTi? IT'        R=(?(a*P-««Q); 

rcos'(a^-4-6)  c*csh'(aç>4-6) 

et,  par  conséquent,  dans  ce  dernier  Cas  encore,  caractérisé  par  les 
hypothèses  (191),  aucune  impossibilité  essentielle  ne  s'oppose 
jusqu'ici  à  ce  qu'il  leur  corresponde  une  nouvelle  solution  du 
problème  (*). 

Cette  première  question,  en  quelque  sorte  préjudicielle,  étant 
ainsi  hors  de  cause,  et  ces  premiers  résultats  étant  acquis,  si  nous 
nous  reportons  encore  au  tableau  (12)  des  courbures  principalesdu 
système,  afin  de  suivre  une  fois  de  plus  la  marche  que  nous  avons 
constamment  adoptée  pour  tous  les  différents  Cas  successivement 
examinés  jusqu'ici,  nous  verrons  qu'avec  les  hypothèses  (191)  la 
famille  m  d'abord  est  une  famille  de  plans.  Or,  ces  plans  ne 
pourront  évidemment  pas  être  supposés  tous  parallèles,  car  le 
raisonnement  que  nous  avons  présenté  déjà  à  l'occasion  du 
Cas  m*'  (pp.  157-1S8)  montre  qu'alors  les  deux  autres  familles  9 
et  t^  seraient  nécessairement  des  cylindres  normaux  à  ces  plans  «r 
et,  par  conséquent,  auraient  chacune  une  courbure  principale 
constamment  nulle,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  (191).  Cette 
famille  de  plans  m  pourra  dès  lors  être  représentée  de  nouveau 
par  une  équation  de  la  forme  (25),  telle  que 

(205)  -  «  tang  (twcr  -*-  n), 

X 

m  et  n  désignant  deux  constantes  provisoirement  indéterminées» 
et  la  première  équation  (32),  qui  fournira  donc  la  valeur  de  A^v, 


n  Même  obsenration  que  dans  la  noie  de  la  page  Sil,  reUtife  au  saus-cai  4*. 
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en  y  écrivant  alors  m  et  tir  à  la  place  de  a  et  9,  sera  pour  le  Cas 
actuel 

i  i 

(206)  fn«Aît;r  =  -- -,  d'où  Aîi:r  =  — — -. 

x*  H-  y'  m'  (x*  -+-  y*) 

Gela  posé,  si  Ton  raisonne  à  Tégard  de  ces  plans  m  et  de  cha- 
cune des  deux  familles  7  et  ^  successivement,  exactement  comme 
nous  Tavons  fait  à  Toccasion  du  Cas  IP  (pp.  144-145),  au  sujet 
des  plans  m  et  de  la  famille  4*  seulement,  on  verra  facilement  de 
même  que  les  deux  inconnues  9  et  ^  devront  satisfaire  dans  le  Cas 
actuel  séparément  aux  deux  équations 

(207)  y^-x^  =  0,  y^-X^=-0, 

^^  ^dx         dy         '  ^dx         dy         ' 

lesquelles  donneront  pour  intégrales,  en  faisant,  pour  abréger, 

p«  =  X*  -4-  î/S 

y^/itp,  2)  et  *  =  /i(p»z); 

car  aucune  considération  n'autorisant  plus  actuellement  à  penser 
que  la  variable  indépendante  z  ne  doive  pas  entrer  dans  l'expres- 
sion des  inconnues  9  et  ^,  cette  variable  doit  prendre  place  dès 
lors  à  titre  de  constante  dans  les  fonctions  arbitraires  introduites 
par  Tintégration  des  deux  équations  (307).  D'où  il  appert  que  les 
deux  familles  de  surfaces  9  et  -4*  se  composeront  dans  ce  cas  Tune 
et  l'autre  de  surfaces  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z. 

La  solution  du  problème  pour  ce  dernier  sous-cas  S""  est  donc 
constituée  par  une  famille  de  plans  méridiens  et  deux  familles 
de  surfaces  de  révolution  autour  du  même  axe,  par  lequel 
passent  tous  les  plans  (*).  C'est  donc  le  système  des  Coordonnées 
Sphéroïdaks  que  nous  employons  sous  le  numéro  V  dans  notre 


(*)  Ce  dernier  Cas  particulier  nous  offre,  pour  la  première  fois,  un  exemple  simple  et 
remarquable  d'application  de  la  réciproque  du  Théorème  II  de  Lamé,  que  nous  formulons 
dans  notre  Mémoire  sur  VEmploi  det  Coordonnées  Curvilignes  (page  29),  tandis  que 
Lamé  n'indique  que  la  proposition  directe  seulement  (formulée  en  premier  lieu  par  nous 
dans  le  susdit  énoncé). 

En  effet,  dans  le  Cas  actuel,  les  deux  seules  courbures  principales  supposées  nulles, 
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Mémoire  sur  P Emploi  des  Coordonnées  Curvilignes  (page  lil, 
au  bas),  mais  réduit  encore  aux  seules  surfaces  de  révolution 
capables  de  constituer  une  famille  isotherme.  Il  ne  nous  reste 
donc  plus  qu*à  déterminer  seulement  quelles  sont,  parmi  les 
surfaces  de  cette  catégorie,  celles  qui  peuvent  donner  ainsi 
naissance  è  deux  familles  qui  soient  à  la  fois  individuellement 
isothermes  et  de  plus  orthogonales  entre  elles. 

Pour  cela,  la  nature  des  surfaces  cp  et  ^  étant  ainsi  connue, 
remarquons  tout  d'abord  que  la  condition  qui  exprimera  leur 


savoir  ^tt  et  ^  ,  étant,  d'après  les  dôQommations  de  Lamé,  conjuguées  en  surface,  mais 
non  pas  conjuguées  en  are  (voir  la  seconde  note  de  la  page  450),  d'après  le  Théorème  I 
de  Lamé,  démontré  quelques  lignes  auparavant  {loc.  cit.,  pp.  27-28),  aucun  des  trois  arcs 
d'intersection  des  surfaces  coordonnées  deux  à  deux  n'a  sa  propre  courbure  constam- 
ment nulle,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  aucun  des  trois  rayons  R,  R',  R''  n'est 
constamment  infini.  Dans  ces  conditions,  la  proposition  réciproque  en  question  consiste 
en  ce  que  deux  des  normales  principales  de  ces  mêmes  arcs  d'intersection  feront  néces- 
sairement entre  elles  un  angle  droit.  Or,  effectivement,  les  arcs  d'intersection  des  deux 
surfaces  de  révolution  f  ei^  avec  les  plans  méridiens  cr  n'étant  autres  dans  le  Cas  actuel 
que  les  deux  méridiennes  elles-mêmes,  et  les  normales  principales  de  ces  courbes  étant 
évidemment  celles  situées  dans  leur  plan  commun,  c'est-à-dire  dans  le  plan  méridien,  il 
est  bien  clair,  les  surfaces  f  et  ^  étant  orthogonales,  qu'elles  feront  entre  elles  un  angle 
droit,  ainsi  que  l'expriment  du  reste  nos  équations  subséquentes  (208)  ou  (321). 

Cette  même  proposition  réciproque  ne  nous  aurait  fourni  de  conclusion  précise  pour 
aucun  des  différents  Cas  examinés  jusqu'ici,  parce  que  dans  tous  ces  Cas,  comme  il  est 
facihe  de  le  constater,  il  se  trouvait  toujours  parmi  les  courbures  principales  supposées 
nulles  au  moins  deux  courbures  qui  étaient  conjuguées  en  arc,  en  sorte  que  l'un  des  trois 
rayons  de  courbure  précités  R,  R',  R"  était  alors  constamment  infini,  en  vertu  du 
Théorème  I  de  Lamé  (fbid.).  Et  dans  ces  conditions,  le  second  membre  de  la  formule  que 
traduit  cette  réciproque,  savoir 

R«R'«R"« 

COS  »  COS  U   COS  «"  =r ;— ;; ^—;^  » 

R|R|R'i  .R|R(Rj 

prenant  alors  la  forme  indéterminée  0  X  <» ,  il  n'en  résultait  plus  dès  lors  aucune  consé- 
quence nécessaire  relativement  à  aucun  des  angles  u,  »',  u"  des  trois  normales  principales 
entre  elles  :  circonstance  analytique  qui  correspondait  géométriquement  à  ce  fait,  que  l'un 
des  trois  arcs  d'intersection  au  moins,  étant  dans  chacun  de  ces  Cas  une  droite,  c'est-à- 
dire  une  courbe  dont  la  normale  principale  est  indéterminée,  deux  des  trois  angles 
»,  q\  v>"  étaient  eux-mêmes  indéterminés,  ce  qui  rend  illusoire  la  formule  en  question. 

C'est  sans  doute  dans  cette  rareté  de  l'existence  effective  de  cette  proposition  réci- 
proque qu'il  faut  chercher  la  raison  du  silence  que  garde  Lamé  à  son  sujet,  bien  qu'elle 
traduise  exactement  au  même  titre  que  la  proposition  directe,  seule  énoncée  par  lui,  sa 
remarquable  formule;  mais  on  voit  par  cet  exemple  que,  toute  rare  qu'elle  soit,  elle  n'est 
pas  illusoire,  et  que  son  intérêt  n'est  pas  purement  théorique. 


267. 

orthogonalilé  réciproque,  c'est-è-dire  la  dernière  équation  de 
droite  (SI),  les  deux  premières  étant  déjà  vérifiées  sous  la  forme 
(207),  signifiera  simplement  que  leurs  deux  méridiennes  se  cou- 
pent elles-mêmes  orthogonalement,  et  sera,  par  conséquent,  en 
considérant  p  et  z  comme  les  deux  coordonnées  rectilignes  de 
ces  méridiennes, 

Mais,  de  même  que  pour  le  Cas  III^,  cette  condition  ne  sera  pas 
d'ailleurs  la  seule,  puisque  ces  deux  inconnues  f  et  ^,  conjointe- 
ment avec  la  troisième  m  déjà  déterminée  par  Téquation  ci-dessus 
(205),  devront  ensemble  vérifier  encore  les  trois  équations  de 
gauche  (21),  c*est-à-dire  celles-ci 

(209)  Aî?  =  — .  Aî*=;^'  AJcr -. 

^      ^  '^      QR  ^      RP  PQ 

dans  lesquelles  P,  Q,  R  représentant  les  expressions  trouvées  un 
peu  plus  haut  (204),  les  invariants  ^^%  A^^,  A^tv,  en  raison  de 
la  même  interprétation  des  variables  p  et  z  que  tout  à  Theure, 
et  eu  égard  à  Téquation  ci-dessus  (206),  devront  être  remplacées 
par  les  expressions  {*) 


«->  «'-©'-(S'  «-©■-©■■  «■ 


m  p 


(*)  Ces  expressions  résultent  immédiatement  de  l'interprétation  géométrique  de  Tinva- 
riant  différentiel  Ai,  exprimée  analytiquement  par  la  formule  A|7  =  ^  (voir  notre 
Mémoire  sur  la  Courbure  des  Surjaces,  formule  f40>>"),  page  44),  attendu  que  pour  une 
surface  de  révolution,  l'élément  de  normale  dn,  étant  situé  dans  le  pian  méridien,  se 
confond  évidemment  en  grandeur  et  direction  avec  celui  de  la  courbe  méridienne  elle^ 
même. 

On  la  retrouverait  d'ailleurs  bien  aisément,  de  même  que  la  condition  (206),  par  voie 
analytique,  en  remarquant  que  pour  une  pareille  surface  f{x,y,z)=f(pyt)=:f,  oU 
j0t  s3  x*  +  y»,  on  a  évidemment 

df       df  (/p  dm  X  dm      df  dp  d^  y 

dx      d^  dx      dp  p  '       dy      dp  dy      dp  p* 
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de  telle  sorte  qu'en  faisant  cette  double  substitution  dans  ces 
trois  équations  (209),  on  voit  qu'elles  auront  lieu  dès  lors  entre 
les  seules  inconnues  9  et  \f;,  et  les  variables  indépendantes  p  etz* 
Écrivant  donc  ces  trois  équations  (309),  en  y  remettant  d'abord 
la  valeur  (204)  de  R  et  celle  (210)  de  Aî^,  ainsi  qu'il  suit 


(211)      àhr^ 


\ 


Q.C'(a'P— «»Q) 


Aî^  = 


\ 


i 


1 


(?(o«P— a»Q).P         PQ      my 


puis  éliminant  des  deux  premières,  soit  P,  soit  Q  (c'est-à-dire 
par  le  fait  ^  ou  9)  à  l'aide  de  la  dernière,  ce  qui  nous  donnera 
les  deux  suivantes 


Aîr  = 


i 


(?(a'mV  — a*Q«) 


Aî^  = 


i 


C«  (a»P*  —  a'm'p») 


et  enfin  remplaçant  h  la  fois  Ai?  et  A^{/  par  les  expressions  .pré- 
cédentes (210),  ainsi  que  P  et  Q  par  leurs  valeurs  (204),  puis 
extrayant  les  racines  pour  la  dernière  (211),  nous  obtiendrons 
ainsi,  pour  tenir  lieu  des  trois  équations  de  gauche  (21),  les  trois 
équations 

f^y.  w_j_  1 

\dpl       \dzl       CV 


mV  — 


(212) 


(213) 


[d^l   ■*"  [dzl  ^  C?a«        " 


c*csh*(aî>-+-6) 
i 


tny— 


a'a' 


C*  ces*  (aif»  -¥-  6) 


aa    I 

csh  {of  H-  6)  cos  (a^  -H  6)  ==  d=  — -  -■ 

me  P 


d'où  Ton  conclura,  pour  une  surface  f  isolément. 


"-fë)'[(?)'H^)>(â'=(ir-(sr- 

et,  en  j  adjoignant  une  autre  surface  ^  de  môme  nature, 

d^d^      dfrf^      dfd^      ^^rfî\*      f^Vl       ftrd^f^dfdà 
dxdx      dydy      dzdz      dp  dp  L\p  ]        \p/ J      d2d«""dpdp 


dzdg 


(C.  Q.  F.  D.) 
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Les  deux  incoDniies  9  et  tp  devront  donc  encore  dans  le  Cas 
actuel  y  de  même  que  les  inconnues  ^  eim  dans  le  Cas  III''  et 
le  sous-cas  précédent  1%  satisfaire  d*abord  isolément  à  deux 
équations  aux  dérivées  partielles  du  même  type  (sauf  la  valeur 
réelle  ou  imaginaire  des  constantes),  et  ensuite  simultanément 
à  Téquation  du  premier  ordre  (208).  Mais  ici  la  détermination 
est  beaucoup  plus  complète,  parce  que,  outre  ces  équations  (212), 
elles  doivent  satisfaire  actuellement  non  plus  seulement  à  cette 
équation  du  premier  ordre  (208),  mais  encore  à  la  dernière  (213), 
qui  ne  contient  les  inconnues  cp  et  t/^  qu*en  termes  finis  seulement. 

Avant  d^effectuer  cette  détermination,  vidons  tout  d*abord  une 
question  qui  s*offre  d'elle-même  à  Tesprit,  aussitôt  que  le  pro- 
blème analytique  est  posé  dans  les  termes  que  nous  venons  de 
dire,  et  dont  Texamen  va  nous  conduire  à  une  conséquence 
importante  pour  la  suite  du  calcul. 

Si  nous  adjoignons  aux  quatre  équations  que  nous  venons  d'in- 
diquer, entre  les  deux  inconnues  9  et  ^  et  les  variables  indépen- 
dantes, les  deux  autres  du  premier  ordre  que  Ton  peut  former 
immédiatement  par  la  différentiation  en  p  et  z  de  la  dernière 
(215),  et  qui  seront,  en  prenant  simplement  les  dérivées  loga- 
rithmiques de  ladite  équation, 

otgh  (ùf  -t-o).-} a  tang(a^-*-6).-— = 1 

dp  dp  p 

(2U)         (  J  rf 

aigh(af  -f-ô).-;^  — atang(a^  ^6).-_s=0, 
dz  dz 

comme  Ton  aura  alors  un  total  de  six  équations  entre  les  six 
quantités  9,  ^,  ^,  ^>  ^>  ^9  et  les  variables  indépendantes  p  et  z , 
en  admettant  que  ces  six  équations  fussent  toutes  distinctes  et 
compatibles,  comme  elles  suffiraient  alors  à  déterminer  algébri- 
quement ces  six  quantités  en  p  et  z,  les  expressions  obtenues  de 
cette  façon  pour  9  et  ^  constitueraient  une  solution  singulière  du 
problème  (c'est-à-dire  sans  constante  introduite  par  Tintégra- 
tion),  si  les  valeurs  qu'elles  fourniraient  directement  par  la  difiTé- 
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rentiation  en  p  et  z  coîQcidaîent  bien  effectivement  avec  les  valeurs 
correspondantes  obtenues  en  même  temps  par  la  résolution  totale 
du  système  que  nous  venons  de  spécifier  :  double  condition  dont 
il  importe,  par  conséquent,  de  s^assurer,  si  Ton  veut  être  sûr  de 
ne  laisser  échapper  aucune  solution  du  problème. 

A  cet  effet,  visant,  comme  but  immédiat,  en  vue  d'obtenir 
finalement  les  expressions  de  <p  et  v//  en  question,  à  former,  par 
rélimination  des  quatre  dérivées  précitées,  une  seconde  équation 
analogue  à  (213),  c'est-à-dire  ne  contenant  <p  et  i//  qu'en  termes 
finis  seulement,  nous  élèverons  les  deux  équations  (214)  au  carré, 
ce  qui  nous  donnera 


a'  Igh'  (af  H-  6).(^)*  H-  «'  ung'  («^  ^  6) .  (^]' 


df  df      i 
-2aatgh(a^  -+-  6)  tang  (a^  -+-  6).T""7"="i' 

cip  ap      p 


o»  tgh'  («,  +  6).(^)'  +  -'  tang»  («*  +  6).(^)* 


df  d4t 
—  2aalgh(af)  -¥•  b)  tang  (a^  -♦-  €).- — p=0, 

dzdz 

et  si  nous  ajoutons  alors  ces  deux  dernières,  en  tenant  compte 
des  deux  (SI  2),  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  des  deux  premières 
(210)  et  (209),  ainsi  que  de  Péquation  (208),  nous  formerons 
par  là  celle-ci,  qui  pourra  dès  lors  être  substituée  à  Tune  quel- 
conque des  six  équations  du  système  en  question,  et  ne  contiendra 
plus  que  (p,  vp,  et  p  seulement  : 

(215)  a'lgh«(a?  -h6).^  ^  «'  tang'(«^  ^  ^)-^  =  "^' 

Or,  on  reconnaît  sans  calcul  que  cette  équation  ne  pourra 
servir,  comme  on  avait  pu  Tespérer,  à  déterminer,  conjointe- 
ment avec  réquation  (21?),  les  deux  inconnues  9  et  v//  en  p  et  z. 
En  effet,  elles  ne  contiennent  Tune  et  Tautre  que  la  seule  variable 
indépendante  p,  à  Texclusion  de  z  ;  en  admettant  donc  qu'elles 
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fussent  distinctes  et  compatibles,  comme  elles  donneraient  dans 
ce  cas  deux  valeurs  telles  que 

on  voit  qu'il  existerait  alors  nécessairement  entre  les  deux  seules 
inconnues  7  et  tp  une  relation  de  la  forme  F((f,  \^)=»0y  hypo- 
thèse inadmissible  a  priori^  du  moment  que  les  trois  varia- 
bles cp,  \l^^  vr  constituent  par  déânition  un  système  de  coordon- 
nées. D^où  il  résulte  immédiatement  qu*il  n'existe  aucune 
solution  singulière  du  problème  engendrée  de  la  manière  que 
nous  avons  indiquée. 

Nous  arriverons  aisément  à  la  même  conclusion  par  un  calcul 
direct,  qui  aura  Tavanlage  en  outre  de  nous  révéler  une  relation 
nécessaire  entre  les  constantes,  dont  la  suite  du  calcul  permettra 
d*apprécier  Timportance. 

En  effet,  si,  après  avoir  multiplié  par  R  Téquation  que  nous 
venons  de  former  (215),  nous  y  remplaçons  alors  cette  même 
quantité  R  par  sa  valeur  (204),  ainsi  que  ^  par  celle  déduite  de 
la  dernière  équation  (211),  ce  qui  la  transformera  dans  la  sui- 
vante 

a'  tgh'(«y  H-  6).^+  a»  Ung'(«*  -h  6).p  =  ^.C*  (a'P-«'Q) 


m'C 


(^s- 


et  que  nous  y  remettions  alors  semblablement  à  la  place  de  P 
et  Q  leurs  valeurs  (204),  elle  se  réduira  par  cette  substitution 
simplement  à  celle-ci 

c'[snh'(af -♦- 6)  ■♦-  sin'(a^-*-6)]  =  m'C'.c'[csh'(aç)-+-6)— cos'(at(»-*-6)] 
=  m'C'.c'  [1  -^  snh'  (af-^-  6)  —  j  i  —  8in»(a<»  -^-  ^)  !]• 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à  la  suivante 

(1  —  m'C)  [snh'  (uf  ^  6)  -*-  sin'  (a,^  -*-  6)]  =  0, 

dans  laquelle  le  second  facteur,  ne  renfermant  que  les  deux 
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variables  7  et  ^^  complètement  indépendantes  Tune  de  Tautre,  ne 
peut  évidemment  élre  supposé  nul,  et  qui  dès  lors  exigera  pour 
être  satisfaite  que  les  constantes  m  et  G  vérifient  la  relation 

(216)  1— m'C«  =  0,  ou  C'  =  -i. 

m 

auquel  cas,  Téquation  précédente  devenant  alors  une  identité,  il 
n'existera  plus  que  cinq  équations  seulement  entre  les  six  quan- 
tités (p,  ^,  ^,  *//,  0,  ^  :  ce  qui  montre  par  conséquent  de  nou- 
veau rimpossibilité  de  la  solution  singulière  dont  nous  nous 
proposions  de  reconnaître  Texistence. 

De  là  il  est  facile  à  présent  de  conclure,  avant  tout  calcul,  que 
la  solution  définitive  du  problème  ne  comportera  plus  seule- 
ment qu'une  constante  arbitraire  nouvelle,  en  sus  de  celles  déjà 
introduites,  et  non  plus  aucune  fonction  arbitraire,  comme  dans 
les  deux  Cas  susmentionnés  des  cylindres  et  des  cônes. 

En  eflet,  comme  on  pourra  du  moins  résoudre  les  cinq  équa- 
tions que  nous  venons  de  dire  par  rapport  à  cinq  des  quantités 
précitées,  soit  par  exemple  0,  ^,  v//,  ^,  ^,  on  obtiendra  par 
cette  résolution,  en  particulier  pour  les  aérivées  de  9,  des  valeurs 
telles  que 

(217)  ^=*.(^,p),  ^^  =  *,(?,p), 

la  variable  z  n'entrant  explicitement  dans  aucune  des  équations 
en  question,  et  dès  lors  l'intégration  de  l'équation  différentielle 
totale 

(218)  df  «=  *,rfp  -+-  <Ptdz 

achèvera  la  solution  avec  une  seule  constante  arbitraire,  car  l'in- 
connue cp  étant  ainsi  déterminée,  l'équation  en  termes  finis  (213) 
fournira  dès   lors   immédiatement  l'expression   de  la  seconde 
inconnue  ^. 
Les  calculs  que  nous  venons  d'indiquer  deviendront  évidem- 
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ment  beaucoup  plus  simples  et  plus  faciles^  si  dans  les  mêmes 
équations  nous  intervertissons  les  variables  indépendantes  et  les 
inconnues,  c*est-à-dire  si  nous  prenons  9  et  4»  pour  les  premières, 
et  p  et  z  pour  les  secondes;  attendu  que  ladite  équation  en 
termes  finis  (213)  ne  contenant  plus  alors  que  la  seule  in- 
connue p,  les  deux  expressions  analogues  aux  fonctions  ^^ 
el4>2  (217),  savoir  ~  =  Z,  et  J^  =  Zj,  que  Ton  obtiendra  par 
un  procédé  tout  semblable,  ne  contiendront  pas  z  non  plus,  mais 
seulement  9  et  4^  ;  en  sorte  que  Tintégration  de  Téquation 

dz  Be  Z^df  -I-  Zfd^ 

se  réduira  à  une  simple  quadrature,  au  lieu  d'avoir  à  intégrer 
une  équation  différentielle  totale  telle  que  (218).  En  outre,  en 
suivant  cette  voie,  la  valeur  de  Tinconnue  p  est  d'ores  et  déjà 
fournie  par  l'équation  (213),  qui  donne  immédiatement 


aa, 
(219)  p  =  ± 


me*  csh  (a?  -*-  6)  cos  (a^  •♦-  6) 

en  sorte  qu'il  n'y  a  plus  qu'à  rechercher  séparément  la  valeur 
de  la  seule  inconnue  z. 

Adoptant  donc  ce  second  mode  de  calcul,  qui  présente  ainsi 
un  avantage  considérable  sur  le  premier,  et  ayant  en  vue  le  der- 
nier objet  que  nous  venons  de  dire,  nous  rappellerons  encore 
une  fois,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  à  l'occasion  du  Cas  III'' 
(page  160),  les  formules  (16)  et  (17)  de  notre  Mémoire  sur 
l'Emploi  des  Coordonnées  Curvilignes  (page  18),  lesquelles,  en 
y  faisant  y  b=  0,  et  par  suite  a;  «=  p,  nous  donneront,  à  la  place 
des  deux  premières  formules  de  gauche  et  de  la  dernière  de 
droite  (17)  en  question,  celles-ci 

dp  rfp       dz  dz 

df  d^       df  d^         ' 
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cette  dernière  tenant  évidemment  lieu  de  notre  équation  (SOS), 
du  moment  qu'elles  expriment  aussi  bien  Tune  que  Tautre  For- 
thogonalité  des  deux  familles  f  et  4^.  D*où  il  suit  que  nos  deux 
premières  équations  (211),  ou  (212),  se  transformeront,  en  pre- 
nant les  inverses  des  deux  membres,  par  l'échange  des  variables 
indépendantes  et  des  inconnues,  dans  celles-ci 

tandis  que  la  dernière  équation  en  termes  finis  (213)  ou  (219), 
n*étant  pas  modifiée  par  cette  nouvelle  interprétation  des  varia- 
bles, donnera,  en  prenant  la  dérivée  logarithmique  de  la  seconde 
forme  successivement  par  rapport  à  (p  et  t//, 

-r-=-  T-=  j-[— logcsh  a|>-H6  |« — -» 

df        ç  df       df^  ^  csh  (af  -*-  6) 

d.lp       i  dp       rf  r      .  ,  T  «  sin  (aé  -i-  6) 

—r^  =  -  -f  =  --  1—  log  COS  (a^  -^  6)  I  =        ^ y 

d^        P  d^      d^^        ^       ^  "^        'J  ces (a^  -4-  6) 

c'est-à-dire,  en  multipliant  par  p,  et  faisant  abstraction  des  pre- 
miers et  troisièmes  membres, 

J.«=_p.atgb(of  4-6),  -^«p.atang(a^  -4-6). 

Nous  aurons,  par  conséquent,  en  élevant  au  carré,  et  ayant  égard 
de  nouveau  à  la  troisième  équation  (211),  la  première  des  deux 
expressions 

(|)-^...,K.<.,..,,  (!)•_£«...  „^,^.,. 

et,  si  nous  reportons  maintenant  ces  deux  dernières  expressions 
dans  les  équations  précédentes  (222),  nous  en  tirerons  alors, 
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pour  les  carrés  des  deux  quantités  que  nous  avons  appelées  tout 
à  l'heure  Z|  etZj, 

ZÎ«(J)'=Q.C(a'P-a'Q)-^.a«  Igh'  (a?  -h  6), 

IdzV                                   PQ 
ZJ=  -    =P.C'(a'P-«'Q) ^.a'tang'(«+  -h  6), 

ou  encore  : 

Zî  =  C^Q  [a'P  (i  -  ^,  igh'  («^  ^  6))  -  a»Q j  , 

Zî  ==  C'P  [^a«P  -  «*Q  (i  H-  J-.^  iang«  («^  ^  6))  j  • 

Or,  il  est  très  facile  de  voir  que  ces  expressions  des  dérivées 
Z|  et  Z2  rempliront  bien  la  condition  d'intégrabilrté  en  vertu  de 
|a  relation  nécessaire  (216)  entre  les  constantes  G  et  m  0,car  la 
première  de  ces  deux  dernières  égalités  devient  par  cette  con- 
dition, en  ayant  égard  de  nouveau  aux  valeurs  (204)  de  P  et  Q, 

z.^c.qU(i-«°;;(''^-*-m_,.q] 

l       \        csh' (of -«- 6)/         ^J 

L        c'  csli*  (ttf  -»-  6)  J 

-CH3C^P.Q-^]-CQ.(c-^^jj^_.-) 


n  On  Toit  par  là  l'importance  de  cette  relation  (216)  dans  la  théorie,  car  si  nous 
n'eassions  pas  démontré  toat  d'abord  sa  nécessité,  il  est  clair  que  la  même  solution  à 
laquelle  nous  allons  arri?er  tout  à  l'heure,  étant  obtenue  dans  cette  hypothèse  en 
établissant  arbitrairement,  pour  les  besoins  de  l'intégration,  la  même  relation  entre  les 
constantes,  ne  saurait  plud  être  acceptée  que  comme  une  solution  particulière  intéressante 
du  problème  spécial  au  Cas  envisagé,  la  question  de  la  recherche  de  la  solution  la  plus 
générale  relative  à  ce  même  Cas  demeurant  absolument  entière  comme  auparavant. 
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et  la  seconde  deviendra  de  la  même  façon 
Zî  =  C'P  [a'P  —  a*Q  (i  -f^  lang*(a^  -^  6))] 

»  CW  ""';?/*)-'=  CPV  .gh'  (a,  .-  6). 
csh*  (ay  -»-  6) 

D  où  il  résultera,  en  extrayant  les  racines,  pour  Z^  et  Zj,  les  va- 
leurs 

(223)        Z,  =  =fc  CQa  tang  H  -♦-  6),  Z,  =  zb  CPa  tgh  (a^^  -♦-  6), 

expressions  qui    donneront,  en  ayant  égard  de  nouveau  aux 
valeurs  (204), 


=±i 


— î^  =  =fcCQa 

c/^  cos'  (a<f  -4-  6j  c*  csh'  (Qf  -h  6)  ces*  (a^  -f-  6) 


1    rfj, 


^dbCPa 


=db^ 


c.vh*(af  -♦-  6)  c*  C08'(a<f'  •«-  6)  csh'(of>  -h  6) 


et  satisfont  par  conséquent  à  la  condition  dlntégrabilité  -^  «»  ^, 
à  la  seule  condition  de  prendre  le  même  signe  devant  les  deux 
expressions. 

Nous  aurons  donc  dès  lors,  avec  les  valeurs  (223),  pour  expres- 
sion de  la  différentielle  dz, 

dz  ^  Zidf  -*-  Ztd^  «=  dz  CQa  tang  («^  •^^)df±:  CPa  tgh  (af  -+-  6)  d^ 

f  a  adf  a  ad^        ~| 

=  zhC\a  tang(a^  -^  6).-     ^,,      — rr  -*-  a  tgh(af  -♦-  6).  -  — 1 

[        ^'  '  c*  csh*(a^  -1-6)         ^   ^  ^        '  c'cos'(af  -♦-  6)J 

«=  d=  — p  [tang  {a^  -♦-  6).d  tgh  (ay  -h  6)  h-  tgh  {af  -¥■  b).d  tang  {af  -¥-  6)J, 

cl  par  conséquent,  en  conservant  comme  arbitraire  la  constante 
jàir  et  introduisant,  pour  abréger  récriture,  à  la  place  de  la  cod- 


i 
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stante  c,  la  nouvelle  constante  /ez^^sr.^,  nous  aurons ,  en 
intégrant,  pour  Tinconnue  z,  définitivement  la  valeur 

(224)  z  =  «0  ±  f  Igh  (a?  -^  à)  tang  (af  -*-  6), 

tandis  que  Texpression  (219)  de  p,  obtenue  de  prime  abord,  de- 
viendra» en  y  introduisant  la  même  constante  /, 


(225) 


csh  (of  -1-6)  ces  {a<f  -I-  6) 


La  possession  de  ces  deux  derniers  résultats  permettra  main- 
tenant, conjointement  avec  Féquation  (20S),  d*obtenir  aisément 
Texpression  des  trois  coordonnées  x,  y,  z,  en  fonction  des  coor- 
données %  ypt  tsr,  qui  est  essentiellement  le  but  qu*il  s*agissail 
d'atteindre. 

En  effet,  cette  équation  (20S)  donnant  immédiatement 

y  =  x  tang  (iww  -•-  n), 
et  par  suite 

p*  =  jc'  -♦-  y'  =  a'  [l  -4-  tang' (wo  -«-  n)]  =  — j- 


cos*  (lîio  -4-  n) 
on  déduira  successivement  de  ces  deux  égalités 


±  p  sBs ♦        x=dbpcos(mo-i-n),        y  «=«  d=  p  sin  (wo -♦- n), 

cos  (mo  -*-  n) 

et  dès  lors,  en  se  reportant  aux  valeurs  (22S)  et  (224),  que  nous 
venons  de  trouver  pour  p  et  z,  on  obtiendra  les  trois  expressions 

,  cos  (me  -4-  n) 


(226)  y=±/ 


csh  (ûf  H-  6)  cos  («^  H-  6) 
sin  {ma  -4-  n) 


csh  {af  -*-  6)  cos  («^  -i-  6) 
2  es  db  /  Igh  (a^  H-  6)  tang  (a^  -i-  6)  -♦-  «#, 
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qui  renfermenr,  comme  on  Je  voit,  outre  la  constante  additive  2o» 
sept  constantes  arbitraires,  /,  tn^  n,  a,  6,  a  et  S. 

Un  dernier  point  reste  à  éclaircir,  pour  traiter  ce  dernier  sous- 
cas  avec  la  même  précision  que  les  Cas  précédents,  à  savoir  la 
détermination  exacte  au  point  de  vue  géométrique  des  deux  sur- 
faces de  révolution  9  et  <//  qui  entrent  alors  dans  la  composition 
du  système,  et  ce  dernier  résultat,  outre  son  importance  propre, 
nous  conduira  à  une  conséquence  analytique  intéressante,  qui 
eût  échappé  à  une  recherche  directe,  et  qu'il  n'était  d'ailleurs 
évidemment  pas  possible  de  prévoir. 

Ce  dernier  calcul  se  bornant  simplement  à  éliminer  successi- 
vement 4^  et  (p  entre  les  deux  équations  (228)  et  (224),  nous  les 
récrirons  à  cet  effet  Tune  et  Fautre  comme  il  suit  : 

CSh  (flf»  -»-  6)C0S(a^  H-  6)  «=  ±  -. 

p 
snh  [Of  -4-  h)  sin  (a»|^  -4-  6  )  «=  db  — —2  csh  (o?  -♦-  6)  cos  (af  •♦-  6)  =  db  * 

Puis  tirant  de  là  successivement 


'  /  i  Z  —  fio  1 

I   csh(a9-+-6)==db ; --.  snh(af -+-6)=^ r-- -» 

I         V  ^       '  pcos(a^-*-6)  p     sm(af+6) 

cos(a^H-€)=zt: -.  sin  (a./; -♦- 6)  =  db — -» 

l         V  ^       ^  pcsh(oçp-^6)  p     snh(aî»-4-6) 

et  ayant  alors  égard  aux  deux  fbrmules  parallèles 

(227)  csli'  u  —  snh*  ti  =  1 ,  cos*  v  -*-  sin*  r  ==  1 , 

nous  trouverons  sans  peine  pour  les  deux  équations  demandées 

/  i*  i  («  — ^)*  i 


p'  cos*  (a<^  •+■  6)  p'        sin*  (aif  H-  6) 

/*  I  (2  — Za)*  i 


i  p*  cbh*(a^  -»-  6)  p*       snh*(af  -♦-  6) 


i. 


=  i; 
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équations  qui  pourront  encore  être  écrites  »  en  les  multipliant 
respectivement  par  p*  cos*  (a^  -f-  S)  et  p^  csh*  (a<p  -h  6),  et  les 
transposant  ensuite, 


csh'  (flf  H-  6)  csh'(Of  -+-  6) 

(228)        (  n 


snh'(af  -4-  6) 


i  sin'  (a^^  -+-  €) 


i    COS*  (aif»  -f-  6)         COS*  (a<^  -♦-  6) 

et  représenleront  par  suite,  en  coordonnées  rectilignes  p  et  js, 
deux  coniques,  dont  les  demi-distances  focales  ont  pour  carrés 
respectivement,  eu  égard  aux  deux  formules  classiques  (227), 

/'  /*  snh'(aî»  ■+•  6)  __^     1  -»-  suh'(af  -*-  A) 

csh*(af  -«-  6)         csh'(af  -♦-  6)  csh'(af  -♦-  6) 

P  /'  sin*  (al  -^  6)  _     i  —  sîn*  {a^  -4-6) 


\   cos'  («^  -4-  6)         cos'  (a<|/  -f-  6)  cos'  (a<p  -4-  6) 

ce  qui  montre  que  les  méridiennes  des  deux  familles  de  surfaces 
de  révolution  sont  deux  familles  de  coniques  homofocales,  qui 
sont  manifestement  toutes  des  hyperboles  pour  la  première,  et 
de  même  des  ellipses  pour  la  seconde. 

Voici  maintenant  en  quoi  consiste  le  fait  analytique  sur  lequel 
nous  nous  proposons  d'appeler  Fattention. 

Gomme  nous  Tavons  déjà  observé  à  propos  de  deux  Cas  précé- 
dents, à  partir  du  moment  où  nous  avons  reconnu  que  le  système 
orthogonal  se  composait  dans  Thypothèse  actuelle  d*une  famille 


(*)  Ces  équations  coïncident  bien  effectivement  avec  celles  que  Lamé  obtient,  en  les 
rapportant  par  sa  méthode  à  leurs  paramètres  thermométriqnes,  pour  les  surfaces 
de  révolution  du  second  ordre  homofocales.  [Voir,  pour  la  première  famille,  Leçons  sur 
les  Fonctions  Inverses,  $\\îy  équation  (i4),  page  S3,  en  se  reportant  à  notre  note  relative 
au  Cas  précédent  IV*  (page  S05  de  ce  Mémoire)  ;  et  pour  la  seconde  famille  Lamé,  ibid., 
g  XV,  équaUon  (40),  page  Si.] 
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de  plans  méridiens,  et  de  deux  familles  de  surfaces  de  révolution, 
il  est  bien  clair  que  le  problème  se  réduisait  alors  à  déterminer, 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  pour  les  susdits  Cas  des  cylindres  et 
des  cônes  (pp.  170-171  et  227), le  système  le  plus  général  de  deux 
familles  de  surfaces  de  révolution  à  la  fois  isothermes  et  ortho- 
gonales entre  elles,  conditions  qui,  eu  égard  à  Texpression  clas- 
sique de  rinvariant  À|  en  coordonnées  cylindriques,  déjà  rappe- 
lée dans  notre  Chapitre  II  [voir  la  noie  de  la  page  62,  formules 
(6)],  eussent  été  exprimées  pour  les  familles  (p  et  ^  par  les  trois 
équations 


(229) 


(Vp*       dz*      p  f/p  flp*       dz*       p  dp 

rf?^^  ci^  ^  =  0 
dp  dp       dz  dz 


complètement  analogues  aux  équations  (74)  ou  (157),  relatives 
aux  deux  Cas  que  nous  venons  de  rappeler.  Et  il  est  bien  clair 
qu'il  y  a  dès  lors  identité  absolue  entre  la  solution  de  ce  dernier 
problème  analytique  ainsi  formulé,  et  celle  qui  complète,  con- 
jointement avec  réquation  (205)  des  plans  méridiens,  le  système 
triple  orthogonal  primitivement  demandé,  en  sorte  qu'il  soit 
indifférent  d'obtenir  cette  solution  par  l'intégration  directe  de  ce 
dernier  système  (229),  ou  par  celle  des  équations  qui  nous  ont 
conduit  au  résultat  formulé  par  les  équations  (228),  ou  (224) 
et  (225). 

Or  il  se  présente  cette  circonstance  singulière,  que  tandis  que 
pour  les  cylindres  et  les  cônes,  c'est-à-dire  pour  fe  système  a 
coefficients  constants  (74)  ou  (157),  la  solution  la  plus  générale, 
représentée  par  les  deux  équations  (86)  ou  (158),  renferme  les 
deux  fonctions  arbitraires  ^^  ei^^  du  type  (68),  c'est-à-dire  par 
conséquent  les  deux  fonctions  entièrement  arbitraires  ^  et  H, 
pour  le  système  (229),  au  contraire,  qui  ne  diffère  du  précédent 
que  par  l'introduction  dans  les  deux  premières  équations  d'un 
même  terme  du  premier  ordre,  à  coefficient  variable  et  d'ailleurs 
très  simple,  la  solution  la  plus  générale  pour  ce  système,  savoir 
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celle  obtenue  tout  à  Theure,  qui  est  représentée  pour  les  deux 
équations  (228),  ou  (224)  et  (22S),  ne  renferme  plus  simplement 
que  les  cinq  constantes  arbitraires  a,  6,  a,  6,  et  /,  et  la  constante 
simplement  additive  zq. 

Si  Ton  tient  compte  en  outre  de  ce  fait,  que,  de  même  que 
pour  réquation  (136)  du  sous-cas  précédent  1"*,  ni  la  méthode 
de  Laplace,  ni  la  méthode  d'Ampère  ne  réussissent  pour  Tinté- 
gration  isolée  des  deux  équations  du  second  ordre  (229),  les- 
quelles n'admettent  pas  non  plus  d'intégrale  intermédiaire  (*),  en 
sorte  que  la  même  voie  qui  nous  a  conduits  tout  naturellement 
à  rintégration  du  système  (74)  nous  eût  été  fermée  pour  ce 
dernier  système  (229),  on  voit  ainsi  que  les  résultats  que  nous 
venons  de  rencontrer  comme  solution  de  notre  problème  géné- 
ral pour  ce  dernier  Cas  particulier  V°  (sous-cas  S""),  outre  leur 
intérêt  propre  relativement  à  ce  problème,  nous  ont  encore 
révélé  une  sorte  d'anomalie  analytique  très  curieuse,  qui  fourni- 
rait peut*étre  quelque  indication  utile  pour  la  théorie,  non  encore 
faite,  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  simulta- 
nées entre  plusieurs  inconnues,  et  qu'il  eût  été  en  tout  cas  fort 
difficile  d'apercevoir  en  envisageant  directement  la  question 
analytique  posée  par  les  seules  équations  (229),  en  dehors  du 


(')  Cette  circoQStance,  qui  n'est  une  pierre  d'achoppemeot  que  pour  la  méthode 
d'Ampère  seule»  persiste  évidemment  quelles  que  soient  les  variables  indépendantes  que 
l'on  introduise.  La  méthode  de  Laplace,  au  contraire,  qui  n'exige  pas  la  même  condition  que 
celle  d'Ampère,  peut  fort  bien,  pour  la  même  équation,  échouer  avec  certaines  variables 
indépendantes,  et  réussir  avec  d'autres.  Dans  cette  pensée,  nous  avons  essayé  d'introduire 
dans  la  première  équation  (229)  successivement  différents  systèmes  de  variables  indé- 
pendantes, parmi  lesquelles  nous  indiquerons  en  particulier  les  variables  u^p-^-it, 
v^mp  —  jz,  analogues  à  celles  employées  pour  les  (îas  précités  des  Cylindres  et  des 
Cônes,  qui  ramènent  cette  équation  au  type  plus  symétrique 

dudv      du      dv 

dont  Lamé  fait  dépendre  la  recherche  de  la  solution  la  plus  générale  du  problème,  ainsi 
que  nous  le  dirons  dans  l'un  des  Chapitres  suivants  de  ce  Mémoire,  et  dont  l'intégrale 
générale,  si  ou  pouvait  l'obtenir,  présenterait  à  ce  double  point  de  vue  un  véritable  intérêt. 
Mais  aucun  des  systèmes,  ainsi  essayés  par  nous,  ne  nous  a  permis  l'emploi  de  la 
méthode  de  Laplace  à  l'équation  précitée  du  second  ordre  du  lype  (229). 
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problème  plus  général,  dont  la  recherche  nous  a  amené  inci- 
demment à  cette  constatation. 

Nous  en  dirions  autant,  avec  la  même  raison,  de  la  solution 
la  plus  générale  elle-même  du  système  (329),  à  savoir  celle 
représentée  par  les  deux  équations  (228),  et  qui  montrent  que 
les  seules  surfaces  de  révolution  autour  du  même  axe,  capables 
de  constituer  deux  familles  à  la  fois  isothermes  et  orthogonales 
entre  elles,  sont  exclusivement  des  surfaces  du  second  ordre 
homofocales,  en  y  comprenant  toujours,  bien  entendu,  leurs  cas- 
limites,  c'est-à-dire  les  paraboloïdes,  les  cônes,  et  les  cyUndres, 
ainsi  que  nous  le  faisons  dans  notre  Chapitre  II  (pages  100-101), 
à  Poecasion  de  Péquation  (116). 


Ayant  ainsi  épuisé  dans  ce  Chapitre  tous  les  cas  particuliers 
où  Ton  suppose  nulle  quelqu'une  des  six  dérivées  sur  lesquelles 
a  porté  toute  cette  discussion  [puisque,  d'après  Téquation  (15), 
on  ne  peut  supposer  nulle  une  seule  d'entre  elles  seulement], 
nous  allons  traiter  maintenant,  dans  la  Seconde  Partie  de  ce 
Mémoire,  le  Cas  le  plus  général,  c'est-à-dire  celui  où  ces  dérivées 
sont  supposées  recevoir  une  valeur  quelconque,  sauf  la  valeur 
zéro  qui  correspond  aux  Cas  successivement  étudiés  dans  cette 
Première  Partie. 


SECONDE  PARTIE 

CAS  GÉNÉRAL  DU  PROBLÈME 
ET  APPLICATIONS. 
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CHAPITRE  IV. 


Déterminatioii,  pour  le  cas  le  plus  général,  en  fonction  des 
coordonnées  curvilignes,  des  trois  invariants  difBërentiels  a^ 
relatif  à  ces  coordonnées. 


Réduction  de  ce  problème  a  la  recherche  séparée  de  trois 
FONCTIONS  D*UNE  SEULE  VARIABLE.  —  La  première  moitié  de  la 
tâche  que  nous  nous  sommes  imposée  consiste,  avons-nous  dit 
au  début  du  Chapitre  précédent  (pages  123  et  135),  a  détermi- 
ner de  la  façon  la  plus  générale,  en  fonction  des  coordonnées 
curvilignes  elles-mêmes,  les  trois  invariants  différentiels  A|  cor- 
respondant à  ces  trois  coordonnées,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
à  déterminer  les  trois  fonctions  de  deux  variables  seulement 
P»  Q»  Ri  q^i6  nous  leur  avons  substituées  comme  inconnues,  à 
Taide  des  six  équations  (13)  d'une  part,  et  (19)  de  Pautre,  les 
trois  premières,  qui  sont  du  premier  ordre  et  se  réduisent  à 
deux  distinctes  seulement,  pouvant  être  remplacées,  si  Ton  veut, 
par  les  deux  équations  (15)  et  (17). 

La  voie  qu'il  nous  faut  parcourir  pour  parvenir  à  ce  but  étant 
assez  longue  et  hérissée  d  obstacles  qui  nous  obligeront  à  des 
sinuosités  ou  des  détours,  capables  de  faire  perdre  de  vue  le  fil 
conducteur  des  calculs,  nous  la  fractionnerons  encore  une  fois 
en  une  série  de  sept  étapes  successives,  que  Ton  nous  permettra 
d'accuser  nettement  (malgré  le  caractère  exclusivement  analy- 
tique de  la  méthode)  en  énonçant  en  tète  de  chacune  le  terme  ou 
résultat  auquel  elle  devra  nous  conduire,  ainsi  qu'un  usage  con- 
stant s'en  est  établi,  depuis  Euclide,  pour  l'exposition  et  l'ensei- 
gnement des  Éléments  de  la  Géométrie.  De  cette  façon,  la  route  se 
trouvant  jalonnée  en  quelque  sorte  en  ses  points  remarquables, 
une  fois  parvenu  au  but,  l'esprit  du  Lecteur  embrassera  facilement 
d*un  seul  coup  d'œil,  et  se  remémorera  aisément  toute  la  carrière 
parcourue,  malgré  sa  longueur,  ses  obstacles  et  ses  détours. 
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l"*  «  Les  trois  inœnni^s  P,  Q,  R  ne  dépendent  qtie  de  six 
fonctions  d'une  seule  variable.  »  —  Occupons-nous  d*abord  du 
groupe  d'équations  du  premier  ordre  (13).  Différentîant  par 
rapport  à  9  la  première  équation,  nous  trouverons,  eu  égard 
aux  hypothèses  (8)  ou  (9), 

OU  simplement,  en  ayant  égard  à  l'équation  de  remplace- 
ment (15), 

(p9_Q_n5:=(Rf_p?)?:; 

c*est-à-dire  que  nous  obtiendrons  évidemment,  en  agissant  de 
même  à  Tégard  de  Tune  quelconque  des  deux  autres  équa- 
tions (13),  les  deux  équations  du  second  ordre 


(i) 


Or,  ayant  examiné  séparément  dans  le  Chapitre  précédent 
tous  les  Cas  particuliers  pour  lesquels  Tune  quelconque  des  six 
dérivées  premières  qui  figurent  dans  ces  équations  est  supposée 
constamment  nulle,  nous  devrons  maintenant  exclure  cette 
hypothèse,  ou  ^n  d'autres  termes  supposer  expressément  que 
chacune  d'elles  est  en  général,  c'est-à-dire  sauf  en  des  points 
exceptionnels,  différente  de  zéro.  Ayant  donc  mis  les  trois 
équations  (13)  sous  la  forme 


R  /    Q         P\         P  Q 

I   -    pÎ£--Q- U.R-  ^, 

I     ^  \      o  0/  ^    u 

?(«!_„«). P«  5, 

fS   \         f  fJ  Vf     f 

Q  /     p  R\  R  P 

-  R--P-  =Q-  -» 

f  \    ^  ^1         fi' 
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nous  pourrons  alors,  en  divisant  tout  d  abord  ces  trois  équations 
par  les  facteurs  r,  ^»  ^»  en  tirer  les  valeurs 

rE?  P«?  Q?f 

p9_QP^_JLf.  Q«_R?«_^.  R?_p^=^. 


lesquelles,  étant  remises  dans  les  deux  équations  obtenues  tout 
à  rheure  (1),  les  transformeront  dans  les  suivantes 


n^^ 

s^^^ 

«PQ 

P-  - 

Q  — 

R-  - 

a  f 

P* 

?^ 

Q« 

^    o 

R' 

P 

^fj 

Q 

cp 

R 

?* 

o 

? 

♦ 

puis,  en  second  lieu,  multiplier  de  même  haut  et  bas  chacun  des 
rapports  égaux  ainsi  obtenus,  respectivement  par  les  trois  autres 
facteurs  ïï;  >  ~  »  -»  <ïe  qui  nous  donnera  de  nouveau,  à  la  place 
des  mêmes  équations,  les  deux  autres 


p 

p  Q  R 

'il    a  f 
P  P 
^    a 

P* 

Q 

QRP 
QQ 

o   f 

R 

RPQ 

f  i,    a 

R' 

RR 

f* 

et  enfin,  cela  fait,  diviser  simultanément  ces  deux  dernières  équa- 
tions par  le  produit  t  ^  |,  qui  est  par  hypothèse  différent  de 
zéro  (*),  de  manière  à  les  ramener  à  la  forme  beaucoup  plus 


(*)  C'est  précisément  à  cause  de  ces  multiplications  on  divisions  itératives  par  les  unes 
on  les  autres  des  six  dérivées  des  fonctions  P,  Q,  R,  opérations  nécessaires,  comme  on  le 
¥oil,  pour  arriver  à  la  forme  d'équation  {%,  d'oii  ressortira  toute  notre  recherche,  que  nous 
avons  dû  forcément,  au  risque  d'allonger  sensiblement  notre  travail,  examiner  dans  un 
ehapitre  à  part,  comme  nous  l'avons  fait,  les  cas  particuliers  dans  lesquels  ces  dérivées 
étaient  supposées  nulles. 
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avantageuse  pour  notre  recherche 

„P'      ^Q*      „R' 
P—      Q~      R— 

en  désignant  par  m  la  valeur  commune  de  ces  rapports.  Or  il  est 
manifeste  que  cette  valeur  commune  ne  peut  être  qu*une  simple 
constante,  car,  si  Ion  se  reporte  aux  hypothèses  (9),  on  voit 
que  cette  valeur  commune  ne  devra  contenir,  ni  (p  en  raison  de 
sa  première  expression,  ni  vp  à  cause  de  la  seconde,  ni  m  eu  égard 
à  la  troisiènie  :  d*où  il  suit  que  les  deux  équations  (2),  auxquelles 
nous  étions  parvenus  tout  à  Pheure,  équivaudront  en  fait  aux 
trois  équations  beaucoup  plus  simples 

Q  Q  „  R'         R  R 

fS    f  fip  ^    4* 

qui,  outre  qu'elles  ne  renferment  qu'une  seule  inconnue  chacune, 
sont  intégrables,  pour  ainsi*  dire  immédiatement,  par  simple 
quadrature.  Car  la  première,  par  exemple,  pouvant  s'écrire,  en  la 
divisant  par  le  produit  P  ^^  qui  n'est  pas  nul^ 


p*       p  p 

^Q 

p  — -=m 

Q- 

<fcr              ^    a 

cy 

p-  =  -p' 


donnera  de  suite  en  intégrant,  P  étant  indépendant  de  % 

P  P 

log  -  =  m  log  P  -^  log  /•(^),  ou  -  =  P'YC*)» 

équation  que  nous  récrirons,  en  multipliant  par  (1  —  m)  P^^chp, 


287. 

et  qui  donnera  dès  lors,  en  intégrant  de  nouveau,  et  faisant 
r{\  — m) /"C^)  d+ =  T|  ('f'),  *|  désignant  ainsi  que  il,  deux 
fonctions  arbitraires  d'une  seule  variable 

P*—  =  T|  (^)  ^  n,  (o),  ou  P  «  [Y|  (^)  ^  n,  (o)]  •— . 

D'où  il  suit  qu'en  faisant  définitivement  ^^^=3  n,  nous  aurons 
comme  première  expression  des  trois  inconnues  P,  Q,  R  les 
trois  suivantes 

(3)       P =[t.  (rt  +  n,  (a)]",       Q  =  [n.  H  -4-  ♦,(?)]«,       R  =  [♦.  W  -f.  M',  (^)]", 

qui  ne  dépendent  que  de  six  fonctions  d'une  seule  variable 

2^  «  Le«  stx  fonctions  précitées  d'une  seule  variable  se  réduisent 
à  trois  seulement,  dont  une  de  chaque  variable,  $  (<p),  ^^  (q;), 
n  (vi).  •  —  Les  trois  expressions  auxquelles  nous  venons  de  par- 
venir ont  été  obtenues  en  différentiant  tout  d'abord  les  équations 
proposées  (13);  elles  représentent  donc  une  solution  plus  large 
que  celle  qui  convient  à  la  question,  et  il  ne  faudra  garder  parmi 
les  expressions  de  la  forme  précédente  (3)  que  celles  qui  satis- 
feront effectivement  à  ces  équations  (13)  elles-mêmes,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  aux  deux  équations  (15)  et  (17),  qui 
leur  sont,  comme  on  Ta  vu,  complètement  équivalentes. 

A  cet  effet  lesdites  expressions  (3)  donnant  par  la  différen- 
tiation 


w 


p  Q  R 

-«nCh  +  n,)-'.*;,      ■^=n(ii,^*,)"-«.n;,      -=»«(♦.-♦-▼,)-'.*;, 

♦  o  f 

-=»!(▼, -t-n,)-'.n;,       — ^«^n, +*,)"-'.♦;,       — »»(♦, -^  TjJ-'.h-;, 

nous  trouverons  en  substituant,  en  premier  lieu,  dans  l'équa- 
tion (15), 

(5)      n' (t,  +  n,)" ••  (n,  -f- ♦,)—  (*,  -H  v,)"-* ('•'.n;*:  +  n;*;<r;^ = 0, 
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équation  composée  de  quatre  facteurs  variables  dont  le  dernier 
seul  évidemment  peut  s*annuler,  car  dans  chacun  des  trois  pre- 
miers facteurs  les  deux  termes  qui  le  composent  dépendent 
chacun  d'une  variable  différente.  Cette  équation  se  réduisant 
donc  à 

(5*»")  ♦;T;n;^t;Tin;=o, 

et  pouvant  dès  lors  être  écrite  aussi  bien  sous  Tune  oîi  Tautre 
des  trois  formes 

montre  que  les  valeurs  respectives  de  ces  trois  suites  de  rapports 
p,  g,  r  sont  de  simples  constantes»  car,  dans  la  première  suite, 
par  exemple,  le  premier  rapport  ne  dépend  que  de  9,  et  le  seccmd 
de  ^  et  tzr  seulement,  et  de  même  en  permutant  9,  ^,  «ar,  pour  les 
deux  autres  suites. 

De  plus,  ces  trois  séries  d'égalités,  étant  multipliées  membre 
à  membre,  donneront,  en  faisant  abstraction  des  membres  inter- 
médiaires, 

-7— 7-7=pqrr,  ou  simplement  —  \  =pqr^ 

si  Ton  tient  compte  de  nouveau  de  la  précédente  équation  (S**^); 
c'est-à-dire,  en  résumé,  que  les  six  fonctions  4>4,  ^|,  IIf,<I>|,  ^2*11) 
seront  liées  par  les  trois  relations. 

(6)  ♦;=?♦;,  <=-q<.  n;=rir„ 

les  trois  constantes;),  9,  r  étant  elles-mêmes  assujetties  à  vérifier 
la  condition 

(7)  pçr  -I-  i  =  0. 

Par  où  Ton  voit  déjà  que  les  expressions  de  P,  Q,  R  ne  dépen- 
dent en  réalité  que  de  trois  fonctions  d'une  seule  variable  seule- 
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ment,  au  lieu  de  six  que  comportait  la  forme  obtenue  de  prime 
abord  (3). 

Afin  de  n*avoir  dans  le  résultat  à  intervenir  que  des  constantes 
séparément  arbitraires,  nous  introduirons,  à  la  place  des  trois 
constantes  p,  q,  r,  supposées  liées  par  la  relation  (7),  trois  autres 
constantes  g^  h,  A:,  définies  par  les  égalités 

k  '  __£  _      h 

p_      -.  9-  —  ^'  ""  ^' 

que  nous  choisissons  de  telle  sorte  que  cette  même  relation  se 
trouve  vérifiée,  quelles  que  soient  ces  nouvelles  constantes  9,  A,  k; 
et  alors  les  trois  égalités  précédentes  (6)  devenant  avec  ces  nou- 
velles constantes 

♦i *♦;,  T;=-f^;,  n; — %;, 

g  h  k 

donneront  en  intégrant,  et  désignant  encore  par  A6,  9c,  Aa,  trois 
autres  constantes  arbitraires 

g  A  •'  A: 

valeurs  qui,  étant  reportées  dans  les  expressions  ci-dessus  (3), 
transformeront  celles-ci  dans  les  suivantes 

P  =  (Y|---n, -f-Aaj  =/*"(--y|  — -ni^  a)  , 

ou  plus  simplement  en  écrivant  respectivement  a,  6, 7,  à  la  place 
de  A-,  kr,  9-,  et  *,  V,  n,  au  lieu  de  \  *«,  \  ï^,,  et  ][  n^  : 

(8)        P  =  a{Y— n-*-a)",        Q  =  6(n— ♦-♦-ô)",        R«r  (♦— ^-»-c)". 
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Ce  premier  résultat  obtenu,  il  faudra  substituer  de  même  ces 
valeurs,  ainsi  que  celles  qui  en  résulteraient  pour  les  six  déri- 
vées |,  |,  ^1  -..  |,  dans  Tautre  équation  de  remplacement  (17). 
A  cette  fin,  convenant  de  désigner  par  Â,  B,  C,  en  vue  de  faci- 
liter les  écritures,  les  trois  quantités 

(9)         A  =  Y— n-*-a,  Bc=n  —  ♦-♦-6,  C=4>  —  y-+-c, 

lesquelles  donneront,  comme  on  le  voit,  Tégalilé 

(\0)  A-i-B-f.C  =  a-f-6*c, 

les  expressions  ci-dessus  (8),  qui  deviennent  alors 

(H)  P  =  aA",  Q  =  6B",  R  =  rC% 

fourniront  maintenant,  au  lieu  des  valeurs  (4),  celles-ci 

(P  0  R 

]  P  0  R 

f  ~=  — naA-*.n',  -«— «6B"-«.*',  -=-«rC-«.V, 

lesquelles,  étant  remises  dans  la  susdite  équation  (17),  donneront 
de  prime  abord  pour  résultat 

—  aA^  w6B-*.  firC-«.  (*' Y'  H-  n'*'  ^  w'n') 

—  6B".nyC-*.  w«A-*.(Vn'  -4-  *V  -*-  n'*') 

—  rC".  ««A—*.  fi6B"-*.  (n'*'  -f-  M^'n'  -♦-  * V)  =  o, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

n'<x€y A-*B-*C-*  (A  -f-  B  h-  C)  (t'o'  -f-  O'*'  -f-  <^'Y')  «=  0. 

Or,  aucun  des  facteurs  A,  B,  G  ne  pouvant  être  constamment 
nul,  par  la  même  raison  que  nous  avons  dite  tout  à  Theure,  à 
Toccasion  de  Téquation  (5),  celle  que  nous  venons  d*obtenir  en 
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dernier  lieu  équivaudra  simplement,  en  tenant  compte  de  la  rela- 
tion (1 0),  à  celle-ci 

l\       i        i\ 
(a  H-  6-+- c)  (-;-*-  —  -I-  —  U'M''rr  =  0, 


dont  le  premier  des  facteurs  variables  ne  peut  de  nouveau  être 
supposé  constamment  nul,  toujours  par  la  même  raison,  non  plus 
que  les  trois  suivants  parce  que  les  six  dérivées  (12)  sont  toutes 
expressément  supposées  différentes  de  zéro;  et  par  conséquent 
cette  dernière  équation  exigera,  pour  être  vérifiée,  que  les  con- 
stantes a,  6,  Cy  satisfassent  à  la  relation 

a  -♦-  6  -4-  c  =  0. 

Pour  n'avoir  encore  dans  notre  résultat,  nonobstant  cette  der- 
nière condition,  que  des  constantes  séparément  arbitraires,  nous 
introduirons  de  nouveau  dans  nos  expressions  (8),  comme  con- 
stantes arbitraires,  à  la  place  de  celles  que  nous  nommions  tout  à 
l'heure  a,  6,  c,  trois  différences  telles  que  b  —  Cy  c  —  a,  a  —  6, 
dont  la  somme  est  nulle,  ce  qui  donnera  tout  d'abord  pour  les 
quantités  A,  6,  C,  à  la  place  des  expressions  (9),  les  suivantes 

A==v  —  n  -f-  6  —  c  =  *F-^6  —  (n-t-c), 
B=ri— *  -t-  c  —  a=n-*-r  —  (D^a), 
C=  4>  —  Y  H-  a—  6=  <^  -*-  a—  (t  H-  6), 

ou  tout  aussi  bien,  en  convenant  d'écrire  simplement  désormais 
*,  V,  n,  à  la  place  de  4>  -+-  a,  \P  -h  6,  n  -+-  c,  celles-ci 

(13)  A  =  Y  — n,  B  =  n  — *,  c  =  *  — m', 

lesquelles  vérifieront  maintenant  la  relation 

(U)  A-4-B  +  C==0; 

et  dès  lors  les  formules  (11)  donneront  pour  les  inconnues 

so 
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P,  Q,  R,  è  la  place  des  valeurs  (8)  obtenues  tout  à  Theure»  ces 
valeurs  plus  simples  et  aussi  symétriques 

(15)       P««(Y-n)",        Q  =  6(n  — ♦)»,        R  =  r(*  — ^r. 

les  eipressions  des  six  dérivées  (13)  restant  d^ailleurs  les  mêmes, 
mais  avec  les  nouvelles  valeurs  (13)  des  quantités  A,  B»  C. 

Détermination  de  ces  trois  fonctions  inconnues  par  le  moyen 
d'une  même  équation  différentielle  ordinaire  du  cinquième  ordre. 
—  Telle  est  donc  la  forme  nécessaire  que  la  considération  du 
seul  groupe  des  trois  équations  du  premier  ordre  (13)  du  Cha- 
pitre m,  joint  aux  hypothèses  (8),  impose  è  nos  u-ois  inconnues. 
Voyons  maintenant  quelles  restrictions,  ou  délimitation  nouvelle, 
apporte  à  cette  forme  le  second  groupe  des  trois  équations  du 
second  ordre  (19)  du  même  Chapitre. 

3"*  «  Les  trois  inconnues  P»  Q,  R  sont  égales,  chacune  à  un 
facteur  constant  près,  aux  différences  deux  à  deux  de  ces  trois 
fonctions^,  ¥,[!.•  —  Écrivant  d'abord  comme  il  suit  la  première 
de  ces  trois  équations  (19) 

«^K:-(-:)>««i'p-(-:)"]-?r-- 

puis  remarquant,  comme  dans  le  Chapitre  précédent  [formules 
(134)  et  (135)],  que  Ton  a  pour  une  variable  indépendante  6 
quelconque, 

'(/P)'       d  IIP\       d  [i  P\  f       Ul 


nous  la  mettrons,  en  la  divisant  alors  par  le  produit  3P'QR, 
sous  la  forme 

^  ♦»  o»  7    r       2PQR 

Or  les  expressions  (15)  ou  (II)  de  P,  Q,  R,  dans  lesquelles 
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A,  By  G  ont  les  valeurs  (13),  ou  plutôt  celles-ci  qui  8*en  dédui- 
sent, 

/p==/a  +  n/A,  /Q  =  fê-i-w/B,  /R  =  /r  +  «'C, 

donnant  par  deux  différentiations  successives 


—  =      n— • 

f                A 

n' 

/R             *' 
-=      "p' 

/P           n' 
n-. 

a               A 

7       '*c' 

(/P)»          /-r" 

-fJ' 

(/P)' 

/n"     n"\ 

-"It-^f)' 

la  substitution  de  ces  dérivées  dans  l'équation  précédente  (15**''). 
fournira  celle-ci 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  multipliant  par  ~,  la  première 
des  trois  équations  suivantes  ^ 

■    ^  2nPQR  BC  A 

BG  B  Rn*  -+-  P*'» 

CG  C  P**  ^  QV* 

^  2nPQR  AB  C 

les  deux  autres  devant  résulter  manifestement  d'un  calcul  ana- 
logue opéré  sur  les  deux  autres  équations  (19)  précitées,  puis 
que  toutes  les  équations  dont  nous  avons  fait  usage  pour  ce 
calcul  procèdent  d'une  loi  de  permutation  évidente. 

On  pourra  donc  substituer  dans  le  calcul  ac(uel|  à  la  pre- 


(17) 
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mière  de  ces  équations  (19),  soit  la  première  des  trois  équations 
que  nous  venons  d*éerire/soit  une  combinaison  quelconque  de 
ces  mêmes  équations,  par  exemple  celle  obtenue  en  les  ajoutant 
membre  à  membre,  équation  dont  la  considération  s'impose  de 
préférence  à  tout  autre,  parce  que,  les  premiers  membres  se 
détruisant,  elle  ne  sera  plus  alors  que  du  premier  ordre  seule- 
ment en  $,  Wy  n,  et  qui  sera  la  suivante 

^2«PQR  BC       ^  ^  CA 

Rn'* 

-^  (nC  -4-  A  +  B)  —--f 
AB 

laquelle,  en  tenant  compte  de  la  relation  identique  (14),  puis 
ramenant  tous  les  termes  au  même  dénominateur,  se  réduira 
finalement  à  la  suivante  : 

(1 8)  î^— -î- (A*.P*"  -\-  B'.Qv'»  +  C«.Rn'«)  =  0. 

ABC 

Or,  comme  nous  Tavons  fait  observer  maintes  fois  déjà  dans 
le  Chapitre  précédent,  il  résulte  des  définitions  (7)  des  quantités 
P,  Q,  R  qu'elles  sont  toutes  trois  essentiellement  positives,  et  ne 
peuvent  être  supposées  nulles  que  pour  des  points  exceptionnels. 
L'équation  qui  précède  ne  saurait  donc  être  vérifiée  qu'à  la  con- 
dition que  l'on  ait  n  —  1  «=»  0,  ou  n  «»  1 ,  ce  qui  réduit  dès  lors 
les  valeurs  (15)  de  nos  inconnues  P,  Q,  R  à  la  forme  linéaire 
très  simple,  découverte  par  Lamé  (*)  : 

(19)  P  =  a{Y  — n),         Q  =  6(n  — *),         R  =  r(*  — y). 


(*)  Ces  expressions  sont  celles  qui  résultent  immédiatement  du  rapprochement  des 
formules  (4)  du  §  LUI  (p.  9a),  et  (i4)  du  $  LVI  (p.  99)  des  Leçons  sur  tes  Coordonnées 
Curvilignes.  Lamé,  à  la  vérité,  ;  fait  expressément  —  «  »  6  »  —  7^;  mais  aucune  consi- 
dération, comme  nous  le  verrons  par  la  suite,  n'impose  cette  restriction,  qui  outre  qu'eUe 
est  arbitraire,  à  le  grave  défaut  de  rompre  la  symétrie  essentielle  entre  ces  trois  fonc- 
tions P,  Q,  R,  laquelle  est  une  condition  indispensable  au  succès  des  calculs  qui  nous 
restent  à  accomplir,  si  nous  voulons  obtenir  une  solution  complètement  rigonrense  du 
problème  posé  dans  ce  Mémoire. 
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Mais  si  Tillustre  Auteur  a  su  deviner  en  quelque  sorte  cette 
solution  remarquable  imposée  par  la  forme  des  équations  (15) 
et  (19)  du  Chapitre  III,  il  la  pose  d'emblée,  en  se  contentant, 
pour  toute  justification,  de  remarquer  en  dix  lignes  (*)  qu'elle 
satisfait  bien  aux  trois  équations  (13),  et  par  conséquent  rien 
dans  sa  théorie  ne  permet  de  penser  que  cette  solution  soit  la 
seule  admissible,  ou  seulement  la  plus  générale  possible,  pro- 
position qui  résulte  au  contraire  avec  une  complète  rigueur  des 
calculs  qui  nous  ont  conduits  tout  à  Theure  a  ces  mêmes  expres- 
sions (19). 

Nous  aurons  plus  d'une  fois  encore,  dans  le  cours  de  cette 
recherche,  l'occasion  de  renouveler,  avec  autant  de  raison,  la 
même  observation. 

4**  «  Ces  fonctions  inconnties  *,  W»  FI  satisfont  toutes  les  trois 
à  une  même  équation  différentielle  ordinaire  du  cinquième  ordre.  • 
—  Les  trois  équations  du  second  ordre  (19)  du  Chapitre  III,  dont 
nous  n'avons  encore  utilisé  qu'une  seule,  lorsqu'on  y  aura  remis 
à  la  place  de  P,  Q,  R  leurs  valeurs  précédentes  (19)  en  <I>,  ^ff  FI, 
appartiendront  alors  à  une  catégorie  que  Ton  rencontre  assez 
rarement  en  Analyse,  et  qui  est  en  quelque  sorte  intermédiaire 
entre  les  équations  différentielles  ordinaires  et  les  équations  aux 
dérivées  partielles.  En  effet,  si,  d'une  part,  elles  ne  renferment 
pour  inconnues,  de  même  que  les  premières,  que  des  fonctions 
d'une  seule  variable,  chacune  d'elles  contient  néanmoins,  comme 
les  secondes,  des  fonctions  inconnues  de  chacune  des  trois 
variables  indépendantes,  ainsi  que  leurs  dérivées  relatives  à 
ces  trois  variables  différentes,  puisque  les  trois  inconnues  y  entrent 


(')  A  savoir  le  dernier  alinéa  de  la  page  99  (§  LVI),  car  les  équations  (14)  qn'il  y  écrit 
présentent  manifestement  la  même  forme  que  nos  équations  ci-dessus  (19),  à  la  seule 
condition  d'y  particulariser  les  constantes  oc,  6,  %  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire  dans 
U  note  précédente. 

Quant  à  l'alinéa  suivant  de  douze  lignes  (page  iOO),  il  fait  bien  connaître  par  quelle  série 
d'inductions  rationnelles  l'on  peut  être  conduit  à  constater  qu'une  pareille  forme  d'expres- 
sions vérifie  par  le  fait  les  équations  en  question,  mais  il  n'établit  évidemment  en  quoi  que 
ce  soit  la  nécessité  de  cette  même  forme,  qui  permet  seule  de  dire  qu'elle  est  la  plus 
générale  possible. 


296. 

simultanément  :  d'où  il  suit  que  ces  équations  ne  peuvent  être 
intégrées, en  l'élat^ni  comme  un  système  d'équations  différentielles 
ordinaires,  toutes  les  dérivées  des  inconnues  n'étant  pas  rela- 
tives à  la  même  variable  indépendante,  ni  comme  un  système 
d'équations  aux  dérivées  partielles,  puisque  chaque  inconnue  ne 
dépend  que  d'une  seule  variable. 

Toutefois,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  pourront  être  ramenées 
sans  peine  à  de  simples  équations  différentielles  ordinaires,  à 
l'aide  de  la  méthode  d'élimination  des  constantes  arbitraires  qui 
conduit,  en  partant  d'équations  en  termes  finis,  à  la  formation 
de  semblables  équations.  Car,  par  rapport  à  l'inconnue  9,  par 
exemple,  les  deux  autres  fonctions  W  et  II  pouvant  être  consi* 
dérées,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  et  secondes,  comme 
autant  de  constantes  distinctes,  il  est  clair  qu'il  suffira  de  se  pro- 
curer, par  la  différentiation  en  9  seule,  un  nombre  total  de  sept 
équations  distinctes,  pour  que  l'on  puisse  ensuite  éliminer  entre 
elles  les  six  quantités  %  V',  V,  II,  H',  H",  et  former  par  là 
une  équation  différentielle  ordinaire  à  laquelle  devra  satisfaire 
isolément  l'inconnue  ^. 

Si  donc  nous  n'avions  pas  encore  fait  usage  de  ce  groupe 
d'équations  (19)  du  Chapitre  III,  comme  on  obtiendrait  préci- 
sément ce  nombre  de  sept  équations  en  joignant  à  ces  trois 
équations  elles-mêmes  celles  qui  en  proviendraient  en  différeii- 
tiant  par  rapport  à  9,  une  fois  chacune  des  deux  dernières  équa- 
tions, et  deux  fois  la  première  (laquelle  ne  contenant  pas,  comme 
les  deux  autres,  la  dérivée  $'\  devra  dès  lors  être  différentiée 
une  fois  de  plus  que  celles-là),  on  voit  de  cette  façon  que  l'équa- 
tion différentielle  cherchée  serait  ainsi  du  troisième  ordre 
seulement.  Mais  il  n'en  peut  plus  être  ainsi  actuellement,  parce 
qu'ayant  tout  à  l'heure  substitué  à  l'une  quelconque  de  ces  équa- 
tions (19)  du  Chapitre  III,  ou  (16)  de  celui-ci,  la  combinaison 
(17)  ou  (18),  à  laquelle  nous  avons  déjà  satisfait  en  prenant 
n=3l  dans  les  expressions  (15),  nous  sommes  assurés  par  là 
qu'avec  les  expressions  (19)  ainsi  obtenues,  ces  trois  équations  (1 9) 
du  Chapitre  III  se  réduisent  maintenant  à  deux  distinctes 
seulement. 
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Il  faudra  donc  à  présent,  pour  obtenir  le  même  nombre  de  sept 
équations,  différentier  trois  fois  la  première  de  ces  équations  (19) 
et  deux  fois  Tune  des  deux  suivantes,  puis  joindre  les  équations 
ainsi  formées  à  deux  quelconques  de  ces  équations  (19)  elles- 
mêmes  :  d'où  Ton  voit  ainsi  que  Téquation  différentielle  demandée 
sera  dès  lors  du  cinquième  ordre  en  4>.  Et  cela  posé,  il  résulte 
évidemment  de  la  symétrie  complète  que  présentent  à  la  fois, 
ce  groupe  d  équations  d*une  part,  et  les  expressions  (19)  ci- 
dessus  de  P,  Q,  R  d  autre  part,  que  les  deux  équations  sembla- 
bles qui  déterminent  ^  et  II  apppariiendront  exactement  au 
même  type,  en  sorte  que  Tinlégration  de  ces  trois  équations 
différentielles  n*exigera  qu*un  seul  et  même  calcul. 

Pour  effectuer  cette  élimination,  différentions  donc  d'abord 
trois  fois  de  suite  par  rapporta  9,  la  première  équation  du  groupe 
(19)  du  Chapitre  III. 

A  cette  fin,  récrivant  d*abord  cette  équation, en  y  remplaçant  G 
par  sa  valeur  immédiatement  précédente  (18),  puis  réduisant, 
ainsi  qu'il  suit 

r  PQ        /p\n     ^OR 

[_     a  o  \ar/  J  f    f 

puis  y  remettant  à  la  place  des  dérivées  de  P,  Q,  R  leurs  valeurs 
déduites  des  expressions  (19),  savoir 


(20) 


î= ... 

9  = 

6n' 

î 

p 

-= atl'. 

0 

-6*' 

> 

-  =  — yy'. 

* 

P» 

ar'\ 

p* 

7*~ 

—  an", 
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nous  les  transformerons  dans  eelle-ci 

2P  (RQ'.  «y"  -  QR».  an")  =  Q«  (—  P .  ar^r"  H-  2R .  aW*) 

H.  R«(_  p.a«n'*  -f.  2Q  a'n'')  -^  F.ey*", 

ou,  en  divisant  par  a  et  ordonnant  ie  second  membre  par  rap- 
port aux  dérivées  <&',  V,  II', 

(2i)       S  ^^e^^J'  H'"  — QR*.n')=:^P'.*"  +  (2aR  — rP)Q'.v'* 
(  -f-(2aQ  —  6P)R«.n". 

Cela  fait,  une  première  différentiation  en  9  nous  donnera,  en 
nous  rappelant  que,  par  hypothèse,  P  est  indépendant  de  cette 
variable, 

2Pr(R.2Q?  H-  Q*-)y-  — fQ.2R5  H-  R*5J  n"l 

=  —  P».2*'*  '  -t-  [(S^R  — rP)  2Q  -  +  Q*.2«5 1  v'* 

«  L  ?  ?j 

-*-  paQ  —  6P)  2R  5  +  R*.  2a  -|  n'* . 

ou,  en  remplaçant  de  nouveau  les  dérivées  de  P,  Q,  R  par  leurs 
valeurs  (20), 

2P  [(-  R.2Q.6*'  -».  Q*.r*V'  —  (Q-2R-r*'  -  R'.6*')  n"] 

=  — P'.2*'*"  H-  f(2aR  — rP)(-2Q.64>')  -f-Q».2ar*'l  V* 

a  *-  -' 

-4-  [(2«Q  —  6P)  2R .  r*'      —  R'  ■  2a6*']  n'*, 

ou  encore,  en  divisant  par  24»',  et  ordonnant  par  rapporta  P,  Q,  R 
les  deux  parenthèses  du  second  membre  : 

p  [Q  (yQ  —  26R)  y"  ^  r  (6R  —  2rQ)  n"] 

=  —  P'.  «»."  -f-  Q  (6r P  H-  arQ  —  2a6R)  y" 

a 

—  R  (6rP  ^-  a6R  —  2arQ)  H'*. 
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Or,  les  expressions  (19)  donnant  évidemment  les  relations 

6rP  -♦-  r  «Q  -+-  a<5R  =»  aêr  (v  —  ri  -4-  n  —  ♦  ^  *  —  y)  =  0, 

d'où  Ton  conclut  séparément 

6rP  •+-  «rQ  ==  -—  «6R.  ^rP  -+-  «6R  =  —  «rQ, 

réquation  que  nous  venons  d'obtenir  par  une  première  différen- 
tiation  pourra  dès  lors  être  mise  sous  la  forme  plus  simple 

/..bi.x  i  P[Q(rQ-26R)T"-hR(6R-2rQ)n"J=~P^*" 

Différentiant  alors  de  nouveau  celle-ci,  nous  obtiendrons  de 
la  même  façon 

p|"JQ(r--2ê-)^.(rQ~2êR)?U" 
-h  j  R f 6^-.2r-)  -H  (€R  -  2rQ)  -  j  n"j 

et,  en  substituant  encore  les  valeurs  (20), 

p[  j  Q(— y.gf— 2^,y*')  ^  (rQ  —  2êR)  (—  6*')  j  t" 

-+-  j  R (6 .r*'  +  2r.6*')  h-  (6R  —  2rQ)  r*'  (  n"] 

=!l P».*'"  _  3a  (0 .r*'  —  R . 6*')  (6^1^''  —  m''), 

a 

OU,  en  divisant  encore  par  4>  , 

2P  [6  (6R  —  2rQ)  y"  —  r  (rQ  —  26R)  n"] 

(22)      J  6v      <!»"' 

^    ^     ^  ===  Z  p3.  _  —  3a  (rQ  —  6R)  (S'*''*  -  r  n'*) . 
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Une  troisième  différentiaiion  nous  donnera  enfin 

,.[.(.î_.2),.,_.(„_«_.î)„,.] 

ou»  toujours  par  l'application  des  mêmes  procédés, 

2P[6(6.r*'  ■♦-  2r.6*')v"  — r(— r.6<>'— 26.r*')n"J 

c*est-è-dire  simplement,  en  réduisant,  et  divisant  par  S/^»', 

P'    I    d  /*'"\ 
(22*^)       6P(6m"  -f.rn")-= :  t"  "T    -  6a(6T"  — rn'»). 

Pour  accomplir  littéralement  le  programme  que  nous  nous 
sommes  tracé  pour  ce  calcul,  il  faudrait  maintenant  former  deui 
équations  analogues,  en  différeniiant  deux  fois,  également  en  9, 
la  seconde  ou  la  troisième  équation  (19)  du  Chapitre  III,  joindre 
les  deux  équations  obtenues  do  cette  façon,  ainsi  que  les  précé- 
dentes (21%  (29)  et  (22"'),  à  deux  de  ces  mêmes  équations  (19) 
elles-mêmes,  puis,  après  avoir  remplacé  de  nouveau  dans  toutes 
P,  Q,  R  et  leurs  dérivées  par  leurs  expressions  (19)  et  (20), 
éliminer  alors  entre  ces  sept  équations  les  six  quantités  V,  V,  V, 
n,  II',  n".  Mais  la  forme  particulière  de  Téquation  (22"')  que  nous 
venons  d'obtenir  nous  dispensera  heureusement  de  cette  seconde 
partie  de  notre  programme;  car  si  nous  récrivons  cette  même 
équation  ainsi  qu'il  suit,  en  ne  gardant  au  second  membre  que 
le  premier  terme,  et  divisant  ensuite  par  son  coefficient  ^' 

^  [P  (6T"  H-  rn")  -  a  (€.'«  -  rn")]  =  ;p  ^  (^)  • 

le  second  membre,  qui  ne  dépendra  alors  que  de  9  seule,  ne 
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pourra  être  constamment  égal  au  premier,  qui  ne  dépend  lui  que 
de  ^  et  de  tir,  qu'à  la  condition  de  conserver  une  valeur  constante, 
en  sorte  que  le  résultat  de  Pélimination  poursuivie  sera  certai- 
nement une  équation  de  la  forme 


1  1  f  *"1  — 

7'  Jf  Wi  "" 


const.. 


et  les  équations  différentielles  demandées  seront  dès  lors  les 
trois  suivantes 

<^'>    5;b5;WJ-"'    A^ih)]-'^    ;r.brf^t)J="' 

équations  que  n'indiquent  ni  Lamé,  ni  Betti,  et  dont  Piotégration 
générale,  malgré  leur  ordre  élevé  et  leur  apparente  complication, 
sera,  au  contraire,  comme  nous  le  verrons  tout  à  l'heure,  des 
plus  simples  et  des  plus  faciles. 

Comparaison  de  la  méthode  de  détermination'qui  précède  avec 

CELLE  INDIQUÉE  PAR  LaMÉ  POUR  LE  MÊME  OBJET.  —  Avant  dC  prOCédcr 

à  cette  intégration,  et,  au  moyen  de  ses  résultats,  à  la  formation 
de  la  solution  cherchée,  on  nous  permettra  bien,  en  vue  de 
justifier  l'opportunité  et  l'intérêt  des  calculs  qui  précédent,  d'in- 
diquer sommairement  quelles  considérations  et  quelle  méthode 
propose  Lamé,  dans  les  Leçons  sur  les  Coordonnées  Curvilignes, 
pour  parvenir  à  la  détermination  des  inconnues  <b,  W,  II. 

Au  lieu  de  ramener  la  question,  ainsi  que  nous  venons  de  le 
faire,  à  l'intégration  d'une  seule  équation  différentielle,  Lamé, 
après  avoir  mis  chacune  des  trois  équations  (19)  du  Chapitre  111 
sous  la  forme  analogue  à  (21),  allègue  comme  évident  que  «  la 
vérification  de  semblables  équations  ne  saurait  être  obtenue  qu'en 
exprimant  »  les  carrés  des  dérivées  (*)  4>*',  W,  n'*  par  des 
développements  tels  que 

(24)  ♦'««ZoUoy,  ^'«c=2i|J„<  n'«=r2e,n', 


I  ; 


(*)  Pour  faciliter  an  Lecteur  l'intelligence  da  teite  de  Lamé,  et  lui  rendre  aussi  aisée  que 
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lesquels  donneront  à  leur  (our,  en  différentianl  et  divisant  respec- 
tivement par  2<ï>',  "iW,  211',  pour  les  dérivées  secondes,  les  déve- 
loppements corrélatifs 

(25)      *"  =  2-cJl.,*-\        v"r=2-  tfc.V-*,        n"  =  2ie,n*-', 

et  qui,  «  d'après  la  symétrie  complète  des  équations  qu'ils  doivent 
vérifier,  doivent  ètr^  composés  d'un  même  nombre  fini  (?)  de 
termes  {*)  » .  Et  alors,  dit  Lamé,  «  la  substitution  de  ces  valeurs 
dans  les  trois  équations  développées  les  réduira  à  ne  contenir 
que  des  puissances  entières  des  (<^,  ^,  II),  et  l'indépendance 
relative  de  ces  trois  fonctions  de  variables  différentes  exigera 
l'annulation  de  tous  les  termes  k  l'aide  des  trois  séries  de  coeffi- 
cients indéterminés  (cA,„  ifeo  d)  (**)  •• 

Il  est  à  peine  besoin  de  faire  observer,  sans  examiner  pour 
l'instant  les  conditions  pratiques  de  l'application  de  celle  méthode 


possible  la  comparaison  que  nous  avons  en  vue  dans  cet  article,  nous  croyons  devoir 
substituer,  même  dans  les  citations  textuelles  empruntées  au  discours  de  Lamé,  les 
notations  et  le  numérotage  d'équations  du  présent  Mémoire  à  ceux  de  l'illustre  àuliMir, 
ce  qui  ne  modifiera  évidemment  en  quoi  que  ce  soit  le  sens  ni  la  portée  des  textes  en 
question. 

(*)  Leçons  sur  les  coordonnées  cdrvilignes,  S  LVIH,  (page  103,  second  alinéa). 

(**)  IBID.,  §  LVU  (page  lOS,  in  medio).  L'équation  (21)  de  Lamé,  qui  précède  immédia- 
tement ce  texte,  n'est  autre  en  effet  que  notre  équation  (31)  dans  laquelle  on  aurait  permuté 
deux  fois  de  suite  les  trois  groupes  ^a,  6,  y),  (0,  T,  n),  (P,  Q,  R),  puis  fait  passer  tous  les 
termes  dans  le  premier  membre,  et  enfin  divisé  par  le  produit  4PQR'.  On  retrouvera  en 
effet  Uuèralement  cette  équation  (!2i)  de  Lamé,  si  l'on  traduit  notre  équation  (21),  pré- 
jiarée  comme  nous  venons  de  ie  dire,  dans  les  notations  de  l'Auteur,  à  l'aide  de  la  clef 
suivante,  qui  pourra  servir  de  même  pour  toutes  les  équations  empruntées  à  Lamé  et 
rapportées  par  nous  dans  le  cours  de  cette  théorie,  savoir 

y=c*Aî,        n=:c'Aî, 

à  laquelle  il  faut  joindre  la  restriction  —  oc  »  g  =  —  9/rs  ^déjà  signalée  dans  une  note 
antérieure  (page  294).  On  s'assurera,  aisément  par  exemple,  en  appliquant  la  même 
transformation  à  nos  trois  équations  (19\  qu'elles  reproduiront  bien  de  même  liuiraie' 
ment  les  trois  équations  (14)  de  Lamé  (page  99),  déjà  citées  un  peu  plus  haut  dans  la  note 
de  la  page  295  ci-dessus. 
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dans  rhypolhèse  que  noua  allons  dire  ('),  qu*elle  ne  serait  admis- 
sible, même  en  théorie  pure,  pour  le  Cas  général,  que  si  le 
nombre  commun  n  des  termes  de  chaque  développement  (24) 
était  a  priori,  non  seulement  fini,  mais  connu,  condition  essen- 
tielle que,  pas  plus  avant  qu'après.  Lamé  n'établit  d'une  façon 
certaine,  quant  au  Cas  le  plus  général  du  problème  :  attendu 
qu'en  Tabsence  de  cette  double  condition,  Ton  ne  pourra  faire 
autrement  que  de  supposer  illimité  chacun  des  développements 
(24),  auquel  cas,  après  substitution  des  valeurs  (19)  d'abord, 
puis  (24),  et  (25),  dans  les  équations  précitées  (21),  les  premiers 
membres^  de  chacune  d'elles  devant  alors  être  composés  eux- 
mêmes  d'une  suite  illimitée  de  termes  en  4>,  W,  II,  Ton  se  trou- 
verait ainsi  condamné  par  cette  voie,  à  former  d'abord,  puis  à 
poser  et  à  résoudre,  un  nombre  indéfini  d'équations  successives. 
Aussi,  après  avoir  indiqué  en  théorie  cette  méthode  pour  la 
détermination  des  inconnues  4>,  W,  II,  Lamé  se  garde-t-il  bien 
de  l'adopter  en  fait,  et  se  bâte-t-il,  en  attaquant  le  problème,  «  au 
lieu  d'entreprendre  une  opération  aussi  prodigieusementlongue  » , 
de  lui  substituer  une  série  de  déductions  fort  ingénieuses,  mais 
de  valeur  purement  conjecturale,  dont  il  trace  ainsi  le  pro- 
gramme :  «  D'après  certaines  propriétés  des  fonctions  (^,  W,  Il 
et  leurs  dérivées),  assigner  d'avance  les  valeurs  probables  des 
coefficients  (cilo<,  a(i><,  C|);  composer,  en  quelque  sorte  de  toutes 


(')  Si  l'on  admet  comme  démontrée,  par  le  procédé  que  nous  indiquons  ou  bien  par  tout 
autre,  l'hypothèse  assurément  fort  restreinte  de  n  a  3,  qui  correspond,  ainsi  que  nous^ 
aHons  le  voir,  à  la  réalité  pour  le  Cas  le  plus  général,  et  qui  n'introduira  dès  lors  que  neuf 
coefficients  JI9,  '\ihf  G,  à  déterminer,  comme  rien  n'indique  à  priori  que  les  coefficients 
a,  6,  y  des  expressions  (19)  devront  rester  arbitraires,  l'on  voit  que,  suivant  cette  méthode, 
l'on  devra  calculer  d'abord,  puis  égaler  à  zéro,  au  moins  douze  coefficients  des  différents 
termes  en  ^,  H^,  n,  formant  le  développement  des  équations  précitées  (SI)  après  la  substi- 
tution des  expressions  (19)  d'abord,  puis  (24;  et  (25)  ensuite.  Ainsi,  en  n'envisageant  que 
les  conditions  dans  lesquelles  seules  devient  admissible  et  réalisable  la  méthode  indiquée 
par  Lamé,  on  sera  donc  amené  par  cette  voie  k  résoudre  un  système  de  douze  équations, 
qui  seront  linéaires  par  rapport  aux  neuf  coefficients  eH»  Ob,  Q,  mais  du  cinquième 
degré  par  rapport  aux  trois  autres  a,  6,  y.  C'est  un  calcul  équivalent  au  fond  k  celui-là 
que  nous  allons  effectuer  dans  les  pages  qui  vont  suivre,  mais  en  le  présentant  sous  une 
forme' qui  permette  mieux  de  le  développer  jusqu'au  bout,  et  telle  que  les  résultats 
définitifs  en  soient  beaucoup  plus  clairs  et  plus  faciles  à  interpréter. 
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pièces,  un  groupe  (24)  qui  reproduise  ces  propriétés,  et  con- 
stater ensuite  que  le  groupe  ainsi  obtenu  vérifie  les  équations 
[du  type  (21)]  ».  Si  nous  ajoutons  que  Lamé  fonde  ce  nouvel 
ordre  de  considérations  sur  la  base,  singulièrement  étroite, 
consistant  à  démontrer»  comme  il  le  fait  un  peu  plus  loin,  que 
«  le  nombre  commun  des  termes  des  développements  (24)  ne 
saurait  être  inférieur  à  trois,  et  quUI  peut  n'être  que  trois  » ,  et 
qui  dès  lors  n'établit  en  aucune  façon  la  nécemlé  de  la  forme  de 
solution  correspondant  à  cette  hypothèse,  permise  mais  gratuite. 
Ton  jugera  sans  doute  avec  nous  que  cette  solution  présentée 
par  lui  dans  les  Leçons  sur  les  Coordonnées  Curvilignes,  quelque 
belle  et  importante  qu'elle  soit,  étant  rencontrée  et  justifiée  par 
les  procédés  que  nous  venons  de  dire,  n^offre  en  Tétat  que  la 
valeur  d'une  solution  très  particulière.  Et  dès  lors,  la  question 
de  la  recherche  de  la  solution  la  plus  générale  du  problème 
restant  entière  comme  devant,  peut-être  sera-t-on  plus  disposé 
à  nous  pardonner,  en  considération  de  leur  rigueur  et  de  la 
neiieté  de  leurs  résultats,  la  prolixité  et  la  complication  des 
calculs  que  nous  allons  offrir  dans  ce  Chapitre,  pour  suppléer  à 
Tinsuffisance  trop  manifeste  de  ceux  présentés  par  Lamé  dans 
l'ouvrage  ci-  dessus  désigné  (*). 

Intégration  générale  de  l'équation  différentielle  du  cinquième 
ORDRE  proposée.  —  On  pourrait  avoir  la  pensée,  ayant  à  intégrer 
d'une  façon  générale  l'équation  différentielle  du  cinquième  ordre 
à  laquelle  nous  sommes  parvenus  un  peu  plus  haut,  de  déve- 
lopper cette  équation,  et  de  l'ordonner,  conformément  à  l'usage, 
par  rapport  aux  divers  ordres  des  dérivées,  et  pour  les  dérivées 


(*)  Nous  ne  savons  en  effet  dans  quel  autre  ouvrage  se  trouve  la  démonstration  posté- 
rieure (dont  nous  n'avons  nulle  connaissance)  k  laquelle  Lamé  fait  allusion,  en  disant,  4 
deux  reprises  différentes  et  dans  les  mêmes  termes,  successivement  à  propos  de  celles  de 
ses  formules  qui  correspondent  à  nos  équations  (19)  d'abord,  et  (SS)  ensuite  :  c  J'ai  démon- 
tré, depuis,  que  les  valeurs  [(19)  ci-dessus]  des  (P,  Q,  R),  exprimées  par  les  [4,  T,  n,ci- 
aprës  (S8)],  sont  les  intégrales  le»  plus  générales  du  groupe  des  trois  équations  aux  diffé- 
rences partielles  Kl 3)  ou  (49)  de  notre  Cbap.  III],  qu'elles  vérifient  ».  (CooRDomi.  Cimv , 
pp.  400,  dernier  alinéa,  et  407,  premier  alinéa.) 
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de  chaque  ordre,  suivant  leurs  puissances.  Écrite  de  cette  façon, 
avec  les  notations  classiques,  la  première  de  ces  trois  équations 
(33)  serait  alors 

tj    d^^^d^df*'d^^d^  [d^'l  ■*■     [df*/  l^'^^' 

Mais  ce  calcul  préalable,  loin  de  rapprocher  du  but  et  de  faci- 
liter la  découverte  de  Tintégrale  cherchée,  en  éloigne  au  con- 
traire, en  faisant  perdre  de  vue  la  voie  naturelle,  qui  consisté 
évidemment  à  repasser  en  ordre  inverse,  et  en  les  intervertissant 
elles-mêmes,  par  la  série  d'opérations,  différentielles  ou  algé- 
briques, dont  les  symboles,  accumulés  dans  la  formule  précitée 
(23),  constituent  précisément  la  représentation  de  Téquation 
différentielle  elle-même,  méthode  qui  devra  par  conséquent 
nous  conduire  beaucoup  plus  aisément  et  plus  sûrement  au  but. 

îy^  «  Les  trois  inconniœs  4>,  ^,  Il  sont  de  simples  fonctions 
linéaires  des  sinus  carrés  d'amplitude  de  la  variable  correspon- 
dante » .  —  Adoptant  donc  comme  point  de  départ  la  première 
des  trois  équations  proposées,  savoir 

df  L*'  dy  \  *'  /  J  ~"    ' 
une  première  intégration  donnant  immédiatement 

une  seconde  aussi  facile  donnera  semblablement 

~7-  =«r  3A'I>  ^  A'  ou  ♦'"  «=  3A**'  -f-  A V, 

équation  qui  pourra  être  écrite,  en  multipliant  de  nouveau  par  d(p, 
*'"f/ç,  =  3A*  ♦'dp  -4-  A'.*'df,         ou  d*"  =  J  A . 24»d<l>  -♦-  A'da», 


(27) 
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et  fournira  dès  lors  à  son  tour,  par  une  troisième  intégration, 

*"=  |A*'-f-  A*-f-  i  A". 

Cette  dernière  enfin,  étant  elle-même  multipliée  par  2^'ff<p, 
deviendra 

2*'4>"c/5>  =  A  .3*Vrff  -f-  A'  2**'d?>  -f-  A".  *'rff, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

rf.*"  =  Ad.<l»*  *- A'd.*'-f- A'V*, 

et  donnera  par  conséquent,  avec  la  même  facilité  : 

(26)  4>'*  =  (  —  j  c=  A**  -♦-  A  V  -*-  A"*  -f.  A'". 

Et  dès  lors,  en  extrayant  les  racines,  et  séparant  les  variables, 
nos  trois  équations  proposées  (23)  conduiront  donc,  comme  on 
le  voit,  pour  déterminer  les  trois  inconnues  ^,  W^  II,  à  trois 
équations  de  la  forme 

d*  ,  dv 

d^i 


i^A*^  H-  AV  ^  A"*  -4-  A"  I/Bh^'-h  BV-*.  B"y-*-  B" 

dn 


di 


CT  = 


I^Cn»-+.C'n*-*-C"n-i-C" 


lesquelles  nous  fourniront  définitivement  les  expressions  cher- 
chées par  Tinversion  de  trois  intégrales  elliptiques  de  première 
espèce,  au  moyen  des  douze  constantes  arbitraires  A,  B,  G,  qui 
figurent  dans  ces  équations,  et  de  trois'  autres  simplement  addi- 
tives  A,  h\  h'\  ce  qui,  avec  les  trois  constantes  a,  ê,  y  qui  entrent 
antérieurement  dans  les  expressions  (19)  de  P,  Q,  R,  formera 
un  total  de  dix-huit  constantes  arbitraires  figurant  dans  les  résul- 
tats obtenus  jusqu'à  ce  moment. 

La    forme    de  l'expression    des    carrés   des    trois  dérivées 
^'2,  W*,  n'2,  est  donc  bien,  comme  on  voit,  exactement  celle 
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pressentie  par  le  merveilleux  flair  analytique  de  Lamé  (*);  mais 
tandis  que  sa  théorie  se  borne  à  établir  que  cette  forme  est  suffi- 
sante pour  fournir  une  solution,  et  ne  montre  en  aucune  façon 
par  conséquent  que  cette  solution  soit  la  seule  possible,  ce  fait, 
capital  pour  la  question  qui  nous  occupe,  est  établi  nettement  au 
contraire  par  le  calcul  précédent,  qui  démontre  rigoureusement 
la  nécessité  de  cette  même  forme  d^expression  pour  les  carrés  des 
dérivées  considérées. 

La  question  de  fintégration  générale  des  équations  différen- 
tielles (23),  dont  nous  avons  fait  un  intermédiaire  obligé  de  notre 
difficile  recherche,  est  donc  dés  à  présent  déjà  complètement 
acquise,  mais  ce  serait  une  erreur  grave  de  croire  que  ce  résultat 
suffise  à  lui  seul  pour  nous  fournir  la  solution  du  problème 
spécial  envisagé  dans  ce  Chapitre.  En  effet,  de  même  que  dans 
deux  autres  occasions  déjà  signalées  (pp.  159-160,  et  ^  p.  287), 
ces  équations  (23)  ont  été  introduites  dans  le  calcul  au  moyen  de 
différentiations  successives  et  multipliées  des  équations  propo- 
sées (19)  du  Chapitre  III;  leurs  intégrales  représentent  donc 
encore  une  solution  plus  large  que  celle  qui  convient  à  la  question, 
et  il  y  aura  lieu,  par  conséquent,  de  faire  un  choix  parmi  toutes 
les  expressions  des  fonctions  P,  Q,  R  qui  résulteraient,  par  les 
formules  (19)  précédentes,  des  valeurs  des  inconnues  4>,  ^,  n, 
fournies  en  dernière  analyse  par  Tinversion  des  intégrales  des 
différentielles  (27).  En  d'autres  termes,  les  expressions  de  P,Q,R 
ainsi  obtenues,  ne  vérifieront  pas,  en  Tétat,  le  groupe  du  second 
ordre  (19)  précité,  les  dix-huit  constantes  énumérées  tout  à 
rheure  demeurant  toutes  arbitraires;  et  il  reste,  en  conséquence. 


(*)  Avec  cette  obserTation,  qu'à  la  place  de  nos  fonctions  <I>,  Y,  n,  qui  sont,  comme  on 
le  verra  tout  à  l'heure,  des  fonctions  linéaires  des  sinus  carrés  d'amplitude  des  variables 
correspondantes,  Lamé  introduit  dans  sa  théorie  des  fonctions  A,  Ai,  At  qui  n'y  entrent 
que  par  leurs  carrés  et  leurs  dérivées,  et  qui  sont  proportionnelles  aux  sinus  d'amplitude 
eux-mêmes,  ce  qui  revient  dès  lors  à  supposer,  dans  ses  équations  différentielles  corres- 
pondant à  (26)  ou  (27),  les  seconds  membres  réduits  à  la  forme  canonique,  qui  comporte 
seulement  trois  termes,  tous  pairs,  ainsi  qu'il  l'avait  supposé  expressément  à  l'avance,  fort 
arbitrairement  du  reste,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  plus  haut. 

21 
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&  attribuer  à  ces  constantes,  jusqu^à  concurrence  du  nombre 
nécessaire,  des  valeurs  déterminées,  telles  que  ces  trois  équations 
(19)  du  Chapitre  III  soient  effectivement  vérifiées  :  calcul,  en 
quelque  sorte  rétrospectif,  qui,  pour  s*imposer  le  dernier,  et  au 
moment  où  nous  pouvions  espérer  toucher  au  but,  n*en  consti- 
tuera pas  moins  peut-être  la  partie  la  plus  laborieuse  de  notre 
tâche. 

Nous  y  arriverons  cependant,  en  changeant  à  la  fois  de  varia- 
bles et  de  constantes,  et  formant  alors,  à  Taide  d*un  petit  nombre 
d'identifications,  le  système  complet  des  relations  auxquelles  les 
nouvelles  constantes  devront  satisfaire  pour  remplir  cette  condi- 
tion. 

A  cette  fin,  substituant  aux  neuf  constantes  A',  A",  \"\ 
B',  B",  B'",  C,  C",  C'y  neuf  autres  constantes  arbitraires  a\  b\  c«, 
a'',  6'*,  c'^fa^^y  6"*,  c"*,  nous  mettrons  les  trois  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  (27),  supposées  ramenées  préalable- 
ment au  type  équivalent  (26),  sous  la  forme,  plus  commode  pour 
la  dernière  intégration, 

i4>'«  =  A  (♦  ^  a»  )  (♦  -4-  6*  )  (♦  ^  c'  ), 
n'«  =  C  (n  +  a"')  (n  -f-  6'")  {n  +  c'y, 

et  alors  le  même  calcul  que  nous  avons  déjà  présenté  à  la  fin 
de  notre  Chapitre  II  à  Toccasion  de  l'expression  (147),  et  qui 
aboutit  aux  équations  (152)  et  (1S3),  nous  donnera,  en  écrivant 
respectivement  cette  fois  4»,  (p,  g,  et  h  h  la  place  de  >,  0,  a-,  et  r, 
pour  intégrale  générale  de  la  première  de  ces  trois  équations  (28), 
la  première  des  trois  suivantes  (les  deux  autres  résultant  d'un 
calcul  tout  semblable), 

i*  =  —  a'  cii*  {  gf  -^  h  )  —  6'  sn'  (  ff?  -♦-  A  ), 
Y  «  -  6'*  cn*(gf>  H-  A'  )  —  c"  sn'CjV  -*-  h'  ), 
n  =  —  c"*  en'  (ff"a  +  A")  —  a'"  sn'  (y"a  +  A"), 

h,  h',  h" y  étant  les  trois  nouvelles  constantes  arbitraires,  simple- 
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ment  additives,  introduites  par  cette  dernière  intégration,  et  les 
trois  modules  ft,  k\  k*\  ainsi  que  les  trois  coefficients  gr,  g',  g", 
qui  figurent  (au  moins  implicitement)  dans  ces  formules,  étant 
par  définition  les  valeurs  (*)  : 


(30)        g^i[/M/'li?~?^        j'=il/Bi/6'«-a'»,        g"  =  iVCi^c*''—b"\ 


„„  .-v^,    .v^:.    -vçp^ 

Car  il  est  visible  qu*avec  le  changement  de  notation  que  nous 
venons  de  dire,  d'une  part  Féquation  différentielle  (152)  se 
transformera  dans  la  première  équation  proposée  (28),  à  la  seule 
condition  de  faire  j-^====  V/A,  c'est-à-dire  de  prendre  pour  g 
la  première  valeur  (30),  et  que  d'autre  part  l'expression  (147), 


{*)  Si  l'on  aime  mieux  s'en  assurer  par  un  calcul  direct,  ayant  écrit  la  première  des 
expressions  (29)  sous  la  première  forme  (448)  du  Cbap.  II,  savoir 

*  =  —  o»  -+-  (a*  —  b*)  sn'  {g^  -¥-  h), 

l'on  en  déduira  encore  immédiatement,  eu  égard  ft  la  valeur  (31)  du  module  Ar,  comme  lors 
des  équations  (447),  (i48),  (i49),  et  (150), 

4>  -♦-  «■  =  (a*  —  6*)  sn«  {gf  -t-  A),  *  -f.  6*  =  —  (a»  —  6*;  en"  (g» -h  A), 

4>  -♦-  c*  =  —  («•  —  c*)  dn*  (g»  -*-  A), 
d'oti  Ton  conclura,  en  égard  à  la  valeur  précédente  de  4>,  comme  dans  le  calcul  précité, 
(*-4-a«)  (*^6")(*-f-c»)  =  la*  -  6*)«(û*  -  c*)sn*(^f-t-A)cn«(g^-t-;i)dn«(^»-f-A) 

et  dès  lors,  en  multipliant  par  A,  Téquation  proposée,  c'est-à-dire  la  première  des  trois 
équations  (28),  sera  vérifiée  identiquement  à  la  seule  condition  de  satisfaire  à  la  relation 


Q^  —c^ 


1=A— — -»  d*où  g  =  iV/k[/a*^c». 

Par  ota  l'on  voit  que  les  expressions  ci-dessus  (!i9),  dans  lesquelles  g,  g',  g'\  k,  k*  k'' 
sont  par  hypothèse  les  valeurs  (30)  et  (31),  représentent  bien  les  intégrales  générales  des 
trois  équations  du  cinquième  ordre  proposées  (23),  chacune  avec  les  cinq  constantes  arbi- 
traires distinctes  qu'elle  doit  renfermer  par  définition. 


3i0 

dans  laquelle  on  avait,  par  définition,  yi  =  96  h-  t,  se  changera 
bien  en  même  temps  dans  la  première  des  expressions  précé- 
dentes (29). 

Détermination  des  constantes  arbitraires  surabondantes  par 

LA    vérification    A   POSTERIORI    DU   GROUPE  DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND 

ORDRE.  —  Les  intégrales  générales  demandées  étant  donc  désor- 
mais acquises,  nous  connaissons  ainsi  par  le  moyen  des  expres- 
sions (19)  et  (29),  la  forme  nécessaire  en  9,  t{/,  zj  des  fonctions 
inconnues  P,  Q,  R,  dans  le  Cas  le  plus  général,  et  nous  sommes 
assurés  dés  maintenant  qu*il  sera  possible,  en  choisissant  con- 
venablement les  constantes,  de  vérifier  avec  ces  expressions  les 
trois  équations  du  groupe  du  second  ordre  (19)  du  Chapitre  III. 
Il  nous  reste  donc  seulement,  en  Tétat,  à  disposer  des  dix-huit 
constantes 


(32) 


de  manière  à  procurer  efiectivemenl  cette  vérification,  recherche 
qui  consistera  évidemment  dès  lors  en  de  simples  identifications. 

6®  «  Les  trois  inconnues  P,  Q,  Reprises  ensemble,  renfermeront 
dans  leurs  expressions  dix  constantes  complètement  arbitraires 
seulement.  »  —  A  cet  effet,  nous  introduirons,  à  titre  auxiliaire, 
comme  constantes  distinctes,  en  même  temps  que  ces  dix-huit 
premières  (32),  les  treize  autres  suivantes,  savoir  :  d'abord  les 
six  quantités  9,  g\  g\  A,  k\  k",  définies  par  les  égalités  ci-dessus 
(30);  puis,  en  second  lieu,  les  six  autres  /,  m,  n,p,  9,  r,  définies 
semblablement  par  les  six  égalités 


a,  6,  r, 

A,  B,  C, 

h.    A',  A", 

a,  b,  e. 

a',  b',  c', 

a",  6",  c", 

(35) 


_p«=6"— c'",        —  9=c"»— o'         — r=o»  —5'», 


et  dont  les  trois  dernières  satisfont,  par  conséquent,  à  la  condition 
(34)  p  +  q  -*-r  =  0; 
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ei  enfin,  pour  compléter  le  nombre  total  de  trente  et  une  con- 
stantes» une  dernière  quantité  «,  que  nous  nous  réservons  de 
définir  également  un  peu  plus  loin,  à  Taide  d*une  nouvelle  rela- 
tion, en  fonction  des  précédentes  déjà  énumérées.  Et  dès  lors  la 
question  reviendra  évidemment  à  former,  sans  en  omettre 
aucune,  toutes  les  relations  qui  devront  exister  nécessairement, 
pour  procurer  la  vérification  demandée,  entre  ces  trente  et  une 
constantes,  en  sus  des  relations  déjà  existantes  ou  restant  à 
poser,  et  exprimant  les  définitions  des  treize  constantes  auxiliaires 
que  nous  venons  de  spécifier. 

En  même  temps,  nous  adopterons  dans  ce  calcul,  comme 
variables  indépendantes,  à  la  place  de  9t  ^9  «r,  les  trois  fonctions 
de  ces  variables 

(55)        u^sn'igf+h),        v=8n»(gf>-*-A'),        ti?=sn'(gf"a^A"), 

et  il  arrivera  alors  qu*avec  ces  deux  nouveaux  systèmes,  de  con- 
stantes d'une  part,  et  de  variables  de  Tautre,  récriture  des  équa- 
tions proposées  (19)  du  Chapitre  III  se  trouvera  simplifiée,  au 
point  de  rendre  Tidentification  beaucoup  plus  facile. 

Introduisant  donc  les  constantes  (35)  et  les  variables  (35) 
dans  les  expressions  (29),  mises  préalablement  sous  la  première 
forme  (148)  du  Chapitre  II,  nous  aurons  tout  d  abord  les  nou- 
velles expressions 

!♦  «  —  a'   -f-  {  o'  —  6»  )  sn'  (  jff  -♦-  A  )  =  —  o'    —lu, 
n  =  —  c'"  ^  (c"*  -  a"»)  sn'  (9' a  +  h")  =  —  c'"  —  nw, 

lesquelles,  étant  reportées  à  leur  tour  dans  les  expressions  (19), 
et  tenant  compte  des  valeurs  de  définition  (33)  de  p,  q,  r,  trans- 
formeront ces  expressions  dans  les  suivantes  : 

p  =  a  (y  —  n)  =  a  (p  -H  nu?  —  mi;), 

(36)  {  Q  =  6  (n  —  ♦)  =  6  (9  -♦-  /u  —  nw), 

R  =sy  (♦  —  y)  ««  r  (r  -f-  mr  —  lu  ). 
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D'aulre  pari,  la  première  de  ces  expressions  (SS*""),  éiani  diffé- 
rentiée  une  première  fois,  donnera  semblablement  avec  ces  nou- 
velles notations 

du 
(37)  *'=»  —  /.  —  =  —  â/jf  sn  {gf  -t-  h) en  {Çf  -♦-  h)  dn  {g^  ^  h). 


=  —  2lg  Vu  \/T^^  i^l  -k*u, 
ou,  en  élevant  au  carré, 

(38)        *"==4Psf'M(l  — w)(l  — ft^w)==4/y[ti  -  (1  -^ifc')ti'H-  iV]; 
puis,  en  différentiant  à  nouveau  cette  dernière  expression, 
2«'*"  =  4?^*  [i  —  2  (1  -H  k*)  u  -f-  3Jt'M']  -^. 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  tenant  compte  de  la  première 
équation  (37), 

0"  =  _  2^  [i  _  2  (1  4- 1')  ti  ■+-  3fc*ti*] 

En  rapprochant  maintenant  cette  dernière  expression  de  la 
précédente  (38),  toutes  les  formules  que  nous  avons  successive- 
ment établies  obéissant  à  une  loi  évidente  de  permutation  circu- 
laire, on  voit  que  nous  aurons  avec  ces  nouveaux  éléments  à  la 
fois  les  six  expressions 

♦'«==4^9'.    [u-(l+fc'  )uVfcV   ],      *"=-2/3'.   [i-î2(1-4-fc*  )ti^31kV  ], 

(39)    \  'F'*=4m*9". [v  -(1-4-Jfc"  )w»-*-fc'V  ],       y"=  -2m9".[l-2(i-f-fc''  )  v  -+-5kV  ], 

n"=4n*5"*.[M?-(l-4-fc"*)ti?'-hit"W],       n"=-2nj"«.[l-2(l-4-ik'")u7-i-3i"V]; 

et  il  n'y  aura  plus  dès  lors  qu'à  substituer  ces  valeurs,  en  même 
temps  que  les  expressions  (36),  dans  deux  des  équations  propo- 
sées (19)  du  Chapitre  III,  supposées  mises  préalablement  sous 
la  forme  (21)  de  celui-ci,  et  à  égaler  ensuite  à  zéro  séparément 
les  coefficients  des  différentes  puissances  de  u,  v,  w,  pour  assurer 
ainsi  par  de  simples  identifications  la  vérification  demandée. 
A  la  vérité,  cette  opération  serait  encore  pratiquement  irréali- 
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sabie,  si  Ton  était  tenu  de  raecomplir,  comme  dans  le  calcul  pro- 
posé par  Lamé,  intégralement  et  séparément  pour  tous  les 
coefficients  des  différents  termes  qui  entreront  dans  chaque  équa- 
tion identifiée  (21);  mais  on  va  voir  heureusement  qu*il  suffira 
d  accomplir  cette  opération  pour  un  nombre  très  restreint  de  ces 
coefficients,  et  en  choisissant  ceux  dont  Texpression  sera  la  plus 
simple  et  la  plus  facile  à  obtenir,  pour  être  parfaitement  assuré 
d  avoir  réalisé  complètement  Tidentification  des  trois  équations, 
comme  le  proposait  Lamé,  sans  fournir  en  même  temps  la  possi- 
bilité de  remplir  le  programme  ainsi  tracé  (*). 

En  effet,  ces  trois  équations  (19)  du  Chapitre  III,  ou  (21) 
de  celui-ci,  devant  se  transformer  en  identités  lorsque  Ton  y 
substituera  les  valeurs  (36)  et  (39),  cette  identité  se  maintiendra 
dés  lors  quelles  que  soient  les  valeurs  particulières  que  Ton  attri- 
bue aux  variables  u,  v,  w.  Or,  ces  trois  équations  du  type  (21), 
que  nous  nous  proposons  d'identifier,  étant  les  suivantes 

2PQR  (Qt"  —  Rn")  =  —  ?•♦'*  ^  (2aR  —yP)  QV*  -4-  (2aQ  -  gRlR^n'*, 
a 

(40)    \  2PQR  (Rn"  -  P*")  =—  Q''»''*  -^  (26P  —  «Q)  R'n"  ^  (26R  — rQ) P««'*, 

2PQR  (P*"  —  Qw")  «  -  R»n'«  -^  (2rQ—  6R)  P'4>'*  -^  (2rP  —  ^R)QV", 
y 

si  nous  y  faisons  tout  d'abord  a  =  0,  i;  =  0,  ti;  =3  0,  en  spécifiant 


(*)  Aq  nombre  des  raisons  qui  assureront  le  succès  de  notre  calcul,  tandis  que  celui 
proposé  par  Lamé  pour  le  même  objet  était  littéralement  impraticable  (ainsi  qu'il  en 
convient  d'ailleurs  lui-mèmeen  renonçant  à  l'effectuer),  il  faut  encore  compter  la  précaution 
que  nous  avons  eue  jusqu'ici,  et  que  nous  aurons  jusqu'au  bout  dans  tout  le  cours  de  cette 
étude,  de  n'introduire,  soit  comme  quantités  variables  ou  constantes,  soit  comme  équa- 
tions, que  des  éléments  analytiques  satisfaisant  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  deux  conditions  : 
ou  bien  de  procéder  par  groupe  de  trois,  s'écbangeant  les  unes  dans  les  autres  à  l'aide  de 
permutations  circulaires  évidentes;  ou  bien  de  se  reproduire  identiquement  elles-mêmes 
par  le  jeu  des  mêmes  permutations  circulaires  que  nous  venons  de  dire  :  conditions  quo 
ne  réalisent  malheureusement  ni  les  équations,  ni  les  différents  systèmes  de  constantes, 
de  variables,  ou  de  fonctions,  sur  lesquelles  repose  la  théorie  si  remarquable  et  si  féconde 
de  Lamé. 
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à  Taide  de  l'indice  0  les  valeurs  correspondantes  des  différentes 
fonctions,  comme  les  égalités  ci-dessus  (39)  donneront  évidem- 
ment ^i*  =  0,  Wo*  =  0,  ni*  «=»  0,  il  est  clair  que  les  deux  pre- 
mières de  ces  équations  se  réduiront  simplement  à 

2PoQoRo  (Qo<  —  RoHo)  =  0,      âPoQoRo  (RoHo  —  Po*o)  =  0, 

c*est-à-dire,  en  vertu  des  valeurs  (36;  et  (39)  qui  donneront  de 
même 

Po==«p,  Qo  =  €ç,  Ro-=-rr, 

<  «  —  2/9»,  <  =  —  2msf",  n;  =  —  2119"*, 

aux  deux  conditions 

Po*o  =  Qo^;  =  Ron;', 

ou  bien 

ap,^lg*  =  69.2/W3'»  =yr.2ii5f"*. 

Nous  tiendrons  donc  compte  de  ces  deux  conditions,  et  nous 
déûnirons  en  même  temps  la  dernière  constante  auxiliaire  Sy  dont 
nous  avons  annoncé  un  peu  plus  haut  Tintroduction,  en  posant, 
par  une  raison  de  symétrie  qui  s*offre  naturellement  à  Tesprit, 

(41  )  s  =  aplg*  =  êqfmj'*  =  rrng"\ 

égalités  d*où  nous  tirerons  alors  : 

(42)  alg^^t,  6m^'*  =  -.  yng''^  =  ^' 

p  q  r 

Cela  fait,  prenant  ensuite  simplement  t;=a  0  et  u;«»  0  dans 
la  première  des  équations  (40),  et  convenant  de  spécifier  sem- 
blablement  par  Tindice  1  les  valeurs  correspondantes  des  diffé- 
rentes fonctions,  comme  les  mêmes  expressions  (39)  donne- 
ront alors  évidemment  $i*  =  *'^  W?  «=  0,  El,*  =  0,  la  première 
équation  (40)  se  réduira  de  même  pour  celte  hypothèse  à 

(43)  2P.Q,R,  (Q.^;' -  R.nO  =  -  Pî*'«. 

a 
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Or,  les  expressions  (36)  et  (39)  donnant  de  leur  côté,  en 
tenant  compte  des  égalités  (iS), 


Q,  =  6  (^  H-  /u),  R,  =»  r  (r  —  lu) , 


d'où  Ion  conclura 

==  — 2«  -  -♦-  -l/u« (o  -♦-  r)tt, 

\9       r/  qr 

l'équation  en  question  (43)  sera,  avec  ces  valeurs, 

2^ip.6(9-»-/tt).r(r--/w).--T—(7-i-r)M  =  —.aV.4Pi^Hi[l--(<  4-Jt») ti  +  ft*u*], 

0U9  en  multipliant  par  qr,  développant,  réduisant,  et  supprimant 
les  deux  facteurs  communs  aux  deux  membres  laèyplu  et 
8  =»  (xplg\ 

_[çr  +  (r  — qr)/t#-  /«u'Jf?  -•-  r)  — p7r[i  — (i  +  fc*)ti  -♦•  ifc«u*]. 

Il  faudra  donc,  pour  Tidentification,  que  Ton  ait  à  la  fois  les  deux 
conditions 

—  ?r  (7  -♦-  r)  =  pqr  ou  —  (9  -h  r)  =  p, 

avec 

— (r-7)/.(7  +  r)=— p(jrr(i  +  f)         et  /«.(?  ^  r)=pgrfc», 

dont  la  première  est  dores  et  déjà  satisfaite  par  hypothèse, 
puisqu'elle  reproduit  simplement  la  relation  (34),  et  réduit  dès 
lors  les  deux  suivantes,  lorsqu'on  l'y  introduit,  à  ces  deux  plus 
simples  : 

(U)  l(q-r)^(i^}f)qr,  i^  =  ^Vqr, 
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Il  est  bien  clair  à  présent  qu'en  faisant  de  même  tu  «»  0  et 
u  =3  0  dans  la  seconde  équation  (40),  on  trouverait  d'une  façon 
analogue,  en  identifiant  cette  fois  par  rapport  à  v^  les  deux  autres 
conditions 

(45)  m  (r  —  p)  =  (1  +  i'*)  rp,  m*  =  -  *'Vp  ; 

et  enfin,  en  prenant  semblablement  u  ^=  0  et  v  =  0  dans  la  troi- 
sième équation  (40),  Tidentification  par  rapport  à  tv  fournirait 
alors  ces  deux  dernières  conditions 

(46)  „  (p  -  ç)  =  (1  ^  i"«)  pq,  n'  =  ^  k'^pq 

Munis  de  ce  premier  résultat,  reprenons  le  même  procédé  de 
recherche,  avec  un  système  particulier  de  valeurs  des  variables 
u,  Vy  u;,  qui  soient  différentes  de  zéro,  mais  choisies  de  façon  à 
rendre  le  calcul  des  substitutions  dans  les  équations  proposées 
(40)  aussi  simple  que  possible. 

A  cet  effet,  récrivant  les  deux  premières  expressions  (39)  de 
la  façon  suivante 

(  *'•  =  ^tg'Ju  [i  -  u  (I  -♦-  ft«  -  fii)], 
^    ^  I  *"  =  — %«[i— 2ii(l +Jt»-k«tt)^iV], 

nous  choisirons  pour  u  la  valeur  u  =  u^,  définie  par  Téquation 

(48)  1  -4-  A*  —  A'm,  «  0 ,  d'où  ti,  =  » 

parce  que  Ton  voit  de  suite  que,  pour  cette  valeur  particulière 
de  u,  des  deux  expressions  précédentes,  celle  de  ^'^  se  réduira 
à  un  seul  terme,  et  celle  de  <t>"  à  deux  termes  seulement  au  lieu 
de  trois  (*). 


(')  Il  est  facile,  en  effet,  d'évaluer  à  ravance  le  nombre  énorme  de  termes  que  l'on  aurai  t 
ât  envisager  dans  cette  substitution,  et  qu'il  faudrait  ainsi  calculer  d'abord  séparément, 
puis  réduire,  et  ordonner,  pour  un  système  de  valeurs  des  variables  u,  v,  te,  supposées 
toutes  trois  différentes  de  zéro,  mais  arbitrairement  choisies  d'ailleurs.  Car  chacune  des 
neuf  expressions  (36)  et  (39)  ayant  déjà  trois  termes,  on  voit  que  le  nombre  de  termes  k 
former  serait  séparément,  pour  le  premier  membre  de  chaque  équation  précitée,  (40)  de  : 


(49) 
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Pour  calculer  commodément  les  valeurs  correspondantes  de 
ces  mêmes  expressions,  les  deux  conditions  déjà  acquises  (44), 
nous  donneront  tout  d'abord,  en  les  divisant  Tune  par  Tautre, 
pour  la  valeur  de  u  que  nous  venons  de  spécifier  (48), 

1  H-A»      r-qf  , 

M,=  — — =— ^  dou  lui^r—q, 

laquelle,  en  tenant  compte  de  la  première  égalité  (42)  et  de 
la  seconde  (44),  réduira  les  deux  valeurs  précédentes  (47)  de 
^')  et  ^"  simplement  à  celles-ci 

n  *K    X      ..  -2'/.  ^\.\  -^«r.  f*--*/')! 

ap^        ^"  ap    \         P         I         ap    L  Q^     A 

Et  par  conséquent,  si  nous  envisageons  simultanément  pour 
u,  t?,  u;,  les  trois  valeurs  analogues,  fournies  par  les  égalités 

lui  =  r  —  </,  mvi  ^=sp  —-ry  nw^  =  9  —  p, 

et  que,  pour  plus  de  clarté,  nous  spécifions  encore  par  Tindice  2 
les  valeurs  des  différentes  fonctions  correspondantes  à  ce  système 
particulier  de  valeurs  des  trois  variables,  nous  trouverons  donc, 
en  premier  lieu,  d'après  le  résultat  qui  précède, 

*;'=-(r-g),  y,«=i'(p_r,,  n;»=if(?-p), 

otp  bç  yr 

,'^^ZÎlLt=^,     .',^^I±UJP=!ll     n^^-^^U-^'^'], 

«PL  V^    A  ^  l  rp    j  yr  l  rq    J 


3' .  2  .  3«  «  6  .  3*  =  6  .  81,  et  pour  le  second  membre  de:  iO. 3-4-2. 2. 3. 6. 3 
=2. 3 (5 +  2. 6. 3) ««6 (5 +  36)  =  6. 41,  soit  ensemble  pour  chaque  équation  de: 
6 '81 +41)  «6.122  =  732. 

Pour  le  système  particulier  de  valeurs  i<s,  t;,,  tos,  que  nous  choisissons,  au  contraire,  les 
trois  quantités  P,  Q,  R  n'ayant  plus  qu'un  seul  terme,  et  les  dérivées  premières  et 
secondes  (49),  étant  développées  et  réduites,  que  deux  et  trois  termes  seulement,  le  nombre 
des  termes  analogues  à  former  et  à  écrire  sera  dans  les  mêmes  circonstances  simplement, 
pour  le  premier  membre,  de  :  2 . 1 . 3  =  6,  et  pour  le  second  membre  de  :  1 . 2  +  2 . 1 . 2 
es  6,  au  total  douze  pour  chaque  équation,  au  lieu  de  732  que  nous  avons  compté  tout  à 
l'heure. 
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et  en  second  lieu,  par  les  formules  (36)9  et  en  tenant  compte  de 
la  relation  (34),  pour  la  première  fonction  P, 

P,=>  ot  [p  -4-  (ç  —  p)  —  (p  —  r)]  =  a(—p  +  7  4-  r)  «  —  2ap, 

c*est-à-dire  par  conséquent  pour  P,  Q,  R,  les  valeurs  simples 
(50)  P,  =  -  2ap,  Q,  =  -  26ç,  R,  =  -  2yr. 

Avec  ces  dernières,  calculons  séparément  les  deux  membres  de 
Tune  quelconque  des  équations  (40),  la  première  par  exemple, 
pour  ce  même  système  de  valeurs  des  trois  variables. 

A  cet  effet,  les  valeurs  (50)  et  (49)  donnant  tout  d*abord 

Q..;.  =  4, [i  -11^].  RX  =4. [i  -^]; 

nous  obtiendrons  donc,  d*une  part,  pour  ce  premier  membre, 
2P.Q,R,  (Qi<  -  R,n;')  -  2  (~  2)\ap.îq.yrA8  1  -^^IZl^îl!  h-  ^PZl^TI 

L       rp  pq    j 

=  2*a6r«  \q  (r-p)»-r(p— ç)«]=2*a6y«[ç(r«— 2rp  ^p^)—r(p*—^pq  h-  f)\ 

-=  2'a6r«  [(q  '-r)p*'^  qr*  —  rç']  «=  2*a6r«  (q  —  r)  (p»  —  qr). 

D'autre  part,  les  mêmes  valeurs  (SO)  donnant  tout  aussi  faci 
lement 

2aRj  —  rP,  =»  —  2  (2a. rr  —  y.ap)  =  —  2ar  {2r  —  p), 
2aQ,  —  eP,  =  —  2  (2a. €9    -  6  ap)  «  —  2a6  (2?  —  p), 

nous  trouverons  successivement  pour  le  second  membre  de  la 
même  équation 

-  PW  +  (2«R,  -  r  P,)  QWt'  -4-  (2aQ,  -  6P,)  RJu;* 

a 

„!r  (_  2)'ay.-(r  -  7)  -  2«y  (2r  -p).â'6V.  ^'(p-r) 
a  txp  oO 

-  2«6  (29  -  p).2VV.— (9_p) 
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«  — 2'«€r«[p' (»•  —  </) •^(2r  —  p).?(p  —  r) ^(27- p).r (9— p)] 
«=  — 2»a6r4p*(^-9)-*-(2r  — p)(9p-?r)-f-(2g-p)(r9— rp)] 

=  —  Vaîys  \j)*{r  —  </)  -4-  2p7r  —  qp^-^qr  (2r  —  p) 

-4-  rç  (Sç  —  p)  —  2pqfr  -*-  rp*] 

2»cc6r«[2pMr-?)-«r|2r-p-.(2qr-.p)|] 

=  — 2»«6r«[2p'(r-9)-9r.2{r-9)]  =  2*«6r«(9— r)(p'-?r), 

résultat  identique  à  celui  déjà  trouvé  pour  le  premier  membre  : 
et  il  en  eût  été  bien  évidemment  de  même  si,  au  lieu  de  la  pre- 
mière équation  (40),  nous  eussions  considéré  la  seconde  ou  la 
troisiémei  vu  qu^elles  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  per- 
mutation circulaire,  de  même  que  toutes  les  formules  dont  nous 
avons  fait  usage  pour  ce  calcul. 

On  voit  donc  ainsi  que  pour  un  système  particulier  de  valeurs 
des  variables  u,  v,  w,  non  compris  dans  ceux  dont  la  considé- 
ration nous  avait  déjà  fourni  les  neuf  conditions  (41),  (44),  (45)^ 
et  (46),  et  qui  n'a  pas  été  choisi  expressément  en  vue  du  présent 
résultat,  chacune  des  équations  (40)  est  encore  vérifiée  identi- 
quement par  le  moyen  de  ces  seules  conditions.  Il  est  dés  lors 
extrêmement  probable  que  ces  neuf  conditions,  jointes  à  celle 
(34)  qui  existait  déjè  à  Favance,  en  vertu  de  leur  définition,  sont 
à  elles  seules  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  ces  mêmes 
équations(40)  soient  vérifiées, comme  on  le  demande,  pour  toutes 
les  valeurs  possibles  des  variables  u  et  r,  par  les  expressions 
(36)  et  (39). 

Tel  est  le  fait  analytique  essentiel,  dont  il  nous  reste  unique- 
ment désormais  à  nous  assurer  d'une  façon  certaine,  pour  avoir 
alors  enire  les  mains  tous  les  éléments  de  la  solution. 


Cette  vérification  finale  serait  sans  doute  encore  une  fois  une 
opération  fort  compliquée,  peut-être  même  impossible  pratique- 
ment, en  raison  du  trop  grand  nombre  de  termes  qu'il  faudrait 
envisager,  si  Ton  était  tenu  de  Topérer  sur  les  équations  propo- 
sées elles-mêmes.  Mais   il  est  clair  que  Ton  pourra  tout  aussi 
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bien  y  procéder  sur  les  équations  transformées  dans  lesquelles 
elles  se  changeront  par  une  substitution  linéaire  des  variables 
Uf  V,  w,  substitution  que  Ton  pourra  choisir  à  volonté,  de  façon 
à  réduire  encore  autant  que  possible  le  nombre  des  coefficients  à 
calculer  :  car  ridenciié,  étant  supposée  réalisée  avec  ce  système 
déterminé  de  variables,  se  maintiendra  encore  évidemment 
lorsqu*on  Tabandonnera  pour  revenir  aux  variables  primitives. 

Introduisons  donc,  dans  cette  pensée,  à  la  place  des  variables 
u,  V,  w,  trois  autres  variables  U,  V,  W,  qui  en  soient  de  simples 
fonctions  linéaires,  c'est-à-dire  définies  par  les  formules 

(51)         /M  =  /'U-4-r,  mu  =  m'V-f-wi",  nuj  =  n'W-t-n", 

et  disposons  tout  d'abord  des  six  coefficients  de  la  substitution 
/',  m\  n'y  l'y  m'y  n'\  de  manière  à  simplifier  autant  que  possible 
à  la  fois  les  expressions  (36)  et  (39).  Récrivant  donc  dans  ce  but, 
en  premier  lieu  les  deux  premières  (59),  en  tenant  compte  des 
conditions  (41)  et  (44),  ainsi  qu'il  suit 


41  *  s=r 


lju\l—i -lu  —  —  u*^^—  \qr  lu -i-lr—q)Pu* -Pu^, 

l  qr  qr    j      apqr^^  ^  J 


"P 

ap    L  qr  9^    J      apqr*-  ^  J 

puis  les  transformant  par  la  substitution  linéaire  (51)  dans  les 
suivantes 

*"  =  —  \qr  (l'U  -f-  /")  -f-  (r  —  g) {l'V  ^  H'-  C'U  +  i'?] 
ofpc/r  l 

=— [rj(/r-f-(r-9)r  — r'}-4-j9r^2(r— ç)r  — sr'jru 
(52)  i  -f-(r— 9  — snru'-ru'], 

♦"  =^^  {qr  ^-  2  (r  —  o)  {l'V  +  /")  —  3  (/'U  -*-  l"f\ 
apqr  L'  J 

==  ^^  [qr  +  2  (r  -  7)  /"  —  5/"*  +  2  (r  —  ç  —  5/")  /'U  —  5/'*U*l, 
o^pqr  *-  J 
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nous  ferons,  comme  on  voit,  disparaître  ravant-dernier  terme 
de  chacune  de  ces  deux  expressions,  en  déterminant  le  coeffi- 
cient {"  de  la  substitution  (51)  par  la  condition 

(55)  r  —  ç  —  3/"  =  a  d'où  /"  =»  i  (r  —  9)  ; 

auquel  cas,  d*abord  les  autres  coefficients  de  ces  mêmes  expres- 
sions auront  alors  respectivement  pour  valeurs,  eu  égard  à  la 
relation  (34), 

=  ^[3V-*-3('--9)'-(r-9)''J  =  ^[99rH-2(r-,)') 

^  ""-^[r  +  2  (r  -^  q?] - ^^  lqr-(q  +  r)p  +  p'] 

=  lri(ç_p)(r_p)  =  i(,-r)(r-p)(p-ç)^ ^,G. 


3'       ''       5'        "       3 
en  convenant  de  poser  pour  ce  calcul 


[_^r+(r-f-9)*J=-[-9r— p(r+9)]=— -(gr^rp+p9)=— -D, 


(55) 


(54)        D^qr-^rp-k-pq,  G  =  —  (qr  —  r)  (r  —  p)  (p  —  g)  ; 

et,  cela  fait,  par  le  moyen  de  ces  dernières  valeurs,  les  deux 
expressions  ci-dessus  (52)  se  réduiront  dès  lors  aux  suivantes  : 

*'»  =  —[— iG—-D./'U~PU»l ziirG+3D.3/'U-4-(3n'U»l 

apqrl     3*         0  J      Z^apqr^  J' 

*"=— l-lD-SrO'l  «^i-rDH-(3/7U']. 

apçrl       3  J  Zapqr^  -^ 


322. 

D*autre  part,  si  Ton  tient  compte  encore  de  la  relation  (34)^ 
les  valeurs  des  trois  coefficients  /",  m",  n*\  analogues  à  (S3), 
savoir 

(56)         r  «i(r-9),         m"«i(p-r),         '»"=^(7  -P), 

donnant  alors  pour  leurs  diSérences  deux  à  deux 

n"  -  iri"  «  —  p,  /"  —  n"  =  -  q,  m"—  /"  =  —  r, 

les  expressions  (36)  se  changeront  de  leur  côté,  par  les  substi- 
tutions (Si),  dans  les  suivantes  : 

P  c=  «  [p  ^  »'W  -♦-  n"  —  \int:y  ^  m")]  -=  «  (n'W  —  m'V), 
Q=6[9-i-  fU  -t-  r -(n'W H- «")]«=€(  /'U  — n'W), 
R«y[r  -i-m'V-i-m"  — (  /'U -«- f  )]  =r  (w'V  —  fD). 

Si  donc,  en  vue  de  simpliGer  encore  davantage  récriture  des 
expressions  (55),  nous  prenons  en  outre,  conjointement  avec  les 
valeurs  précédentes  (56)  de  /",  m",  n",  pour  /',  m',  n',  la  valeur 
commune  /'  i»  ni'  =  n'  =  |,  Ton  voit  alors,qu'avec  les  nouvelles 
variables  (51)  ainsi  définies,  les  neuf  expressions  (36)  et  (39), 
que  nous  avons  à  substituer,  auront  pris  maintenant  les  valeurs 
beaucoup  plus  simples 

(*) 

(88)       P=^(W-V)-ÎL,        Q=^(D-W)=^M,        R=r(V_C)=^iv. 


(*)  Nous  aTODs  dit,  dans  la  note  de  la  page  346  ci-dessus,  qu'après  la  substitution  dans 
les  équations  (40]  des  expressions  (36)  et  (39),  le  nombre  des  termes  en  ti,  v,  w  qui  s'offri- 
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en  convenant  encore  une  fois  de  désigner  par  L,  H,  N  les  trois 
différences 

(59)  L=W  — V,  M  =  U-W,  N  =  V  — D, 

lesquelles  vérifient  évidemment  les  cinq  relations 

!L  +  M  ^  N  =  0,  LU  -I-  MV  ^-  NW  -jO, 

LMN  =  —  (LU«  ^  MV«  ^  NW), 
2N-L=5V— 2U  — W,         2M  — L=-(3W--2U— V), 

dont  nous  aurons  à  faire  usage  tout  à  Theure. 

Avec  ces  valeurs  simplifiées  (58)  et  (57),  nous  aurons  main- 
tenant pour  les  différents  facteurs  qui  figurent  dans  la  première 
équation  (40),  dont  il  s'agir  de  vérifier  l'identification, 

PQR^^LMN,  Qh''    -  Rn"=-^|M(D-+-V»)  — N(D4- W')l, 

2aR-rP  =  ^(2N  — L),  2aQ  —  €P  =  -  (2M  —  L). 

5  5 


raient  ainsi,  avant  tonte  réduction,  les  variables  restant  arbitraires,  serait  égal  pour 
chacune  à  732.  En  supputant  semblablement  le  nombre  des  termes  analogues  en  U,  V,  W, 
fournis  par  la  substitution  des  expressions  (K8)  et  (57)  à  la  place  des  précédentes,  on  recon- 
naîtra sans  peine,  exactement  de  la  même  façon,  en  ayant  égard  aux  relations  suivantes 
(60),  que  ce  nombre  sera  maintenant  pour  chaque  équation,  en  faisant  tout  passer  dans  le 
premier  membre, 

6.2.4 -4- 4.3 -4- 2.3.3.3  ss  6(8 -*- 2 -*- 9)  =  6  J9  ==  114, 

au  lieu  de  732,  auxquels  donnait  naissance  la  substitution  précédente. 

Toutefois  quelque  importante  que  soit  cette  réduction  dans  le  nombre  total  des  termes 
que  l'on  aurait  ainsi  à  former,  puis  à  réduire  et  à  ordonner,  ce  n'est  point  en  réalité  cette 
simplification  qui  assure  le  succès  du  calcul  que  nous  allons  entreprendre,  car  ce  nombre 
demeurerait  encore  évidemment  trop  grand  pour  que  l'opération  devint  pratique,  si  les  coef- 
ficients de  ces  différents  termes  restaient  toujours  comme  auparavant  des  fonctions  plus 
ou  moins  compliquées  des  31  constantes  considérées  dans  ce  calcul  ;  mais  bien  plutôt  ce 
fait,  que  les  nouveaux  développements  en  question  ne  contiendront  plus  comme  constantes 
que  les  deux  seules  quantité  (54)  D  et  G,  par  rapport  auxquelles  ils  sont  linéaires  comme 
les  expressions  (57)  elles-mêmes  :  ce  qui  permettra,  en  ordonnant  ces  développements  par 
rapport  à  ces  constantes,  de  n'avoir  plus  à  considérer  que  des  polynômes  homogènes  du 
6*  degré  au  plus  en  U,  V,  W,  &  coeflScienis  exclusivement  numériquet  et  entiers,  et 
d'ailleurs  fort  simples,  et  par  conséquent  infiniment  plus  faciles  à  calculer  et  à  réduire. 

92 
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En  remettant  donc  ces  différentes  valeurs,  ainsi  que  les  déri- 
vées premières  (57),  et  la  valeur  (58)  de  P,  dans  Fcquation  en 
question,  nous  trouverons  alors  pour  résultat 

2  ^  LMN.-^FM  (D  +  V)  -  N  (D  -h  W)*] 
5'  oyqr  ^ 

Z^pqr  L  a      3'     a  ^  '        5  '     5'    6  ' 

+  -  m  -  L).  ^(G  -4-  3DW  +  W^)  , 

ou,  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre, 
supprimant  le  facteur  ^^,  et  désignant  pour  un  instant  par  A  le 
résultat  ainsi  obtenu, 

A  =  3LBfN  [M  (D  +  V)  -  N  (D  -f-  W')]  -f-  L'  (G  +  3DU  -^  U') 
+  M'  (2N  —  L)  (G  -t-  3DV  +  V)  -4-  N«  (2M  —  L)  (G  -*-  3DW  -4-  W), 

expression  qui  devra  dés  lors,  si  nos  prévisions  sont  bien  exactes, 
être  identiquement  nulle. 

Pour  procéder  à  cette  vérification,  après  avoir  développé 
le  second  membre,  ab  lieu  de  Pordonner  par  rapport  aux  puis- 
sances de  U,  V,  W,  il  sera  plus  commode  de  lordonner  par 
rapport  aux  deux  constantes  G  etD,  qui  y  figurent  seules,  et  par 
rapport  auxquelles  il  est  linéaire;  c'est-à-dire  que  nous  écrirons 
cette  même  expression  sous  la  forme 

A  =  cA>G  +  Si)î)D  +  G, 

les  trois  coefficients  <A>,  ^Si),  Q  ne  contenant  plus  dès  lors  dans 
leurs  expressions  que  les  seules  quantités  U,  Y,  W,  par  rapport 
auxquelles  elles  seront  homogènes,  et  respectivement  des  3*, 
4*,  et  6*  degrés.  Et  nous  nous  assurerons  alors,  sans  trop  de 
difficulté,  à  laide  des  valeurs  de  définition  (59),  et  des  relations 
(60)  qui  en  découlent,  que  chacun  de  ces  trois  coefficients 
oKo»  \ih9Q9  ^st  bien  identiquement  nul. 


(e^) 
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En  effeli  en  premier  lieu,  pour  le  coefficient  Jlo,  dont  Texpres- 
sion  de  définition  est,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire, 

«Hd  =  L»  +  M'  (2N  —  L)  -f-  N'  (2M  -  L), 

la  première  relation  (60)  donnant  immédiatement 

(61)  L  =  — (M^  N), 

il  est  clair  que  celte  même  expression  JU  pourra  être  écrite  suc- 
cessivement, en  partant  de  celle  qui  précède, 

c/lo==  L(M  -^  N)'  -+-  2MN(M  -♦-  N)  —  L  (M*  -♦-  N*) 

=  L(M'  ^  2MN  -4-  N*)  —  2MN.L  —  L(M»  -4-  N')  =0. 

En  second  lieu,  pour  le  coefficient  ifl,  remarquant  tout 
d'abord  que  les  valeurs  de  définition  (59)  et  la  seconde  relation 
(60)  donnent  semblablement 

(62)  M  —  N  =  2U  —  V  —  W,  —  LU  «  M V  ^-  NW, 
et  par  suite,  en  tenant  compte  aussi  de  la  précédente  (61), 

UL'  -  VM*  —  WN*  =  U  (M«  -4-  2MN  h-  N')  —  VM*  —  WJN* 

=  (U  —  V)  M*  ^  (U  —  W)  N*  -♦-  2L\\IN  =  —  NM«  -♦-  MN*  -*-  2UMN 
-=MN[— (M-N)-4-2U]  =  MN[— (2U  — V-W)-!-  2U] 

=  MN  (V  +  W), 

Texpression  du  second  coefficient  llb,  dont  la  valeur  de  définition 
est 

llî>  =  LMN(M  —  N)  -I-  VV  4-  M*(2lN  —  L)  V  +  N»(2M  —  L)  W 
=  LMN  (M  —  N)  -4-  L  (UL*  —  VM*  —  WN*)  +  2MN  (MV  4-  NW), 

équivaudra  par  conséquent,  en  vertu  des  trois  relations  (62)  et 
(62^)  que  nous  venons  d'élablir,  a  celle-ci 

lH  — LMN(2U  — V  -  W)-4-L.MN(V.t- W)  -2MN.LU  =  0. 


Enfiiiy  pour  le  dernier  coefficient  G»  dont  Texpression  est  la 
plus  compliquée  des  trois,  è  savoir 

G  —  3LMN(MV*  —  NW)  ^  L'U»  +  M»  (2N—  L)  V»  ^  N*  (2M  —  L)  W», 

celle-là  encore  se  transformera  sans  trop  de  peine,  i  Paide  des 
relations  ci-dessus  établies  (60),  ainsi  qu*il  suit 

G  ==  —  3  (LU*  -4-  MV*  H-  NW;  (MV«  —  NW*)  4-  L'U'  +  M*  (3V  —  2U  —  W)  V» 

_-N«(3W— 2U  — V)W» 
=  -  3  (LM. U«V«  +  M«.V*  H-  MN.VW»  —  NL.W*U*  —  MN.V«W*  —  iVW*) 
-♦-  L'.U»  -♦-  3M'.V*  —  M*.(2U  -+-  W)  V  —  3iV.W*  h-  N'.(2D  -4-  V)  W*; 

ou  encore,  en  réduisant,  et  remettant  à  la  place  de  L,  M,  N  leurs 
valeurs  de  définition  (59), 

G  =  —  3  [(W  —  V)  (U  -  W).U*V«  -  (V  —  U)  (W  —  V).  w*u«] 

H-  (W  —  V;'.U'  —  (U  -  W)*.(2U  -♦-  W)  V  ^  (V  —  U)*.(2U  h-  V)  W 
«  -  3  [(WU  —  UV  —  W*  -4-  VW).U»V«  —  (VW  —  WU  —  V*  ^.  UV).\V«0«] 
4-  (W»  —  3VW*  -♦-  3WV«  —  V») .  U» 

—  (U*  +  w*  -  2U W)  (2UV»  H-  WV»)  4-  (V  -f-  U«  -  2VU)  (2U W  -♦-  VW») 
«  -.  3  (U»V«W  —  D'V"  -*-  U*V'W)  -^  3  (U«VW»  —  U*W»  -^  D»VW^ 

^  (U»W»  —  3U»V W*  ^  3U'V*W  —  U'V») 

—  (2U»V*  -4-  2UV»W*—  4U*V»W  +  U'V'W  ^  V*W'  -  2DV*W^ 

-t-  (2UV"W'  -*-  2U'W»  —  4U'VW'  -♦-  VW  +  D«VW'  —  20 VW»)  =  0. 

tous  les  termes  sans  exception  se  détruisant  deux  à  deux,  ainsi 
qu*il  est  facile  de  le  reconnaître. 

Et  Ton  vérifierait  exactement  de  même  que  les  deux  autres 
équations  (40)  se  réduisent  elles  aussi  à  de  simples  identités,  car 
il  est  clair  que,  par  le  même  calcul,  elles  prendraient  alors  la 
forme 

oHû'G  -»-  3llî)'D  +  C'  =  0,  «A»"G  -«-  5lJÎ,"D  +  G"==0, 

les  deux  groupes  (<^',  i)l)',  G')>  (<*>"»  ^^"1  ©")  se  déduisant  évî- 
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demment  du  groupe  (Jb,  ^9  G)  par  la  simple  permutation  circu- 
laire des  trois  lettres  U,  V,  W,  et,  par  conséquent,  étant  encore 
composés  Tun  et  l'autre  de  trois  expressions  identiquement 
nulles. 

Nos  prévisions  sont  donc  bien  réalisées»  et  nous  sommes  certains 
à  présent  que  les  neuf  relations  entre  les  constantes  (41),  (44), 
(45)»  et  (46)»  jointes  i  celle  (34)  qui  existait  antérieurement 
entre  elles,  comme  conséquence  de  leur  définition»  sont  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  les  expressions  (19)  et  (29)  fournis- 
sent une  solution  du  problème  :  ce  qui  revient  à  dire  que  cette 
même  solution  sera  alors  la  plus  générale  possible»  si  les  con- 
stantes qui  y  figurent  ne  sont  astreintes  qu'à  ces  seules  conditions. 

Formation  de  la  solution  définitive  du  problème  spécial  envisagé 
DANS  CE  CHAPITRE.  —  Il  nc  uous  reste  donc  plus  maintenant  qu'à 
donner  i  la  solution  ainsi  obtenue  une  forme  telle»  qu'elle  ne 
renferme  plus  que  des  constantes  indépendantes  les  unes  des 
autres»  et»  par  conséquent»  individuellement  arbitraires. 

Si»  dans  ce  but»  l'on  jette  un  coup  d'œil  en  arriére  sur  l'ensemble 
de  ce  calcul»  depuis  le  moment  où  nous  avons  déterminé  les 
inconnues  ^»  W,  II»  à  l'aide  des  équations  diSerentielles  (28), 
jusqu'à  celui  où  nous  nous  sommes  proposé  de  reconnaître  que 
les  conditions  déjà  rencontrées  par  nous  entre  les  constantes 
étaient  suffisantes  pour  procurer  une  solution  (p.  319),  on  recon- 
naîtra sans  peine  qu'enu*e  les  31  constantes  déjà  énumérées  qui 
figurent  dans  ce  calcul»  savoir  les  18  (32),  les  12 

(63)  g,  g\  g".  A,  fc',  W\  l,  m,  n,  p,  q,  r, 

et  enfin  la  constante  s,  nous  avons  établi  successivement,  tant 
comme  définitions  que  comme  résultats  des  calculs»  21  relations 
distinctes  seulement»  savoir  les  3  (30),  les  3  (31),  les  6  (33)  f  ), 


n  La  relation  (34)  ne  doit  plus  maintenant  entrer  en  ligne  de  compte,  attendu  qu'elle 
D*est  pas  distincte  des  équations  (33)  actuellement  envisagées,  dont  elle  est  une  simple 
conséquence  algébrique. 
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les  3  (41  )»  et  les  6  (44),  (4S),  et  (46),  en  sorte  que  la  solution 
obtenue  par  le  moyen  de  ees  conditions,  qui  est  la  plus  générale 
possible,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire,  devra  contenir  dès 
lors  dans  son  expression  dix  constantes  individuellement  arbi- 
traires, et  ne  pourra  en  renfermer  davantage.  Il  résulte  de  là  que 
si,  par  un  procédé  quelconque,  nous  venons  i  rencontrer  un 
système  de  ces  31  constantes  qui  vérifient  à  la  fois  les  21  relations 
précitées,  et  pas  d'autres  en  sus,  c*est-à-dire  telles  qu'après  ces 
vérifications  il  en  subsiste  encore  dix  individuellement  arbitraires, 
Ton  pourra  affirmer  en  toute  certitude  que  ce  système  de  con- 
stantes, étant  introduit  dans  les  expressions  (19)  et  (29),  fournira 
précisément  la  solution  la  plus  générale  du  problème  qu'il 
s^agissait  de  trouver. 

Or,  d'une  part,  si,  conservant  toujours  les  douze  relations  (30), 
(31),  et  (33),  nous  éliminons  en  conséquence  par  leur  moyen, 
des  neuf  autres  relations,  les  douze  constantes  (63)  qu'elles  avaient 
pour  but  de  définir,  il  est  bien  facile  de  voir  que  les  neuf  relations 
transformées,  ainsi  obtenues  entre  les  dix-neuf  autre  constantes, 
qui  seront  alors,  en  intervertissant  leur  ordre,  et  chassant  les 
dénominateurs,  au  lieu  de  (44),  (4S),  (46),  et  (41),  celles-ci  (*) 


(*)  Nous  éciÎTODS  en  premier  lieu  les  équations  de  droite  des  trois  couples  d'équations 
(44),  (45),  et  (46),  puis  les  équations  de  gauche  des  mêmes  couples,  et  enfin  les  trois  équa- 
tions (41).  Celte  disposition  présente  l'avantage  de  mettre  tout  naturellement  sur  la  Toie 
du  système  de  solution  (64),  que  nous  indiquons  pour  l'ensemble  des  neuf  équations  en 
question. 

En  effet,  comme  la  première  ligne  de  ce  système  (64)  fournit  une  solution  qui  s'offre, 
pour  ainsi  dire,  d'elle-même  à  l'esprit,  relativement  au  premier  des  trois  groupes  précités, 
l'on  se  trouve  ainsi  rationnellement  conduit  à  essayer  si  cette  même  solution  ne  véri- 
lierait  pas  également  le  second  groupe;  et  comme  on  aperçoit  sans  peine  qu'il  en  est 
bien  ainsi,  la  seconde  ligne  du  système  (64)  résulte  dès  lors  du  troisième  groupe  comme 
conséquence  naturelle  et  immédiate. 

Peut-être  l'ensemble  de  ces  circonstances  aurait-il  moins  de  chances  d'être  aperça,  en 
examinant  ces  diverses  équations  dans  l'ordre  indiqué  par  les  numéros  ou  la  disposition 
de  celles  dont  elles  proviennent,  c'est-à-dire  dans  l'ordre  même  ob  nous  avons  succes- 
sivement rencontré  celles-ci  au  cours  de  notre  théorie. 
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{a*  -6»  )« ^^1^  (c"«  -a*)  {a*  -b"*), 

CI  —  c 

(6'»_c")»=— ^l^K   -6'»)(6'*-0. 
(c"«-a'T— '!]!~^'I(fc"  -c"«){c"«_a«  ), 

(«»  -ft»  )[(a'  _6'«)-(c"'-««  )] -i?lll^^^^Il^(c"'_««  )(«'  -*"), 

(6"-c'«)[(6'»-c"»)-(a«  -ô-»)] ^*"~'1'2'^r~'''(«*  -6'»)l6''-c"*), 

(c"»-o"«)[(c"«-a'  )-(6'»-c"«)] ^ :;L-L- \bt^c''*i(e"*-a*  ), 

,  — «(6'«-c"»)(o»-6»)4{o'-c')— 6{c"»-o»)(6'»  — c'»).5(6'»  _o"), 
4  4 

«^  (a«   -  6'«)  (c"«  -  a"«).^(c"*  —  6"*), 

seront  satisfaites  simultanément  en  établissant  i  nouveau  entre 
les  mêmes  constantes  les  neuf  relations  très  simples 

(^^  «A«6B  =  rC  = ^ 

D'autre  part,  en  introduisant  alors  ces  nouvelles  hypothèses  dans 
la  solution  obtenue,  c'est-i-dire  dans  les  expressions  (19)  et  (29), 
où  g,  g\  g'\  k,  k'^  k''  sont  supposés  représenter  les  valeurs  (30) 
et  (31),  comme  cette  même  solution  consistera  alors  dans  Ten- 
semble  des  formules  suivantes 

(65)         P  =  «(Y-n),         Q  =  6(n-*),         R  =  y(«-Y), 

*  =  —  o*  en*  (  ^f  -♦-  A  )  —  b*sn*{  gf  -^  h  ), 

r66)  {  T=--6*cn'(ff>-f-A')— c»8n»(j>  ^A'), 

n  ==  —  c*  en*  {g"a  -4-  A")  —  a«  sn'  (y"cr  +  A"), 
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(67) 


o  

'    ' '^  «l/(o«-6»X6*-c')'  o«  — e*' 

y>^\/Z ^: — .      r=\/f 


rl/(c«-a')(o*-6') 

et  qu'elle  renfermera,  comme  on  voit,  dix  constantes  complè- 
tement arbitraires^  savoir  «,  6,  y,  a*,  6*,  c',  A,  A',  A",  et  «,  toutes 
les  autres  qui  y  figurent,  c'est-à-dire  g,  y',  g",  k,  k\  A",  étant 
exprimées  en  fonction  de  celles-là,  on  reconnaît  par  là,  d'après  ce 
que  nous  avons  dit  tout  à  l'heure  (p.  328),  que  cette  solution  que 
nous  venons  d'écrire  constitue  bien  dès  tors  la  solution  la  plus 
générale  cherchée  :  c'est-à-dire  les  valeurs  les  plus  générales  des 
inconnues  P,  Q,  R,  qui  satisfont  à  la  fois  aux  trois  conditions  (8) 
ou  (9)  du  Chapitre  III,  aux  trois  équations  du  premier  ordre 
(13),  et  aux  troiâ  équations  du  second  ordre  (19),  du  même 
Chapitre. 

7*  «  Si  Von  pt-end  pour  variables  indépendantes  les  fonctions 
0,  ^,  n,  à  la  place  de  <p,  i|/,  w,  Vexpression^  pour  le  Cas  le  plus 
général,  des  trois  invariants  A|  relatifs  à  ces  nouvelles  coor- 
données,  sera  exactement  la  même,  à  un  même  facteur  constant 


(*)  Si  l'on  suppose,  suifant  l'osage,  les  trois  constantes  réelles  (positives  on  négatiTes) 
a*,  6*,  c*  rangées  par  grandeur  relaiive  dans  l'ordre  :  a*  >  6*  >  ci,  le  module  kf  est 
alors  imaginaire,  et  le  module  k",  bien  que  réel,  est  toutefois  plus  grand  que  l'unité. 
Cette  circonstance  n'empêche  pas  néanmoins,  ainsi  que  nous  le  montrerons  au  début  de 
notre  Chapitre  VI,  à  l'aide  des  deux  groupes  de  formules  classiques  des  modules  compté' 
mentaires,  et  des  modulei  réciproques,  k  la  seule  condition  de  disposer  conTenablement 
de  la  forme  des  constantes  additives  h'  et  h'\  et  du  signe  des  constantes  arbitraires 
réelles  a,  6«  %  et  «,  que  les  trois  expressions  ci-dessus  des  fonctions  4»,  Y,  n,  et  par 
suite  aussi  des  inconnaes  P,  Q,  R,  ne  soient  toutes  réelles  pour  des  valeurs  réelles  des 
coordonnées  ^,  ^,  o,  et  ne  puissent  alors  toutes  s'exprimer  assez  simplement  i  l'aide  de 
sinus  d'amplitude  déforme  canonique,  c'est-à-dire  tous  relatifs  au  mÔme  module  k,  réel 
et  plus  petit  que  l'unité  dans  l'hypothèse  précitée. 
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près,  qtie  pour  le  Système  Ellipsoïdal,  ou  des  Coordonnées  Ellipti- 
ques. •  —  Nous  voici  donc  enfin  parvenu  au  terme  de  la  laborieuse 
recherche  que  nous  avions  assignée  comme  objet  à  ce  Chapitre. 
Nous  la  résumerons  en  quelque  sorte,  et  donnerons  ^u  résultat 
une  forme  concrète,  plus  simple  à  énoncer  sinon  plus  facile  à 
saisir^en  l'exprimant  parla  proposition  analytique  que  nous  venons 
de  formuler,  et  dont  la  démonstration  occupera  les  deux  der- 
nières pages  du  dit  Chapitre. 

En  effet,  si  nous  convenons  de  désigner  semblablement  par 
Hf,  K|,  J^,  les  trois  quantités  analogues,  dans  le  système  des 
nouvelles  coordonnées  0,  H!,  Il,  aux  trois  quantités  H,  K,  J, 
définies  par  les  formules  (10)  du  Chapitre  précédent,  comme  le 
même  élément  d'arc  ds  aura  en  même  temps  pour  expression  de 
son  carré,  dans  les  deux  systèmes,  les  deux  valeurs 

ds*  =  Hdf''  -4-  Kd^*  H-  Jrfo'  =  H|d*«  4-  K.rfY'  +  J,dn' 

il  est  clair  qu'il  faudra,  vu  Tindépendance  relative  des  différen- 
tielles d<p,  d\lj,  dm,  que  Ton  ait  séparément 

(68)  H  =  H,*'*,  K  =  KiV\  J  =  J,n'*. 

Or,  d*une  part,  les  valeurs  (65),  obtenues  pour  P,  Q,  R,  don- 
neront, par  les  formules  (10)  du  Chapitre  111  précitées,  pour 
H,  K,  J,  les  expressions 

(69)  ^  H  =  6r(n-*)(*  -y),  K«=r«(*  -  ^)  (^  -  n), 
^     {  J     «6  (H^  -  n)  (n  —  ♦). 

D'autre  part,  si  l'on  introduit  dans  les  expressions  (28)  des 
dérivées  *',  W\  II'  les  nouvelles  conditions  (64),  et  que  Ton 
convienne  de  représenter  désormais,  pour  abréger  l'écriture,  par 
G,  la  constante 

(70)  G  ==  (6'  -  c')  (c'  —  a»)  (a'  —  6'), 
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ei  de  nouveau,  comme  dans  le  Chapitre  II  (pp.  97-98),  par 
/■(û),  quel  que  soit  Q,  le  polynôme  du  troisième  degré 

(7 1  )  f(a)  =  (û  +  a')  (n  H-  6')  (a  .-  e% 

lesdiies  expressions  (28)  deviendront  alors  simplement 

(72) 


*''-~n*), 


^'^-~fH 


n"=-^An). 


L'on  pourra  tirer,  par  eonséquent,  des  relations  précédentes 
(68),  en  tenant  compte  des  expressions  (69)  et  (72),  pour  les 
quantités  H„  K„  J,,  les  valeurs 

/  H.  =  A7'«  =  £=  ^^  (»-'F)(*-m 

♦"         s  4/-(*) 

(73)  (  ir,-A-«„_  ^  _G«er(T-n) (>!-♦) 

i,  =  A-'n  =  - ^  (n-»)(n-i) 

'        *         n"        «  4/-(n) 

et  enfin,  de  ces  dernières  égalités  elles-mêmes,  en  représentant 
par  -|i  la  constante  ^^,  c'est-à-dire  en  posant 

(74)  d> 


G«&r      «êr(6'  — c')(c*-o')(a*-6')' 


l'on  conclura  définitivement,  pour  les  invariants  A,  relatifs  aux 
trois  nouvelles  coordonnées,  les  trois  expressions 


(75)    ' 


A.*=2d.\/II^LZ.         A.H'  =  2d.\/IIZïÏLZ. 
V  (♦_T)(*_n)  V  (,._n)(T_*) 


A.n=2rf.\/ Oi!) 

^   (n— *)(n— T) 


qui  ne  renferment  plus  dès  lors  que  les  quatre  constantes  corn- 
plèiemeni  arbitraires  a,  6,  c,  rf,  et  qui  se  confondent^  comme  oo 
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voit,  avec   les   expressions    particulières   propres  au  Syslcme 
Ellipsoïdal,  en  attribuant  simplement  au  coefficient  d  la  valeur 

Ce  résultat,  si  net  et  si  limité,  que  rien  dans  les  données  ana- 
lytiques ne  permettait  de  prévoir,  fait  déjà  pressentir  une  étroite 
connexité  entre  le  Cas  le  plus  général  et  le  Cas  particulier  du 
Système  Ellipsoïdal.  Toutefois,  nous  n*apercevons  aucun  moyen 
sur  de  tirer  de  ce  fait  analytique  si  remarquable  aucune  conclusion 
précise  et  certaine,  au  sujet  de  la  délimitation  des  familles  de 
surfaces  qui  devront  entrer  dans  la  composition  du  système.  C'est 
pourquoi  il  nous  est  nécessaire,  tout  comme  si  la  susdite  coïnci- 
dence ne  se  fût  pas  révélée,  de  rechercher  dans  le  Chapitre 
suivant  les  équations  les  plus  générales  de  ces  familles  de  sur- 
faces, ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  relations  entre  les  coor- 
données rectilignes  d*une  part,  et  curvilignes  de  l'autre,  à  Taide 
de  la  méthode  générale  que  nous  avons  indiquée  pour  cet  objet, 
en  posant  le  problème,  dans  notre  Chapitre  III. 
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CHAPITRE  V. 

Détermination,  pour  le  cas  le  pins  général,  de  Texpression  des 
trois  coordonnées  rectilignes  en  fonction  des  coordonnées  cnr- 
▼ilignes. 

Système  d^équations  aux  dérivées  partielles  dd  premier  ordre 
auquel  satisfont  simultanément  les  trois  coordonnées  rectilignes, 

LORSQUE  l'on  TIENT  COMPTE  DES  RÉSULTATS  PRÉCÉDEMMENT  ACQUIS.  — 

Étant  venu,  dans  le  Chapitre  précèdent,  heureusement  à  bout 
des  obstacles  qui  hérissaient  la  première  moitié  de  la  carrière  que 
nous  avons  à  parcourir,  nous  pouvons  espérer  maintenant,  sans 
trop  de  présomption,  conduire  de  même  &  bon  port  le  Lecteur  au 
terme  définitif  de  la  recherche,  s'il  veut  bien  nous  accorder 
encore,  pour  la  seconde  moitié  de  la  carrière,  le  même  crédit 
de  patience,  toujours  en  considération  de  la  difiiculté  du  pro- 
blème d'Analyse  qu'il  s'agit  de  résoudre. 

Cette  seconde  partie  de  notre  programme  consiste,  ainsi  que 
nous  l'avons  dit  en  posant  le  problème  dans  le  Chapitre  III,  & 
déterminer  les  (rois  coordonnées  rectilignes  x,  y,  z,  en  fonction 
des  coordonnées  curvilignes  9,  ^^  w^  par  la  condition  de  satis- 
faire simultanément  aux  six  équations  du  premier  ordre  non 
linéaires  (20),  dans  lesquelles  les  quantités  P,  Q,  R  représente- 
ront maintenant  les  Irois  expressions  déterminées  que  nous 
venons  d'obtenir  comipe  résultat,  è  la  fin  du  Chapitre  précédent, 
e'est-à-dire  celles  fournies  par  les  formules  (65),  (66),  et  (67)  de 
ce  Chapitre.    • 

Cela  posé,  nous  pourrons,  comme  on  le  verra,  atteindre  le 
but  en  question  par  deux  voies  pour  ainsi  dire  inverses  l'une  de 
l'autre,  et  dont  voici,  en  quelque  sorte,  pour  chacune,  le  pro- 
gramme et  les  traits  essentiels. 

Pour  la  première,  formant  par  la  diSérentiation  le  système 
complet  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

ss 
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auxquelles  devra  satisfaire  isolément  chacune  des  trois  fonctions 
inconnues  x,  y^  z;  puis,  adoptant  ces  équations  comme  point  de 
départ,  en  déduire  par  l'intégration,  pour  ces  mêmes  inconnues, 
des  expressions  de  mèm.e  forme,  mais  plus  larges,  que  celles  qui 
conviennent  proprement  à  la  question;  et, entin,ce8  expressions 
une  fois  obtenues,  déterminer  les  arbitraires  surabondantes 
qu'elles  renfermeront  ainsi  par  la  condition  de  satisfaire  aux 
équations  proposées  elles-mêmes.  Pour  la  seconde,  commencer, 
au  contraire,  par  former  Tintégrale  la  plus  générale  de  chacune 
des  trois  équations  du  premier  ordre  (20)  du  Chapitre  III  qui 
ne  renferment  qu'une  seule  inconnue,  c'est-à-dire  des  trois 
équations  de  gauche  de  ce  groupe;  puis,  partant  alors  de  l'expres- 
sion ainsi  obtenue  pour  chaque  inconnue  x,  y,  je,  et  s  aidant  au 
besoin  d'une  partie  des  équations  du  second  ordre  déjà  envisa- 
gées dans  la  première  méthode,  déterminer  les  arbitraires 
introduites  par  les  trois  intégrales  générales  que  nous  venons  de 
dire,  par  la  condition  de  satisfaire  ensuite,  avec  les  mêmes  expres- 
sions de  X,  y  y  z,  aux  trois  équations  de  droite  du  même  système 
proposé  (20). 

La  première  de  ces  deux  méthodes  étant  la  plus  courte  et  la 
plus  directe,  c'est  celle-là  seulement  que  nous  développerons 
dans  ce  Chapitre,  et,  pour  ne  pas  fatiguer  le  Lecteur,  api*è8  l'avoir 
conduit  au  but,  nous  reporterons  en  appendice,  dans  les  Notes  II 
et  III,  la  démonstration  et  l'application  de  la  seconde  méthode, 
qui  devra  nous  amener,  bien  entendu,  exactement  au  même 
résultat  que  la  première. 

Mais,  avant  de  commencer  l'exposition  de  cette  première 
méthode,  voyons  tout  d'abord,  aussi  bien  en  vue  de  l'une  que  de 
l'autre,  ce  que  deviendra  le  système  proposé  (30)  du  Cha- 
pitre III,  lorsque  nous  y  introduirons  les  résultats  acquis  à  la  fin 
du  Chapitre  précédent,  c'est-à-dire  les  valeurs  (65)  de  P,  Q,  R, 
et  dans  ce  but,  commençons  par  effectuer  dans  ce  système  un 
changement  linéaire  des  variables  indépendantes,  en  prenant,  à 
la  place  de  9,  0/,  m,  les  nouvelles  variables 

y,  =  gy  H-  A ,        ^,  =  |y>  -4-  A',        o,  =  g"js  -H  A", 


337 

c'est-à-dire  les  arguments  eux-mêmes  des  fonctions  elliptiques 
qui  figurent  dans  les  expressions  (66)  de  0»  W,  II. 

A  cet  effet,  remarquant,  en  premier  lieu,  qu*en  convenant  de 
désigner  par  u  Tune  quelconque  des  coordonnées  rectilignes, 
les  trois  équations  de  gauche  (20)  du  Chapitre  111  qui  seront  alors 
comprises  sous  le  type  unique 

s'écriront  de  même,  en  ayant  égard  aux  expressions  précitées  (6S) 
de  P,  Q,  R, 

(  =aa6r(H'  — n)(n~*)(*— v); 

puis,  introduisant  de  nouveau  les  trois  quantités  /,  m,  n,  déjà 
considérées  dans  notre  Chapitre  II,  et  que  nous  utiliserons  encore 
dans  le  Chapitre  VI  ci-après,  savoir  celles  définies  par  les  égalités 

(78)  r  =  a«  — 6*,  wi'  =  6«  — c',  n'=^c^^a\ 

qui  permettront  d'écrire  les  valeurs  (67)  des  constantes  g^  g',  g'\ 
ky  k'y  F,  sous  la  forme  plus  simple 


(79) 


'-,i\/:-  »-^»v1'  ^-Wl 

,_V5.    .-n/^.      r.>/5, 


(')  En  la  traduisant  à  l'aide  de  la  clef  définie  par  notre  note  de  la  page  302  ci-dessus, 
cette  équation  reproduit  le  type  (39)  du  S  LX.V  des  Leçons  sur  les  Coordonnées  Curui- 
lignes  (page  diS),  qui  représente  lui-même  le  type  (S9)  du  g  L  précédent  de  Lamé. 


(80) 
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et,  par  suite,  les  trois  dérivées  de  u  ainsi  qu'il  suit 

du       du  dfi       du  i  y  fi  du 

df       dfi  df       dfi         Im  ^    ol  dfi 

du         i  %   /s  du  du       \  y  /~8  du 

di>       mn  ^   6  d^,  da       ni  ^   y  rfw,  * 

Ton  voit  qu'en  substituant  ces  dernières  valeurs,  multipliant  par 
le  produit  Pm'^n\  puis  développant  le  second  membre,  Téquation 
ci-dessus  (77)  prendra  alors  la  forme 

«  —  PmV.  a6r  \jy  —  n)  ♦•  -*-  (n  —  ♦)  y'  -*-  (♦  —  T)n']; 

ou  déOnitivement,  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  pre- 
mier membre,  divisant  par  s,  puis  introduisant  de  nouveau  la 
constante  d^  définie  par  la  relation  (74)  du  Chapitre  précédent, 
et  convenant  enfin  d'effacer  à  présent  Tindice  1  qui  spécifiait 
nos  nouvelles  variables  : 


m 


Semblablement,  pour  les  trois  équations  de  droite  (20)  du 
Chapitre  III,  leur  type  sera,  si  Ton  désigne  par  u  et  t;  deux  coor- 
données rectilignes  quelconques  (supposées  différentes), 


^du  dv       _  du  dv      _  du  dv 
df  Gf  a^  a^  au  m 
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et  deviendra  tout  d'abord,  en  y  remettant  comme  tout  i  l'heure 
les  valeurs  (65)  de  P,  Q,  R, 


du  dv         ,  du  dn  rin  dv 

»{v  —  n).—  —  +  €{n-*).—  -r-^r{*  —  v}.—  —  =  o, 

ilf  df  a^  a^  oo  ao 


puis,  en  la  transformant  dans  le  nouveau  système  de  variables 
par  la  substitution  des  dérivées  (80),  et  multipliant  de  nouveau 
par  le  produit  Pm^n^ 

«   (T-n).n«  — — +(n— 4>).P  — —  ^(♦-.y).!!!'  — —  U=0, 


ou  simplement,  en  supprimant  le  facteur  constant  «,  et  effaçant 
encore  les  accents, 


/**«.v       .  ^   .dudv      ^  ^  ^dudv      ^  ^    ^du  dv 

(82)      (M'-n)n«-T--»-(n-*)P--T--4-(4'-M')»w'-_  =  0. 


Le  système  des  six  équations  du  premier  ordre  (20)  du  Cha- 
pitre III,  que  nous  avons  à  intégrer,  est  ainsi  représenté  main- 
tenant par  les  deux  types  (81)  et  (82),  dans  lesquels  $,  ^,  Il 
figurent  actuellement,  par  suite  du  changementadmisde  variables, 
au  lieu  des  expressions  (66),  les  expressions  plus  simples 


(83)        j  ^  ^* 

n  =  —  c'cn'o  —  o'sn'cr, 


et  ne  contiendra  plus  dés  lors,  par  suite  de  ces  dernières  valeurs 
de  $,  Y,  n,  les  constantes  primitives  a,  S,  y,  mais  seulement  les 
constantes  a',  6*,  c^  dP^  par  Tinlermédiaire  des  constantes  P,  m', 
n\  et  k,  k\  K\  définies  en  fonction  de  celles-ci  par  les  égalités  (78) 
et  (79).  Si  donc  Ton  convient  de  prendre  désormais  pour  con- 
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stantes  arbitraires  indépendantes  9,  g',  g"^  à  la  place  de  a,  p,  7, 
celles-ci  étant,  dans  ce  cas,  supposées  déterminées  en  fonction 
de  celles-là  par  les  mêmes  relations  (79),  on  voit  qu*alors,  d*une 
part,  le  système  que  nous  avons  à  intégrer  (81)  et  (83)  ne  ren- 
fermera plus  comme  constantes  explicites  que  les  quatre  con- 
stantes a*,  6^,  c^,  cP,  et,  d  autre  part,  que  nos  nouvelles  varia- 
bles f ,  4^,  tor,  qui  figurent  dans  les  expressions  (83),  contenant 
implicitement,  chacune  par  définition,  deux  constantes  complète- 
ment arbitraires,  savoir  g  et  A,  g*  et  A',  g"  et  K\  seront  précisé- 
ment désormais  les  paramètres  thermométriques  des  trois 
familles  coordonnées,  entendus  dans  le  sens  général  que  nous 
avons  donné  à  cette  expression  pour  une  famille  quelconque  de 
surfaces  isothermes. 

Indication  génébale  de  la  méthode  d*intégration  et  degré  dk 
LIMITATION  de  LA  SOLUTION.  —  Ccs  préliminaires  indispensables 
pour  la  position  claire  et  nette  de  la  question  étant  désormais 
entendus,  voyons  d^abord,  avant  tout  calcul,  à  quelles  conclu- 
sions elle  devra  nous  conduire,  au  point  de  vue  de  la  délimitation 
exacte  de  la  solution  cherchée. 

A  cet  effet,  examinant  tout  d^abord  quel  sera  le  nombre  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  auxquelles 
devra  satisfaire  isolément  chaque  coordonnée  rectiligne,  équa- 
tions qui  constitueront,  avons-nous  dit,  le  point  de  départ  de 
notre  recherche,  nous  reconnaîtrons  de  suite  que  ce  nombre  est 
de  six.  Car,  si  nous  avons  en  vue  la  coordonnée  x,  par  exemple, 
les  six  équations  proposées  (81)  et  (82)  étant  différentiées  à  la 
fois  en  <p,  ^,  ta^  fourniront,  en  les  comptant  elles-mêmes,  un 
total  de  6  x  i  «=  Si  équations,  entre  lesquelles  il  suffira  d*éli- 
miner  toutes  les  dérivées  des  deux  inconnues  y  et  9,  soit  neuf 
dérivées  pour  chacune,  dix-huit  pour  les  deux,  les  fonctions 
inconnues  n'entrant  pas  elles-mêmes  dans  lesdites  équations. 

Cela  fait,  convenant  de  poser  pour  ce  second  problème, 

^^^        jr^'      Tr^^      T.-^' 
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ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

(85)  rfM  =  Ldî.-i-Md^-f.Nrfa, 

et  de  dénoter,  par  un,  deux,  ou  trois  accents,  les  valeurs  de  L,  M, 
N,ou  de  toutes  autres  quantités,  spéciales  à  chacune  des  coordon- 
nées X,  y,  z,  supposons  que  nous  introduisions  dans  ces  six 
équations  du  second  ordre,  qui  ne  coniiendront,  évidemment,  pas 
plus  que  les  équations  proposées  doù  elles  proviennent,  la 
fonction  u  elle-même,  à  la  place  des  trois  dérivées  premières,  les 
trois  quantités  L,  M,  N,  et  à  la  place  des  six  dérivées  secondes, 
les  quantités 


d*u      dL 
df*      df 

d*u      dM 
df^-li' 

d'u      dN 
da'~d,j' 

(Pu       </N      dM 
df  (/a       df        da  ' 

d^u       dL      dN 
dadf        de       df 

d'u       dM      dL 

dfd^       df       df 

Si,  pour  faire  celte  opération,  nous  avons  la  précaution  de 
résoudre  auparavant  le  système  de  ces  six  équations,  par  rapport 
aux  six  dérivées  du  second  ordre  de  ti,  il  est  clair  qu'alors  les 
trois  premières  équations,  c'est-à-dire  celles  qui  fourniront  les 
valeurs  des  trois  dérivées  quadratiques  ^>  ^f  ^^,  ne  don- 
neront, après  cette  transformation,  qu'une  seule  équation  cha- 
cune, tandis  que  les  trois  autres  équations,  qui  fourniront  les 
valeurs  des  trois  dérivées  rectangles,  seront  susceptibles  chacune 
de  deux  expressions  différentes  :  d'où  il  suit  évidemment  que 
nous  aurons  obtenu  par  ce  procédé  neuf  équations  simultanées 
distinctes,  fournissant  pour  les  neuf  dérivées  premières  des  trois 
quantités  L,  M,  N,  les  valeurs 

dL 

(86)  If:  =  M.  |«M. 

dN 
di=^'^ 


dL 

df- 

L„ 

dM 

df- 

M„ 

dN 
df" 

No 

de 

L„ 

dM 

dcr"" 

Mj, 

dN 
do"" 

N.. 
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avec  les  conditions 

(86"-)  N,  =  M„  L,«N.,  M,«L„ 

L^Ls  —  yMi  ...,Ns,  étant  des  fonctions  déterminées  de  L^M^N^des 
variables  indépendantes  f ,  ^,  cr,  et  des  constantes  a^,  6^«  c^,  d*, 
existant  à  Favance  dans  les  équations  proposées  (81)  et  (82).  Or, 
ce  résultat  équivaut  manifestement  à  dire  que  ces  mêmes  incon- 
nues Ly  M,  N  seront  déterminées  par  la  condition  de  vérifier  le 
système    des    trois   équations    simultanées  aux  diSërenlielles 

totales 

ilL  =  L,df  -4-  Ljrf'^  -♦-  Ljrfa, 

(87)  I    rfM  =:  Mtdf  +  y^tfh  -^  M,dcr, 

r/N  =  N,ffî>-4-N,d^  +  NWcr,      • 

problème  entièrement  équivalent,  comme  Ton  sait,  à  trouver  une 
solution  commune  aux  trois  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  simuluinécs 

o 

da       ^   da         .   du       ^,  rf« 
,  _.  ,      da  do  da         ^  da 

I      da       ,   da  da         .  da 

et  résolu  théoriquement  dès  lors  (en  le  supposant  possible  dans  le 
cas  actuel)  par  les  belles  méthodes  de  Jacobi,  Bour,  et  Mayer  (**), 
relatives  à  cette  seconde  forme  de  la  même  question  {***)» 


{')  Voir  à  ce  sujet,  si  l'on  veut,  les  Chapitres  VI  (pp.  S06-220),  et  IH  (pp.  173-179)  du 
Livre  II  de  l'excellente  et  précieuse  monographie  publiée  par  M.  P.  Mahsion  sons  ce 
litre  :  Théorie  des  Équations  aux  Dérivées  Partielles  du  Premier  Ordre,  ou  encore 
Jordan,  Cours  d'Analyse  de  V École  Polytechnique,  tome  III,  SS  59-70  (pp.  67-79),  et 
8S  980-965  (pp.  335-389). 

(*')  Jacobi,  Vorlesungen,  33*  leçon,  pp.  357-963;  BOUR,  Joicmal  de  VÊeole  Polff- 
technique,  tome  XKXIX  ;  Mater,  Mathematische  Annalen,  tome  V,  pp.  448-470. 

(***)  Il  est  évident,  à  première  vue,  que  le  succès  d'une  pareille  méthode  est  fondé  toat 
entier  sur  la  surabondance  dn  système.  11  est  donc  intéressant  de  se  demander  qneUe 
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Pour  qu'il  existe  des  systèmes  orthogonaux  triplement  iso« 
thermes  en  dehors  de  eeux  déjà  rencontrés  dans  le  Chapitre  III 
(ce  qui  n'est  nullement  évident  ni  démontré  a  priori)^  deux  con- 
ditions successives  seront  donc  nécessaires  et  suffisantes,  savoir  : 

1*  Que  les  systèmes  précédents  (88)  ou  (87)  soient  ce  que 
Ton  appelle  complets  ou  complètement  intégrables  (*).  En  sup- 
posant cette  première  condition  remplie,  il  arrivera  dans  ce  cas  : 

a)qu'on  pourra  obtenir,  pour  les  inconnues  L,M,N,irois  expres- 
sions déterminées  renfermant  trois  constantes  arbitraires  C|,G2,G3, 
en  sus  de  celles  existant  déjà  dans  les  équations  proposées  (81) 
et  (82),  et  que  Ton  peut  représenter  dès  lors  par 

devra  êire  pour  le  moins  la  mesure  de  celle  surabondance,  pour  qu'elle  >oil  applicable  el 
puisse  fournir  la  solution  du  problème  analogue  le  plus  général. 

Soit  donc  donné,  entre  m  fonctions  inconnues  et  n  variables  indépendanles.  un  système 
de  N  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  contenant  de  même,  avec  les 
variables,  seulement  les  dérivées  des  inconnues,  à  l'exclusion  de  ces  inconnues  elle>- 
mênies.  il  est  bien  clair,  comme  dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  traiter,  qu'il 
suffira  encore  de  posséder  leïpression  de  toutes  les  dérivées  secondes  }«ans  excepiion, 
en  fonction  des  diverses  quantités  qui  figurent  dans  le  système  donné,  pour  être  en 
mesure  de  former,  ainsi  que  nous  l'avons  fait,  un  système  de  m  équations  différcnlielles 
totales  simultanées  entre  les  dérivées  premières  de  ces  m  inconnue^,  considérées  comme 
inconnues  auxiliaires.  Il  suffira  donc  de  compter,  d'une  part,  le  nombre  des  équations 
fournies  par  une  première  différeniiation  du  sjs'ème  donné,  et,  d'autre  (lart,  le  nombre 
des  dérivées  secondes  introduites  de  celle  façon.  Le  premier  est  manife.vtemeni  Nn;  qu.nil 
au  second,  pour  chaque  inconnue  en  particulier,  on  voit,  en  supputant  encore  séparément 
les  dérivées  quadratiques  et  rectangles,  qui!  sera  n  4-  "^"y"  \  Par  conséquent, pour  qu'il 
soit  possible  d'obtenir,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire,  l'expression  des  dérivées  secondes 
des  771  inconnues  sans  exception,  il  faudra  que  l'on  ait 

Nn^wInH ^ 1.         ou         N^wll4 ^1, 

:ondi!ion  qui,  étant  récrite  sous  cette  autre  forme 
N  —  vi  -^  n—  [ 
"~^  =  ~T 
indique  ainsi,  par  une  formule  simple  et  lucide,  la  limite  inférieure  de  la  surabondance 
que  devra  réaliser  le  système  donné,  pour  que  le  problème  puisse  ôlre  ramené  de  la 
sorte,  d'abord  à  l'intégration  d'un  syblème  d'équations  différentielles  totales,  et,  en  suppo- 
sant ce  système  complètement  intégrablc,  ensuite  à  de  simples  quadratures. 

(•)  Eu  égard  à  la  forme  particulière  sous  laquelle  elles  se  présentent  dans  la  question 
actuelle,  ces  équations  (88)  formeront  alors  ce  que  l'on  appelle  un  système  de  Jacobi, 
(voir  Mahsion,  loc.  eu ,  p.  180,  au  bas,  ou  encore  Jordan,  ibid.,  t.  III,  S  64  (p.  73\  etjiei 
(pp.  335  336). 


6)(|iravcc  ces  mêmes  valeurs  des  quantités  L,M,  N,  la  différen- 
lielle  (8S)sera  une  diffcrcniielle  exaclc,  puisque  lesdites  valeurs 
de  L,  M,N  snusfcronl  alors  par  liypollièse  aux  équations  (86)  et 
(^86""),  qui  sont  complètement  éqtiivalenies  au  système  en  ques- 
tion (87).  Par  conséquent,  en  y  remettant  ces  valeurs,  cette 
différentielle  fournira,  par  simple  quadrature,  lexpression  de  la 
coordonnée  rectilignc  u,  à  Taide  des  mêmes  constantes,  et,  en 
sus,  d'une  nouvelle,  simplement  additive,  i/q. 

2"  Il  faudra  en  outre  qu'après  avoir  formé,  à  Taide  des  expres- 
sions précédentes  (89),  les  valeurs  des  neuf  dérivées  de  x,  y,  z, 
savoir 

T"  =  /»  (?»  '^  »  ^»  ^^''  ^i'  ^-î)  '     7"  ==  A  (t'»  ■^' °'  ^'*»  ^»'  ^»)'    T^f^  (î*» '^' ^» ^^^  ^'  ^)  * 
rta  ri^'  «o 

(90)  (  j-  =  A(?,i,o,<^M^'ï,^^3)»    -77=/«(î'>'iio»^i,c;',c'5),  y  = /si?, h «'iC;, (:;,(:;», 

-r~/«(?>'^»'^»^î»^«>^5)'       -77^/«(î'''^'^»^»''^«»^»''      7"==/3(?»'^»'»'^M>^«»^S*- 

(i^?  «•;'  «C 

réiimination,  entre  les  neuf  égalités  que  nous  venons  d  écrire, 
des  neuf  constantes  arbitraires  C,  introduites  par  Tintégration 
(à  trois  reprises  différentes)  du  système  (87)  que  nous  avons 
substitué  au  système  proposé  primitivemetït  (81)  et  (82),  repro- 
duise ce  même  système  composé  de  six  équations,  condition  qui 
serait  évidemment  impossible  si  ces  neuf  constantes  C  étaient 
indépendantes  les  unes  des  autres,  et  qui  ne  pourra  être  rem- 
plie que  si  elles  se  réduisent  à  trois  distinctes  seulement,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  si  ces  neuf  constantes  sont  liées  entre  elles 
par  six  relations  ;  ce  qui  revient  encore  à  dire,  que  si  Ton  remet 
dans  les  six  équations  proposées  (81)  et  (82)  (représentant» comme 
nous  l'avons  dit,  avec  le  nouveau  système  des  variables  9,  'j^,  tsr, 
le  système  en  question  (20)  du  Chapitre  III),  à  la  place  des  neuf 
dérivées  de  m,  les  valeurs  précédentes  (90),  ces  mêmes  relations 
devront  se  transformer  par  là  en  autant  de  relations  distinctes, 
dans  lesquelles  ne  pourront  entrer  que  les  neuf  constantes  C 
précitées,  et  les  constantes  figurant  antérieurement  dans  lesdites 
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• 

rqualions  (81)  et  (82),  mais  à  Texelusion  des  variables  9,  ^,  sr 
elles-mêmes. 

Nous  ne  sommes  doue  nullement  assuré  à  Ta  va  née  que  le 
problème  actuel  comporte  une  solution^  mais  ce  que  nous  pou- 
vons affirmer  avec  certitude,  c  est  ce  fait  capital,  que  rien,  jus- 
(|u'ici  n^avait  permis  de* prévoir,  à  savoir  que,  s*il  en  est  ainsi  en 
réalité,  la  solution  la  plus  générale  du  problème  en  son  entier 
ne  comportera  aucune  fonction  arbitraire,  mais  encore  (comme 
le  premier  problème  partiel  qui  a  fait  Fobjet  du  Chapitre  précé- 
dent) seulement  dtx  constantes  arbitraires,  qui  seront,  d*abord 
les  quatre  constantes  antérieures  a^,  6^,  c^,  d*,  puis  trois  nou- 
velles constantes  simplement  additives  Xq,  ^o»  ^o>  ^^  ^^^^^  trois 
dernières  à  prendre,  comme  on  voudra,  au  nombre,  ou  en  fonc- 
tion, des  neuf  constantes  C  liées  entre  elles  par  six  relations,  de 
manière  qu*il  en  subsiste  seulement  trois  de  réellement  arbi- 
traires, ainsi  que  cela  a  lieu,  par  exemple,  pour  les  neuf  cosinus 
relatifs  à  tout  système  d'axes  rectangulaires. 

Si  Ion  admettait  comme  connu  le  Système  Ellipsoïdal  ou  des 
Coordonnées  Elliptiques,  cette  conclusion  si  simple  et  si  précise 
suffirait  à  elle  seule,  sans  qu*il  soit  besoin  d'intégrer  effective- 
ment le  système  d*équations  aux  différentielles  totales  (87),  pour 
fournir  immédiatement  avec  certitude  la  solution  la  plus  géné- 
rale du  problème  envisagé  dans  ce  Chapitre.  Mais,  nous  étant 
proposé  précisément  dans  ce  Mémoire  de  découvrir  en  quelque 
sorte  (si  Ton  veut  bien  nous  passer  cette  métaphore,  qui  fera 
comprendre  mieux  que  tout  autre  mot  notre  pensée),  par  un  pro- 
cédé d'investigation  uniforme  et  rationnel,  ainsi  que  nous  lavons 
déjà  fait  en  partie  dans  notre  Chapitre  III,  tous  les  systèmes  tri- 
plement isothermes  qui  existent,  il  nous  est  dès  lors  interdit  de 
considérer  comme  acquise  aucune  notion  antérieure  à  ce  sujet  (*;, 


C)  Dans  cet  ordre  d'idées,  on  pourrait,  si  l'on  voulait,  arriver  logiquement  à  cette 
notion,  par  l'intégration  d'une  seule  équation  différentielle  ordinaire  du  premier  ordre, 
en  suivant  la  voie  que  nous  indiquons  dans  la  Note  II  de  l'Âppendic-e.  Nous  montrons,  en 
effet,  dans  cette  Note  que  l'on  parvient  très  aisément  de  cette  façon  à  constituer  directe- 
ment de  toutes  pièces  un  système  orthogonal,  composé  de  trois  familles  isothermes  du 
second  ordre, toutes  trois  du  typetilb)  du  Chapitre  H  que  nous  avons  reconnu  être  le  plus 
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« 

et,  par  conséquent,  nous  devons  loi  cément,  pour  traiter  le  pro- 
blème, suivre  de  point  en  point,  pour  rappliquer  dans  toute  sa 
teneur, la  méthode  dont  nous  venons  d'indiquer  les  grandes  lignes, 
en  abordant  maintenant  sans  hésitation  les  différents  problèmes 
d*Analyse  sur  lesquels  elle  repose. 

Système  des  équations  aix  dérivi^es  partielles  du  second  ordre, 
auxquelles  satisfont  isolément,  dans  le  cas  le  plus  général  du 

système  orthogonal,  chacune  des    TROIS    COORDONNÉES   RECTILIGNFS. 

—  La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  à  grands  traits  dans 
le  paragraphe  précédent  s*appliquerait  exactement  de  la  même 
façon,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  immédiatement,  en  adoptant  pour 
point  de  départ,  au  lieu  des  équations  (81)  et  (82),  c'est-à-dire  des 
équations  (20)  du  Chapitre  III  spéciales  au  cas  du  système  tri- 
plement isotherme,  les  équations  (5)  du  même  Chapitre  relatives 
an  cas  le  plus  général  du  système  orthogonal.  Comme  d'ailleurs, 
dans  cette  nouvelle  hypothèse,  les  calculs  ne  seront  ni  plii^i: 
longs,  ni  plus  difficiles,  mais  plutôt  plus  simples  comme  écriture 
que  dans  Thypothèsc  précédente,  c'est  sur  ces  dernières  équa- 
tions (S)  elles-mêmes  (dont  les  suivantes  (20)  ne  sont  que  les 
transformées  avec  les  quantités  P,Q,R  sub^tiluées comme  incon- 
nues aux  invariants  A|1p,  A|^,  ^\ru),  que  nous  allons  elTeetuer  à 
présent  les  calculs  indiqués  tout  à  l'heure,  de  sorte  que  le  sys- 
tème d'équations  différentielles  totales  (87)  auquel  nous  parvien- 
drons ainsi  fournira  la  solution  de  la  question,  aussi  bien  pour 


général  pour  cet  ordre  de  surfaces,  mais  distincte.*,  c'est-à-dire  de  variités  différentes, 
système  dont  les  coefficients  dépendront  alors  de  quatre  constantes  ou  paramètres  arbi- 
traires, a*,  b*t  c«,  d«,  en  écrivant  ;^  à  la  place  de  h  dans  l'équation  (it(>).  Or  $i  l'on 
effectue  un  bimple  changement  de  coordonnées  rectilignes  dans  les  équations  de  ce  sys- 
tème, ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  pour  passer  du  type  (H 6)  ou  (127)  à  la  forme  {iiH), 
sous  cette  nouvelle  forme  les  mêmes  équations  contiendront  bien  alors  les  dix  constantt  s 
arbitraires  exigées  pour  la  solution  la  plus  générale,  dont  trois  simplement  additivfs, 
Xq^  yQ,  7o>  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  constaté  dans  le  Chapitre  II,  à  propos  des  coelB- 
cients  (139)  de  l'équation  (lâS).  Et  dès  lors  le  système  en  question,  présentant  sons  celte 
forme  tous  les  caractères  de  généralité  que  nous  venons  de  reconnaître  en  propre  à  la 
solution  la  plus  générale  du  problème,  constituera  évidemment  de  nouveau,  tout  comme 
pour  l'autre  question  envisagée  dans  le  Chapitre  II,  la  solution  la  plus  générale  elle-même. 
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le  cas  le  plus  général  du  système  orthogonal,  que  pour  le  cas 
particulier  du  syslèine  triplement  isotherme,  spécialement  envi- 
sagé jusqu^iei  dans  ce  travail. 

A  cet  effet,  rappelant  de  nouveau  les  valeurs  que  nous  avons 
<lonnées,dans  notre  if émoire  sur  l'Emploi  des  Coordonnées  Curvi- 
lignes, sous  le  numéro  (18)  (page  19),  pour  les  neuf  cosinus 
directeurs  des  trois  normales  aux  surfaces  coordonnées,  et  con- 
slatant  dès  lors,  encore  une  fois.,  que  ces  équations  (5)  ne  sont 
autre  chose  que  les  six  relations  connues  entre  ces  neuf  cosinus, 
relations  susceptibles,  comme  on  sait,  de  deux  formes  distinctes 
complètement  équivalentes,  au  lieu  de  prendre  ces  équations 
sous  la  forme  (5)  elle-même,  nous  les  considérerons  sous  Taiitre 
forme  équivalente 

\^/  Vpf  \f/  \cf         cTp         cf/ 

\c/  \ar/  \vrl  \f  ^         f^         f^l 

OU,  ce  qui  sera  la  même  chose,  en  négligeant  dans  les  équations 
de  droite  les  facteurs  placés  devant  la  parenthèse  qui  ne  peu- 
vent èlre  supposés  nuls,  et  multipliant,  pour  la  même  raison,  les 
trois  équations  de  gauche  respectivement  par  les  trois  quan- 
tités H==A7*ç>,  K=Ar'^,  J  =  A7V,  déjà  envisagées  à  la  fin  du 
Chapitre  précédent,  puis  renversant  enfin  les  deux  membres  de 
ces  dernières  équations, 


'=(3'*(!)'-©" 


^  w 

-+- 

■il 

^  or 

-*- 

Z  Z 
^  zs 

= 

0, 

XX 

-4- 

y.y 

-♦- 

z  Z 

0, 

OÇ. 

rsff 

Cry 

-♦- 

-H 

Z  Z 

?7 

0; 

équations  qui  ne  sont  autres  que  les   six   relations  (18)   du 
Mémoire  déjà  cité  tout  à  Theure  (page  17)^  formules  déjà  rap- 


548 

pelées  dans  le  Chapitre  I"'  decelui-ei  (voir  la  noie  de  la  page  30). 
Parlant  donc  de  là,  ei  considérant  d'abord  le  groupe  de  gauche 
de  ces  dernières  équations,  nous  différen lierons  la  seconde  par 
rapport  à  tzr,  et  la  troisième  par  rapport  à  ^,  ce  qui  nous  don- 
nera 

puis  de  même  nous  trouverons,  en  différentiant  les  trois  équa- 
tions de  droite,  respectivement  par  rapport  à  cp,  (/^,  w, 

;  X  X*       y  ?/*       z  z*       XX*       y  w'       z  «' 


X  x'       t/  y*       Z  2*       X  x'       y  y 


z   Z' 


=  0, 

et,  ajoutant  alors  les  deux  dernières  de  celles  que  nous  venons 
d*écrire,  en  retranchant  en  même  temps  la  première,  et  divisant 
par  2,  nous  obtiendrons  celle-ci  : 

(95)  h^^-f- =  0, 

Or,  si  nous  récrivons  ici,  pour  plus  de  clarté,  les  valeurs  des 
cosinus  directeurs  que  nous  venons  de  rappeler  un  peu  plus 
haut,  en  y  introduisant  de  même,  à  la  pFace  des  invariants  Ai^ , 
A,«};,  A|or,  les  trois  quantités  équivalentes  par  définition  H""», 
K""*,  J"~%  savoir 

-  *    X  -  *   f  /  *    '■ 

A    ==H   *  -,  fji   =]l   *^.  V    =H"«  1. 

9  f  ? 

(94)  ^^A'=K'"«-,  p'«K"^"?![,  /=K~*Î, 

'•f  *  -f 


-îx  -iv  - 


C7  CT 


U9 

on  voit  que  les  trois  équations  que  nous  venons  de  former,  (95) 
Cl  (92), cianl  multipliées  respectivement  par  H~%  K™%  J"*, 
pourront  alors  être  écrites  sous  la  forme 


y- 


z* 


A h  fi h  y  —  «=0, 

\pZ5  ^tS  <fCT 

«.«  |.«  ^«  1  tu 

(95)  (  y  _  ^.  ^'  ^  ^  /  — =  iK"'  -. 

«l'cr  'fer  ^or  2  cr 


A'   —  -h  At'    —  -h  /    —=  -J     *  -. 

^  ifa  (f*c  tfo         2  tf 

Cela  posé,  pour  former  une  équation  du  second  ordre, 
à  laquelle  devra  satisfaire  isolément  la  coordonnée  oc,  par 
exemple,  nous  multiplierons  ces  trois  dernières  équations  res- 
pectivement par  >,  l',  ).",  et  nous  les  ajouterons,  en  tenant  compte 
des  relations  précitées  entre  les  cosinus  de  tout  système  d'axes 
rectangulaires,  ce  qui  nous  donnera  féquation 

—  =  -K    *-.A'-*--J     *-.A", 

ifor         2  CT  2  (p 

OU,  en  tenant  compte  des  valeurs  ci-dessus  (94)  des  neuf  cosi- 
nus (*), 

(96)        ^=lK-i!^.K--%lr'-ij-î=l^î..i"-f. 

•|a2  (7  ^2  ^  o2Gr^2<f'cr 


(')  Nous  venons  de  refaire  ici,  pour  établir  celle  équation  (96},  la  démonstration  qu'a 
certainement  eu  l'intention  de  présenter  Serret  dans  son  Cours  de  Calcul  différentiel  et 
intégral  (t.  I,  §  «^33,  l''^  édition,  pp.  503-SO:^).  Mais  il  faut  convenir  que  l'éminent  Profes- 
seur, d'ordinaire  si  précis  et  si  complet,  a  été  dans  la  circonstance  victime  d'une  étrange 
inadvertance,  et  que  sa  démonstration,  telle  qu'il  la  produit,  n'établit  nullement  le  résultat 
qu  il  énonce,  si  on  ne  la  rectiGe  et  la  complète,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire,  en 
ayant  égard  aux  valeurs  des  neuf  cosinus  des  normales  aux  trois  surfaces  coordonnées, 
et  tenant  compte  des  relations  connues  entre  ces  neuf  cosinus.  En  effet,  ayant  établi  tout 
d'abord,  comme  nous  l'avons  fait  d'après  lui,  les  trois  équations  (91^)  et  (v)2),  il  se  contente 
cnhuitc  simplement  de  multiplier  ces  équations  c//e«-/m'/wc.î,  respectivement,  d'abord  par 
^,f^,  ^,  puis  par  ,-,  |,  ^,  puis  enfin  par  |,  |,  ^,  et  de  les  ajouter;  et  il  énonce  alors 
comme  un  fait  que  le  réi»ultat  de  ces  trois  opérations  successives  est  à  chaque  fois  une 
équation  du  type  i9G),  tandis  que  ce  résultat  est  en  réalité  tout  autre,  et  ne  semble  réduc- 
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Ce  seul  résultai  acquis,  il  nous  suflira,  pour  obtenir  immédia* 
icmcr.l  le  premier  système  demandé,  de  remarquer  encore  une 
fois,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  nos  deux  précédents 
Mémoires  où  il  était  question  du  système  triple  orthogonal  (*), 
que  Tidenlilé  du  rôle  joué  dans  cette  théorie  par  les  trois  axes 
coordonnés  entre  eux,  d'une  part,  et  par  les  trois  surfaces  coor- 
données entre  elles,  d  autre  part,  imposent  aux  formules  géné- 
rales de  cette  théorie,  prises  dans  leur  ensemble,  une  double 
symétrie  nécessaire,  et  que,  dès  lors,  ces  formules  sont  a  priori 
susceptibles  d'un  double  mode  de  permutation  circulaire,  cor- 
respondant à  chacun  de  ces  deux  points  de  vue  différents.  En 
effet,  pour  ce  qui  est  en  particulier  des  formules  (91)  et  (94), 
aussi  bien  que  pour  les  relations  entre  les  neuf  cosinus,  qui  sont 
les  seules  dont  nous  ayons  fait  usage  dans  la  question  actuelle 
pour  arriver  à  Téquation  précédente  (96), on  voit  de  suite  que  si 
Ton  permute  d  abord  les  trois  surfaces  coordonnées,   ce  qui 
équivaut  à  permuter  à  la  fois  dans  ces  formules  les  cinq  groupes 
(cp,  ^,  ter),  (H,  K,  J),  (l,  V,  r),  (a,  ^\  ^") ,  (v,  v',  v")  sans  ton- 
cher  au  groupe  («,  y,  z),  les  trois  équations  de  chaque  colonne 
s'échangei*ont  alors  les  unesdans  les  autres,etque  si  Ton  permute 
ensuite  de  même  les  trois  axes  coordonnés,  ce  qui  correspond,  au 
contraire,  à  permuter  les  quatre  groupes  (or,  y,  z),  (X,  fx,  v), 
Ç^\  »"'»  v),  (X",  p.",  v")  sans  loucher  aux  deux  groupes  (<p,  ^,  u)  et 
(H,  K,  J),  les  trois  termes  semblables,  dans  chaque  ligne  sépa- 
rément, s'échangeront  les  uns  dans  les  aulres,  ce  qui  met  en  évi- 


lible  par  aucune  transformation  aiec  ce  même  type  quMl  s'agit  précisément  d'établir.  C'est, 
en  effet,  seulement  sur  les  mêmes  équations  transformées  (95),  et  non  sur  les  équations 
(93)  et  (H2),  qu'une  série  d'opérations  analogue  à  celle  indiquée  )>ar  Serret  peut  conduire 
à  un  résultat  analytique,  non  pas  identique^  mais  simplement  équivalent,  en  tenant 
compte  des  relations  entre  les  neuf  cosinus,  aux  trois  équations  de  la  forme  (%),  aux- 
quelles il  se  proposait  d'arriver. 

\*)  Nous  nous  sommes  déjà  servi  de  celte  remarque,  une  première  fois  dans  notre 
Mémoire  xur  la  Théorie  de  la  Courbure  des  Surfaces  (pp.  79-80),  pour  établir  les  formules 
générales  et  théorèmes  de  Lahé,  relatifs  aux  courbures  principales  de  tout  système 
orthogonal,  et  une  ^econdc  fois  dans  notre  Blémoire  sur  l'Emploi  des  Coordon.  Curiil. 
(pp.  8-9;,  pour  obtenir  l'une  des  trois  formes  (dues  à  Guiraudet,  et  rapportées  par  Lamé 
des  équations  du  mouvement  d'un  point  en  coordonnées  curvilignes,  dont  nous  avous 
ensuite  déduit  successivement  les  deux  autres. 
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dence  pour  ces  formules  la  double  syméiric  essenfielle  que 
nous  venons  de  rappeler. 

Effectuant  donc,  sur  la  formule  unique  (90)  obtenue  tout  à 
riieure,  successivement  les  deux  modes  de  permutation  en  ques- 
tion, en  commençant  par  le  second,  celui-ci  nous  donnera  d'abord 
simplement  les  trois  équations  rcprésenices  par  le  type  unique 

«'  _  1  /K  1/       1  /J  u 

-fc         2  o   ^         2   <f  o 

H  étant  Tune  quelconque  des  trois  coordonnées  rectilignes;  puis 
de  la,  le  premier  mode  de  permutation  nous  fournira,  pour  la 
même  coordonnée,  les  trois  équations  suivantes  qui  constituent 
le  système  indiqué  seul  par  Lamé  : 


(97) 


Min        1  /H  ri 

1  f  m         a   a  f 

1  /FI  11        1  /K  11 

Ce  premier  groupe  étant  établi,  il  nous  sera  facile  à  présent 
d'obtenir  également  le  second,  car  dans  le  système  du  premier 
ordre  proposé  (5)  du  Chapitre  lli,  les  trois  équations  de  gauche 
ne  renfermant  chacune  qu'une  coordonnée  rectiligne,  et  pouvant 
dès  lors  être  représentées  synlhétiquemenl,  comme  plus  haut  en 
pariant  de  la  forme  (20),  par  le  type 

(98)  AÎ,(^)'.-AÎ,(^)VAÎ.g=1. 


(')  Ce  sont  les  équations  !.28)  du  S  Ldes  Leçons  sur  tes  Coordonnées  Ctir.  ;//7«/«t(p.89),en 
y  tenant  compte  de5 définitions  H  =  A^*-^,  K  =  A,  '^,  J  =  Aj-*c,  et  de  la  clef,  donnée  une 
fois  pour  toutes,  pour  ces  traductions  dans  la  note  de  la  page  302  ci-dessus  (Chap.  lY) 
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il  suffira,  cvidenimenl, de  différeiilier  celle  dernière  équation  suc- 
cessivement par  rapport  aux  trois  variables  cp,  4*»  «;  pour  obtenir 
par  h  trois  nouvelles  équations  du  second  ordre,  ne  contenant 
comme  elle  que  la  seule  et  même  coordonnée  u,  et  qui  seront 
certainement  distinctes  des  équations  précédentes  (97),  du 
moment  que  celles-là  n'ont  été  obtenues  qu'en  faisant  intervenir 
dans  le  calcul  à  la  fois  les  six  relations  entre  les  neuf  cosi- 
nus \  lA,  V  l\  ...  v",  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  à  la  fois  les  six 
équations  (5)  du  Chapitre  Ili,  tandis  que  celles-ci  proviendront 
uniquement,  d  après  ce  que  nous  venons  de  dire,  des  trois  seules 
figurées  par  le  type  précédent  (98),  c'est-à-dire  des  seules  équa- 
tions de  gauche  de  ce  même  système  proposé  (5). 

Récrivant  donc,  à  cet  effet,  l'équation  précédente  (98),  en  y 
introduisant,  pour  la  plus  grande  commodité  des  écritures,  à  la 
place  des  invariants  A,ç,  A, 4»,  ^jw  eux-mêmes,  les  trois  quan- 
tités H,  K,  J,  ce  qui  la  transformera  dans  la  suivante 

"-(7)' --(;)' --(:)"='• 

et  la  différentiant  en  (p,  par  exemple,  nous  obtiendrons  par  là 
cette  nouvelle  équation 

„-..,-'_„-.  î!.(«)VK-2-"'i:-K-«i(îîy 

.      uu*       .  ,J    l'uV 

qui  pourra  s'écrire  également 

"     -   2-, U-K-'-  2 U- J-'-  2 =0, 

f\     -f  f    ?'  ^\     'Py        ?    P'  a\     isf         9  zfj 

et  deviendra  dès  lors,  en  y  substituant,  pour  les  trois  dérivées 
rectangles  de  u,  les  expressions  fournies  par  les  équations  pré 
cédemment  acquises  (97), 
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(*) 


.  .u  f  u*     m m\         . m  //h «     /K  u     /K «^ 

H:'-  2- +ii''- —  + 

,  u  [U  u       /H  u       /J  m\ 
+  j-«_  __  + =0, 

vs  \  f  js  is   f  çj   or/ 

OU,  en  réduisant, 

et,  par  conséquent,  en  multipliant  par  H  et  divisant  par  2"' 
nous  obtiendrons  définitivement  la  première  des  trois  autres 
équations  linéaires,  analogues  aux  précédentes,  mais  que  n'in- 
diquent cependant  ni  Lamé,  ni  Betti  : 

u'       \  //H    u       H  /H    u       H  /H    u\ 
î/'_l  //K    1/       K/K    u       K/K    «\ 

o'""  2  \o       cr         H  ?       î>         K   ^        ^1 

Legroupeci-dessus(97)de  Lamé elcelui  que  nous  venons  d*ob- 
tenir  représentent  donc  ensemble,  pour  le  cas  le  plus  général  du 
système  orthogonal,  les  six  équations  du  second  ordre  auxquelles 
chacune  des  coordonnées  rectilignes  est  astreinte  à  satisfaire, 
ainsi  que  nous  Tavons  vu  plus  haut. 

Si  Ton  demandait  les  équations  analogues  propres  spéciale- 
ment au  cas  du  système  triplement  isotherme,  c'est-à-dire  celles 
que  nous  envisagions  expressément  à  la  fin  du  paragraphe  pré- 
cédent, il  n'y  aurait  évidemment,  pour  les  obtenir,  qu'à  remplacer 
dans  ces  six  équations  les   trois  quantités  H,  K,  J  par  leurs 


(*}  La  dissyniétrie  des  termes  des  seconds  membres  de  ces  équations  n'a  rien,  dans  le 
cas  acluci,  qui  doive  inquiéter  ui  surprendre,  puisque  dans  chacune  d'elles  la  variable 
indé|>endante  correspondante  au  premier  terme  joue,  relativement  aux  deux  autres,  un 
rôle  manifestement  exceptionnel. 
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valeurs(10)duChapitrclII,5avoir  H  =  QR,  K=RP,  J  =  PQ, 
puisque  si  Ton  introduit  d  abord,  dans  les  équations  (5)  du  Cha- 
pitre III,  ces  quantités  H,  K,  J  eonnme  inconnues  à  la  place  des 
invariants  A,-),  ^14»,  ^i®',  c  est  précisénnenl  en  faisant  ensuite  la 
substitution  que  nous  venons  de  dire,  que  ces  équations  (5)  se 
transformeront  alors  dans  les  équations  (20)  du  même  Chapitre, 
que  nous  avions  admises  comme  point  de  départ  pour  le  calcul 
des  équations  en  question. 

Equations  simultanées  aux  différentielles  totales,  pour  le 
cas  le  plus  général  du  système   orthogonal,  entre   les   trois 

DÉRIVÉES    PREMIÈRES    D*UNE  MÊME    COORDONNÉE  RECTiLIGNE.    —  iutrO- 

duisons  maintenant  dans  les  six  équations  du  second  ordre  (97) 
et  (99),  que  nous  venons  d'obtenir  comme  résultat  de  la 
recherche  précédente,  les  trois  quantités  L,  M,  N  à  la  place  des 
dérivées  premières  de  u,  savoir  :  |'  5»  |.  Elles  donneront  nais- 
sances alors,  ainsi  que  nous  lavons  annoncé,  aux  neuf  égalités  : 

If  i\f  K    ^)'  Jo  / 

)    L       N       \  lli    „      Itt      \ 

hî=-^  =  if!!l.L-.^.M). 

i     o       a»        2\  ^  ç>        / 

De  ce  résultat  il  suit  immédiatement,  comme  nous  lavons 
déjà  expliqué,  que  ces  trois  inconnues  L,  M,  N  devront  alors 
vérifier  le  système  des  trois  équations  aux  différentielles  totales: 


3S5 


:io3) 


(102) 


,,       I  /m.       Il/H„      H/H    \  .       1/H  .        K    \  . 

.!('>.2»).., 


dans  lesquelles  H,  K^  J  représenlent  par  hypothèse  les  expressions 
complètement  déierminées  en  ç>,  ^,By,  qui  rèsulieraienl  de  finfc- 
gralion  des  systèmes  (3)  et  (4)  du  Chapîire  lli,  supposées  expri- 
mées à  l'aidedeees  inconnues  au  lieu  des  invariants  A^ ;p,  A^  j/,  ùi^m. 
En  supposant  donc  que  ce  dernier  système  (102)  soit  com- 
plètement intégrable.,  d  que  Ton  en  ail  formé  Tintégrale  géné- 
rale, laquelle  consistera,  s'il  en  est  ainsi,  dans  trois  expressions 
déierminées  de  la  forme  ci -dessus  (89),  dont  on  déduira 
onsuilc  immédiatement,  par  un  simple  jeu  d'accentuation,  pour 
les  neuf  dérivées  L,  M,  N,  des  valeurs  telles  que  celles  figurées 
par  le  tableau  (90)  ei  correspondantes  aux  trois  coordonnées 
X,  y^Zy  il  faudra,  pour  qu'il  existe  une  solution,  qu'en  substituant 
:dors  ces  valeurs  dans  le  système  proposé  (5)  du  Chapitre  III, 
les  six  équations  obtenues  de  cette  façon,  savoir 


puissent  être  satisfaites  identiquement  par  le  moyen  des  fonc- 
tions arbitraires  qui  entreront  dans  les  expressions  précitées  de 
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H,  K,  J,  auquel  cas  elles  serviront  dès  lors  à  déterminer  plus  on 
moins  complètement  lesdites  fonctions  arbitraires. 

Or,  d'une  part,  la  foniie  même  de  ce  système  (102)  ou,  plus 
clairement  encore,  les  six  équations  (101),  montrant  immédiate- 
ment qu'en  le  supposant  intégrable  la  difTércnticllc  (85)  le  sera 
elle-même  par  simple  quadrature,  et,  d'autre  pari,  le  problème 
d'Analyse,  auquel  seul  se  trouvera  par  conséquent  ainsi  rame- 
née la  recherche  du  système  orthogonal  en  général,  étant  de 
ceux  que  Ton  sait  résoudre  et  pour  lesquels  il  existe  plusieurs 
méthodes  que  nous  avons  rappelées,  toute  la  difficulté  dans  la 
question  est  donc  réduite  désormais  à  la  seule  détermination 
en  cp,  tp,  w  des  trois  quantités  H,  K,  J,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  des  trois  invariants  Aff,  Àjtp,  Àftîr,  laquelle  dépend,  ainsi 
que  nous  Pavons  vu  au  début  du  Chapitre  111,  d'un  système  de 
six  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  entre  ces 
(rois  inconnues  (*). 


(*}  Ces  trois  inconnues  ^^f^  àf^,  Ai^  étant  déterminées  par  les  six  équations  da 
second  ordre  (3)  cl  (4)  de  ce  Chapitre  Hl,  si  l'on  se  propose  de  ramener  l'inlégration  de 
ces  équations  à  la  détermination  d'une  seule  de  ces  inconnues,  il  faudra  les  différeulier 
toutes  simultanément  un  nombre  m  de  fois,  assez  grand  pour  qne  le  nombre  total  N  des 
équations  dont  on  aura  par  là  la  disposition  surpasse  d'une  unité  au  moins  le  nombre 
total  u  des  dérivées  des  deux  autres  inconnues,  et  de  ces  inconnues  elles-mêmes.  En 
agissant  ainsi,  comme  cette  opération  introduira  pour  chaque  inconnue  toutes  ses  déri- 
vées jusqu'à  l'ordre  m  4-  2  inclus,  on  aura  évidemment  à  la  fois 

(m  H-  1  )  (m  -4-  2)  (m  h-  3)  {m  -4-  3)  (m  -4-  4)  (m  -4-  5) 

N  =.  6 ,  n  ^  2 *         . 

1.2.3  1.-2.3 

et  m  sera  dès  lors  le  plus  petit  nombre  entier  positif  pour  lequel  on  aura  N  >  w, 
ou,  N  —  ?i  >  0,  c'est-à-dire,  eu  égard  aux  valeurs  que  nous  venons  d'écrire, 

2  (m  -4-  3)  [3  (TO  H-  l)  (m  -4-  2)  —  (m  -4-  4)  (m  -4-  5)]  >  0, 

ou  bien 

3  (m*  -4-  3  m  -4-  2)  -  (m«  -4-  9  m  -4-  20)  >  0, 
c'est-à-riire 

2m«  — 14>0,         .  ou  m«>7, 

condition  qui,  exigeant  que  l'on  prenne  m  =  3,  donnera  par  conséquent, pour  les  nombres 
N  et  71  ci-dessus,  les  valeurs  N=  4.5.6  =  420,  n  =  2.7.8  »  412,  et  pour  leur 
différence  N —n=:  120— 412  =  8.  D'où  il  appert  (autant  du  moins  qu'il  est  possible 
de  l'évaluer  a  priori)  que  le  problème  d'intégration  ainsi  traité  consistera  dès  lors  dans  la 
détermination  d'une  seule  inconnue  par  le  moyen  de  huii  équations  simultanées  aux 
dérivées  partielles  du  cinquième  ordre. 
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Pour  obtenir  les  mêmes  équations  auxquelles  nous  venons 
d'arriver,  exprimées  à  l'aide  des  trois  inconnues  P,  Q,  R,  spé- 
ciales au  cas  du  système  triplement  isotherme,  il  suflîra,  avons- 
nous  dit,  de  nous  rappeler  les  formules  (10)  et  (8)  de  notre  Cha- 
pitre nr,  savoir 


H  =  QR,     K  =  RP,     J  =  PQ, 


Q  R 


desquelles  nous  tirerons  successivement 


(104) 


(lOS) 


II 

ni- 
ai 

/H 


>'      J-Q 
/Q  -4-  /H , 
/R 

/Q 


/ic  =  m 
/K     /p 


H 

/p. 


s  —   J 

p 


/K 

? 


? 


K_P       £_Q 

/J  =  /p  ^  <Q, 

/J  _  /p 


(106) 


valeurs  qtn\  étant  remises  à  la  fois  dans  les  deux  syslèiïies  pré- 
cédents (102)  et  (103),  en  multipliant  toutefois  chacune  des  équa- 
tions du  second  groupe  par  le  produit  PQR,  les  transformeront 
alors  respectivement  dans  les  deux  suivants  : 

I//.QR        Q/R        R/Q    \  ,        I//U        /R    \ 

'A     f  P    f  P  cr       /     '         ^\f  9       I 

1  //R         /R    \  .         I//.RP         R/P         Pm   \ 

i  IIP         /P    \ 
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PL*   -f-QM*   ^R^'*-=PQR,      PL'L  '  +  QM"M"'  +  RiV'M  '==0, 

(107)  \  PL"*  +QM"«  -+-RN"*  «PQR,       PL'"L'  -f-QM"'M    +RN'"N'  =0, 

PL"'«-+-QM'"*-f.RN'  •  =  PQR,      PL'L"    +QM'M"  -4-RN'N"=0, 

dans  lesquels  P,  Q,  R  représenleronl  de  nouveau ,  par  hypo- 
thèse, les  expressions  complètement  déterminées  en  y,  ^,  sij 
successivement  obtenues  dans  nos  Chapitres  III  et  IV,  qui  con- 
viendront au  cas  général  ou  particulier  que  l'on  se  proposera 
de  traiter. 

Seulement,  comme  dans  la  plupart  de  ces  cas,  et  notamment 
dans  le  cas  le  plus  général  de  ce  problème,  lesdites  expressions 
de  P,  Q,  R  ne  renfermeront  point  de  fonctions  arbitraires,  H 
arrivera,  comme  nous  Tavons  dit  dans  un  paragraphe  précédent 
(pp.  344-345),  que  le  second  de  ces  systèmes  ne  pourra  être 
vérifié,  (|uelles  que  soient  les  variables  y,  ^p,  -a,  que  si  chacune 
des  six  ci|uaiions  qui  le  composent  se  réduit  ù  de  simples  rela- 
tions entre  les  neuf  constantes  arbitraires  introduites  par  Tinté- 
gration  du  premier  système  (106),  envisagé  successivement  pour 
les  trois  coordonnées  x^  y,  Zy  relations  dans  lesquelles  pourront 
entrer  toutefois  les  constantes  figurant  antérieurement  dans  lo 
système  proposé  lui-même,  eu  égard  aux  expressions  précitées 
de  P,  Q,  R. 

Nous  ferons  emploi  de  ces  deux  derniers  systèmes  (106)  et 
(107)  eux-mêmes  dans  la  Note  IV  de  TAppendice  qui  terminera 
ce  Mémoire. 

Si  maintenant,  en  vue  de  nous  servir  des  équations  que  nous 
venons  d'établir  pour  traiter  le  cas  le  plus  général  du  système 
isotherme,  nous  réalisions  dans  ces  systèmes  (102)  ou  (106) 
le  changement  linéaire  de  variables  que  nous  avons  opéré  au 
début  du  présent  Chapitre  sur  le  système  proposé  lui-même  (20) 
du  Chapitre  III,  nous  arriverions  très  aisément,  à  faide  des  for- 
mules (80) et  (74),  à  constater,  comme  plus  haut,  que  le  système 
ainsi  transformé  ne  contiendrait  plus  de  nouveau  les  constantes 
a,  p,  y,  et  s,  mais  seulement  les  quatre  constantes  a*,  6^,  c^,  cP, 
dont  dépendent  seules  les  nouvelles  expressions  (83)  de  <>,  V,  II» 
après  ce  changement  de  variables. 
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Touiefois,  comme  même  après  ce  changement  ces  équations 
(t02)  ou  (106)  contiendront  toujours  les  variables  indépen- 
dantes engagées  sous  des  fonctions  elliptiques ,  dont  la  pré- 
sence constituera  très  probablement  une  dilTicullé  de  plus  pour 
rintégration  y  nous  nous  débarrasserons  de  cette  complica- 
tion de  pure  forme  par  le  moyen  d*un  second  changement  de 
variables,  en  prenant  cette  fois  pour  variables  indépendantes,  a 
la  place  des  nouvelles  coordonnées  thermométriques  cp,  ^,  w,  les 
fonctions  ç>,  %  Il  elles-mêmes,  définies  par  les  égalités  ci-dessus 
(85),  ainsi  que  nous  Tavons  fait  déjà  dans  le  dernier  numéro  7*" 
de  ce  même  Chapitre  IV,  parce  que  les  expressions  (72)  des  déri- 
vées ^',  ^',  II',  et  (65)  de  P,  Q,  R,  devenant  alors  algébriques 
par  rapport  à  ces  nouvelles  variables,  il  est  bien  clair  que  le  sys- 
tème (106),  obtenu  tout  à  Theure  à  l'aide  de  simples  différentia- 
tions  et  combinaisons  algébriques,  en  partant  du  système  pro- 
posé (20)  du  Chapitre  III,  ne  renfermera  plus  lui-même  les 
variables  que  sous  forme  simplement  algébrique. 

Pour  obtenir  le  nouveau  système  qui  résulterait  ainsi  de  ces 
deux  changements  successifs  de  variables  indépendantes,  il  ne 
sera  pas  nécessaire,  d  ailleurs,  de  recommencer  la  même  série 
d'opérations  et  de  calculs  ;  il  suffira  d'observer,  en  premier  lieu, 
qu'en  posant  alors  par  analogie 

du  =  4V*  -+-  JTC(/f  -4-  SIXcidn, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose^ 

du       .i  du        .^  du       ^-, 

ûi-^'  T.-'^^''  l^^-^"^ 

les  dérivées  L,  M,  N,  précédemment  considérées  (84),  se  trans- 
formeront alors  dans  les  valeurs 


(408) 


U       du  d<P         j 
f       d^d^ 

u       du  d'v       ^^ 

^       dv  d^ 

u       dudn       ^ 

N«-  =  — — «0ï,n', 

a       dïidfs 

S5 
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et  que  l'on  aura  semblabicment  pour  les  dérivées  secondes,  par 
exemple, 

/     tt'  d  (h\       d   ,.,  ,^        ,di^       p  „      df  „       p  „ 


^      (4(!î)  =  l(0Tn')"-?-(0W).'-   , 
u*       )  d^  \o/        di^  d^  dw 


^v 


dv 

d.Ml 


rftr\f/       du  A\V  dn 

et,  par  conséquent,  en  permutant,  les  neuf  valeurs  : 


d^ 


(109) 


rf* 


^^\ 


--  =  — —  'r"-f- Jîl  M  ",  -==  -r-  n'*  -f.  >3T  !l  , 

^^        d^'  a*       f/ri 

M»         rf0l>     ,     ,        d.)lL     ,     ,        tt*         d^'     ,    ,        d^%         ,  U'        C/JIL    ,     .       dV    , 

—=--— H'n  =-- — M  n',    — =  —  n*  =---nV,  — =~-— ^s  = — ♦% 

^u      c/t  on  w»     iiï\  (I*  ^^  -   d*  '- 


d> 


Substiluani  dès  lors  ces  valeurs  (108)  el  (109)  dans  les 
équations  (99)  et  (97),  en  y  iniroduisanl  en  même  temps,  à  la 
place  des  quantités  H,  K,  J,  leurs  valeurs  (68),  les  premières 
équations  de  ces  deux  groupes  (99)  et  (97)  se  transformeront 
alors  respectivement  dans  les  deux  suivantes  : 

(/H  dn  adn^  ^  !2dT^         ' 

cest-A-dire  plus  simplement,   en   les   divisant   respeciivcmenl 
par  4)'«  et  V  H', 

d*       «^'*  :>Ld«J»  K,  d'r  J,  an  J 


(110) 


d(Dt.      d.fX^      \  dlK^  ^,        1  d/J.  .^ 
dr         dn        2  du  2  dv 
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Or,  d'une  part,  au  second  membre  de  la  première  de  ces 
équations,  le  second  terme  en  JC  détruit  le  terme  correspondant 
du  premier  membre,  car  son  coefficient  a  pour  valeur 

dl^'  _  (il*'  (h  _  ♦"    i  _  *" 
(/*  ~  rfî>  rf*  ""  *'    *'  ""  V*' 

D'autre  part,  Hf,Ki,Jf  représentant  maintenant  dans  ces  équa- 
tions les  expressions  (73)  du  Chapitre  précédent,  c'est-à-dire,  en 
les  écrivant  à  Taide  de  la  constante  d^  définie  par  l'égalité  sui- 
vante (74),  celles-ci  : 

'■"4fi*        /W        '       '""irf*         /»         '      *^4(i*        TW 
dont  on  déduira  par  la  différentialion 


(«II, 

* 

1 

1 

1 

/'(*) 

2*  —  (m-  - 

hii) 

/■(♦) 

1 

"K  — 

d* 
f//II, 

—  T 

♦  — n 
rf/H, 
da 

/■{*) 

1 
II  —  * 

(♦-T)  (♦. 

dIKt 
dn 

-n) 
T  — n 

dv 

* 

—  V 

II 

ces  mêmes  équations  (110)  deviendront,  en  y  remettant  ces  der- 
nières valeurs, 


h      2  [\(*— ir) (n— *)      /■(*)/  y— n/"(<i»)U— J 

Y— n  /^(*)ii  — ♦      J 

f  dSf(o      dCfîi.      1    —  <     .,,       «•     1      ,- 

\  rfv         rfii       2y  — u  2y  — n 

Et,  par  conséquent,  si  nous  convenons  de  représenter,  pour 
abréger  l'écriture,  par  û  le  produit 

(IM)  û  =  Ok  — 11)  (n  —  *)(*  —  ^f), 


011  voit  par  là  que  nous  aurons  définilivemenl,  à  I  aide  de  per- 
mufalions  circulaires  évidentes,  les  neuf  égalités,  analogues  aux 
précédentes  (100)  et  (101),  savoir  : 

+  (n  —  *)Y(Hr) .OU  —  (*  -  M )Y(n)  31,  J 


[}(n— <i>)(n-^*-2v)/'(H')-a/'{4)}.0Tl 


l^'^^)tl(*-"^^^*-^"'-^")/'(")""''^'(")5-^ 


c/OT. 

«- — _— I  w*  —  ^jf^i^s-'- 
^4-  (T  -  ri)Y(*). ^'  -  (n  -  *)Y(Y).  JR ] 

d^        dïi        2(Y--n)  '     c/n  "~  rf*       2(n — ♦)'       c/*       (/v""2(* — h) 

lesquelles  permettent  encore  de  former  immédiatement,  comme 
plus  haut,  le  système  des  trois  équations  simultanées  aux  diffé- 
rentielles totales,  auxquelles  seront  astreintes  à  satisfaire  les  trois 
nouvelles  dérivées  -C,  JTL,  ^Xo9  lorsque  Ton  aura  adopté  les 
fonctions  0,  ^,  Il  pour  variables  indépendantes  à  la  place 
de  ?,  ^,  w. 

Intégration  généralr  de  ck  système  d'équations  aux  différen- 
tielles TOTALES. —  Adoptant  donc  ce  nouveau  système  de  variables 
pour  former  effectivement  ces  équations  et  procéder  ensuite  è 
leur  intégration,  nous  substituerons,  comme  simple  notation,  en 
vue  seulement  de  la  plus  grande  commodité  de  récriture,  aux 
leures  majuscules  <b,  %  H,  les  lettres  cursives  \  a,  y,  en  récri- 
vant ici,  par  conséquent,  les  égalités  de  définition  précitées  (83) 
et  (79)  sous  la  forme 
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A='^(îp)=~a*cn^~6'snV,  /f  =  \/  —  ;  =V  -\ ^.' 

(112)     /  f.=M(+)^ 6'cnV-cW^  '■•'==  N/z75  =^\/^7Et^' 

:/  =  n(o)  =  -  a-n'cr  -  a»sn*o,  A"  =-\/  ,=  X/  - — --  • 

Alors   si  nous  posons  comme  (oui  à  Thcure,  pour  une  coor- 
donnée reclilignc  quelconque  u, 


(115) 

ou 

(114) 


rfx 


(/h  bs  Ad*  -t-  Mrf/it  +  Nrfv, 


M< 


rf/ 


N=- 


d» 


9  =  (^-v)(v-X)0-/*), 


A,  M,  N  tenant  ainsi  la  place  de  -P,  <')Tl,  ^>,  et  6  de  i2)  les  équa- 
tions que  nous  venons  d'ciablir  (oui  à  l'heure,  étant  récrites  avec 
ces  nouvelles  notations,  ainsi  qu'il  suit 


(H«) 


ÙK  \ 


■\\{^--W  ♦-^-2A)AA)-er(x)}.A 


rfX        20/ (A)' 

+  (v-a)Y(m).M-(x-m)Y('').N], 

//M  1  * 

.  [  j  (X  _  /.)  (X  -V  M  -  S:-)  A")  -  er {")  }•  N 


ae^v)' 


(;.-.)Y(X).A_(._X)y(M).M, 


f/N     rfM       N  — M       rfA      rfN_   A-N       JM      rfA_  M  — A 
rf^~"i/ii~"2(yu— y)'      dir""rfx~2(v  — X)'     7/x°°i/fr~~2(X— («)' 
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fournironl  immédiaiemenl,  pour  le  sysièmc  d'équalîons  aux  diffé- 
rentielles toiales  qui  devront  déterminer  nos  inconnues  A,  M, 
N,  les  trois  équations,  linéaires  par  rapport  à  ces  inconnues  (*), 

-.(A~^)Y(.)N]rfA  +  --^^^^ 

i  M 

(i\7)'  ^  (A~A.)VM  N  -  (.a-..,YW.  AJ  ^/a.  -^ (N  -  M)  dy, 

2(v— A)  :i(M  — v) 


el,  en  supposant  ce  système  complètement  intégrable,  il  résulte 
à  première  vue  de  sa  forme  même,  ou,  en  termes  plus  clairs, 
de  la  dernière  ligne  des  équations  (11 6),  que  la  différentielle  (1 15} 
sera  bien  alors  une  différentielle  exacte. 

C'est  donc  de  ce  système  qu*il  s'agit  actuellement  de  trouver 
la  solution  la  plus  générale. 

Cette  question  offrirait  sans  doute,  si  Ton  voulait  se  la  propo* 
scr,  un  bel  exemple  d'application  des  savantes  méthodes  de 
Jacobi  et  Bour,  ou  de  Mayer,  déjà  rappelées  plus  haut.  Mais, 
malgré  la  puissance  et  la  fécondité  de  ces  profondes  théories, 
les  opérations  qu'elles  exigent  sont  malaisées  à  réaliser  pour  ce 


(•)  II  est  k  peine  besoin  de  signaler  encore  une  fois  que  ce  système  (147)  ne  se  trouve 
pas  dans  Lamé,  puisqu'il  n'est  que  la  traduction,  sous  une  autre  forme,  des  neuf  équations 
précédenies  (116),  dont  l'illustre  Auteur  ne  donne  pas  les  trois  premières,  comme  nous 
l'avons  dit,  mais  seulement  celles  de  la  dernière  ligne  qui  reproduisent  son  type  (34)  du 
S  LXIII  des  Coord.  CnrvU.  (p.  11:2).  (Voir  la  clef  Ht  la  note  de  la  page  HO!i,  Chapitre  1V\ 
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système  particulier,  parce  qu^ctant  compliquées  (*),  multiples, 
ei  non  symétriques,  elles  accumulent,  dès  lors,  dans  la  même 
proportion,  les  difficultés  de  calcul  et  les  chances  d*erreur; 
c'est  pourquoi  il  sera  tout  à  la  fois  plus  simple,  plus  rapide,  et 
surtout  plus  sur  (**),  de  profiter  de  la  symétrie  extrêmement 
remarquable  de  ces  mêmes  équations  pour  en  instituer  un  mode 
d'intégration,  qui  serait  sans  doute  inapplicable  dans  la  plupart 
des  cas,  mais  qui  suffira,  comme  on  va  le  voir,  dans  le  cas  actuel, 
pour  résoudre  la  question  d'une  façon  sure  et  commode. 

Dans  celte  pensée,  partant  de  ce  fait  que  le  système  proposé 
des  équations  aux  différentielles  totales  (117)  est  complètement 
équivalent,  comme  exprimant  une  seule  et  même  chose,  au  sys- 
tème des  neuf  équations  aux  dérivées  partielles  précédentes  (11 6), 
lesquelles,  ne  renfermant  chacune  que  des  dérivées  relatives  à 
une  seule  variable,  sont  assimilables,  par  groupe  de  trois,  à  des 
équations  différentielles  ordinaires  simultanées,  Ton  voit  ainsi 
tout  d'abord  que  la  question  proposée  revient  en  fait  à  trouver 
une  intégrale  générale  commune  aux  trois  systèmes  d'équations 
différentielles  ordinaires,  savoir,  en  premier  lieu^ 


/ 


"-îir^'-^''  "-.T^<^-»'- 


(')  Pour  l'une  comme  pour  l'autre  de  ces  méthodes,  en  effet,  il  faudra  nécessairement 
commencer  par  rechercher  au  moins  une  intégrale  de  l'un  des  systèmes  ci-après  (il8% 
(  t'IO),  ou  (120),  ou  de  l'un  des  systèmes  analogues  coiTespondant  au  système  (117)  supposé 
transformé  à  l'aide  d'une  certaine  substitution  du  second  degré  des  variables  indépen- 
dantes ^,  ^,  cr  :  problème  difiicile  dans  tous  les  cas,  dont  la  remarquable  symétrie  de  ce 
même  système  (117)  va  nous  dispenser  fort  heureusement,  comme  on  va  le  voir,  de  pos- 
séder la  solution. 

('*;  Ces  méthodes,  d'ailleurs,  n'ayant  nulle  part  encore  pénétré  dans  l'enseignement 
classique,  leur  emploi  nous  était  par  cela  seul  complètement  interdit  en  raison  du  but 
essentiel  que  nous  nous  proposons  dans  cet  ouvrage  (de  môme  que  dans  nos  deux  autres 
précédents,  si  souvent  rappelés),  qui  est  précisément  de  mettre  à  la  portée  des  jeunes 
débutants  dans  la  carrière  scientifique,  en  possession  des  seules  connaissances  classiques* 

les  belles  et  fécondes  théories  qui  constituent  l'œuvre  admirable  et  trop  peu  connue  de 

Lamé. 
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la  variable  indépendante  étant  X  dans  ce  premier  système,  et  fn 
et  V  y  étant  considérées  comme  des  constantes;  puis,  en  second 
lieu,  le  système 

'"^ L_(M-A). 

{ii»)v^-j-5^|[K--»(»*»-2|.|/'i'')-9nrtl»l*(»-c)YWN-0— 'l'A»)*]. 

'^Ji__jLa,-M,, 

dans  lequel  la  variable  indépendante  est  f/,  v  et  >.  devant  être 
considérées  comme  des  constantes;  enfin  ce  dernier  système 


(120) 


'(/Al  ,  rfM  1 

-=- -(A-N),  --=- -(N-M), 

«y         ^  [V  —  A)  rfy         2  (ytfc  —  v) 

dans  lequel  v  étant  la  variable  indépendante,  'k  et  u  devront  être 
traitées  à  leur  tour  comme  de  simples  constantes. 

Or  cette  recherche  directe  d'une  intégrale  commune,  qui  en 
général  présenterait  les  plus  grandes  difficultés  et  serait  en  fait, 
la  plupart  du  temps,  complètement  impraticable,  est,  au  con- 
traire, dans  le  cas  actuel,  non  seulement  possible,  mais  relative- 
ment facile,  comme  on  va  le  voir,  en  raison  des  deux  circon- 
stances suivantes  : 

1*  En  théorie  générale,  que,  chacun  de  ces  trois  systèmes 
simultanés  étant  linéaire  et  homogène,  il  suffira  pour  avoir  l'in- 
tégrale générale  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  en  particulier, 
de  posséder  simplement  trois  solutions  particulières  de  celui-là, 
obtenues  d'ailleurs  par  tel  procédé  que  Ton  voudra  ; 

2"*  En  fait,  et  dans  l'espèce,  que,  pour  rencontrer  ainsi  la  forme 
en  X,  p,  V  de  trois  solutions  particulières  communes  aux  trois 
systèmes,  il  suffira,  comme  on  va  le  voir,  de  considérer  dans 
chaque  système  les  deux  équations  les  plus  simples,  la  vérifica- 


367 

tion  de  Tëqnation  la  plus  compliquée,  c'esl-à-dîrc  des  irois  pre- 
mières équations  (116),  se  réduisant  ensuite  à  établir  de  simples 
relations  entre  les  constantes  qui  entreront  dans  chacune  de  ces 
trois  solutions  particulières. 

Posée  en  ces  termes,  la  question  que  nous  devons  résoudre  en 
premier  lieu  se  réduit  donc  à  celle-ci  :  trouver  Irois  solutions 
particulières  communes  aux  six  équations 

r/M  ,  f/N 

d^  HA 

(12!)      (  ^2(^-  v)— =N-..M,  2(A-^)— =  M-A, 

HA     ■  ^  ,  dJVI 

2  (>  —  A)  --  =  A  -  N,  w2(^_  y)       „  TV  _  M , 


Hy  '  '^        '  di 


V 


question  dont  il  est  facile  è  présent  de  venir  à  bout  h  Taide  de 
simples  considérations  de  symétrie,  en  Tabordant  de  la  façon 
suivante. 

Considérant  d'abord  les  deux  équations  de  la  première  ligne 
empruntées  au  système  (H 8),  et  dans  lesquelles,  par  consé- 
quent, fjt  et  y  sont  des  constantes;  nous  les  mettrons  sous  la 
forme 

(i22)  â(A-,.)— -M  =  2(X-.)— -N=~  \, 

cl  nous  essayerons  tout  d'abord  de  vérifier  la  première  de  ces 
deux  dernières  équations,  c'est-à-dire  celle  fournie  par  l'élimina- 
tion de  l'inconnue  A,  entre  les  deux  équations  précitées. 

A  cet  effet,  nous  récrirons  celte  équation  elle-même  ainsi  qu'il 
suit,  en  introduisant,  pnr  addition  et  soustraction,  dans  chaque 
membre  une  constante  indéterminée  : 

2[>,  ^.  A-(Â-,  +  ;a)]'-^  -  M  «  2  [k,  ^-  A-  (*,  ^  y)]-^  -  N. 

Sous  celte  forme,  Ton  voit  que  cette  même  équation  se  trouvera 
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vérifiée,  s'il  rsi  possible  de  satisfaire  à  la  fois  aux  trois  équations 

Or,  les  deux  premières  de  ees  équations  devenant,  en  séparani 
les  variables, 

(iM      \      dx  //N      1      dA 


M       â  A,  -4-  A  N       2  it,  H-  A 

donneront  en  intégrant 

1  \ 

•     /M  =  -  Z(t,  -h  A)  ^-  /  const ,  /N  =  -  l{kt  -+-  A)  h-  i  consl., 

on 


(124)  M  =  *,(fi.v)V/it»-*- A,  N  =  ♦,(;«,  v)V/ik,^  A, 

d*oii^  par  suite,  en  diflTérentiant, 

et  alors,  comme,  en  reportant  ees  valeurs  dans  la  troisième  équa- 
tion (125),  celle-ci  deviendra 

on  voit  quVIle  ne  pourra  être  vérifiée,  elle  aussi,  qu*à  la  condi- 
tion de  prendre  à  la  fois 

fc,  ==  *,=  k,         et         {k  ^  fc)ifi{f^y  y)  =  (fc  -4-  y)*,(fA,  v)=:*(fi,  >), 
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d  où,  par  suiie,  pour  $,  cl  $2  '^^s  valeurs 

K  -4-  /tt  /:  -f-  y 

En  reportant  ces  valeurs  dans  les  expressions  (124)  el  la 
seconde  équation  (122),  on  aura,  dès  lors,  pour  première  expres- 
sion des  inconnues  A,  M,  N  vérifianl  à  la  fois  les  deux  équa- 
tions (122),  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  doux  de  la  pre- 
mière ligne  (121), 

avec 


*-*-^L         2V//.--4-A  J 


4.(^,v) 


{-K-v)^{k^X) 


(t-^  :/)l/it-4-A 

OU  simpicmcnl: 

^(fX,v)      fc-4-V  *(M,  v) 


A: 


vm    \/k 


Ce  premier  résultat  obtenu,  si  Ton  remarque,  au  sujel  des  six 
équations  proposées  (121),  que  les  trois  équalions  de  chaque 
colonne  se  déduiseni  les  unes  des  aulres  en  permutant  à  la  fois 
les  deux  groupes  (i,  fx,  v)  el  (A,  M,  N),  on  conclura  de  là  que 
le  même  procédé  de  làlonnemenl  rationnel,  succcssivemeni 
appliqué  à  chacun  des  trois  systèmes  de  deux  équations  formés 
par  chaque  ligne  de  ce  tableau  (121),  fournira  respectivement 
pour  ces  trois  systèmes  les  trois  solutions  particulières  consis- 
tant chacune  dans  les  trois  expressions  inscrites  semblablemenl 
dans  une  même  ligne  du  tableau  suivant 


I 


*  (a*i  ^)  „        *  (-"»  -A  . /7 ;  V       *(^'  ''^  I 


(,25)      M^-lir^,         N«:^l/Fr-..        A^liî^Vit^, 
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On  obtiendra,  dès  lors,  une  soluiion  eommnne  aux  trois  sys- 
tèmes correspondant  aux  (rois  lignes  du  tableau  (121),  en  iden- 
tifiant séparément  les  trois  valeurs  qui  figurent  dans  celui 
que  nous  venons  d*écrire  (125),  d'abord  pour  A,  puis  pour  M 
et  enfin  pour  N.  La  première  de  .ces  identifications  donnera  en 
particulier 


i/rr;»:^i:iiiii/É" 


VF 


ou,  sous  forme  plus  syméfriquc,  en  multipliant  par  Vk  -h  X,  et 
divisant  par  Vk  -+-  fx  l/fc  -+-  v, 

^(p,v)  H'(v,x)  n(x,/x)  ^^ 


In  valeur  commune  D  de  ces  rapports  ne  pouvant  être  qu'une 
constante,  puisque  cette  valeur  ne  peut  dépendre,  ni  de  X  d*après 
la  première  expression,  ni  de  u  d  après  la  seconde,  ni  enfin  de  v 
d'après  la  troisième. 

Tirant  donc  de  ces  trois  dernières  égalités,  pour  les  fonctions 
arbitraires  $,  Y,  II,  les  valeurs 


1»(^,y)=l>l/(fc-+.^)(/^^y),  M'(v,A)  =  Dl/(A.f- :/)(*-♦- A), 


n(A,/i)=I)l/(^  +  x)(/r-^;*), 

et  les  reportant  dans  Tune  quelconque  des  trois  lignes  du 
tableau  (125),  nous  aurons  donc  obtenu  ainsi,  pour  solution  com- 
mune aux  six  équations  proposées  (121),  les  trois  expressions 


(«26)  i  , 

▼  it  -4-  y 
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La  question  est  donc  réduite  à  chercher  maintenant  s*il  est 
possible  de  disposer,  de  trois  façons  diiïérentes,  de  la  seule  indé- 
minée k,  de  manière  à  satisfaire  à  la  fois  aux  trois  équations  res- 
tantes (118),  (119)  et  (120),  c'est-à-dire  aux  trois  premières 
équations  plus  compliquées  (116),  car  il  est  visible  qu'en  intro- 
duisant ces  valeurs  dans  ces  dernières  équations,  Tautre  indéter- 
minée D  disparaîtra  par  suite  de  riiomogénéitc. 

A  cet  effet,  déduisant  d  abord  par  la  différentiaiion  de  la  pre- 
mière des  expressions  (126) 


f/A^       I      l/(/it-f-^)(A-t-  >) 
"Sx""  ^2  (A  -h  A)î         ' 

puis  reportant  cette  dernière  valeur,  ainsi  que  les  trois  expres- 
sions (126),  dans  la  première  de  ces  équations  (116),  et  faisant 
passer  tous  les  termes  dans  le  second  membre,  nous  trouverons 


(127) 


]^  (ii^A)i/irrx   2e/(A)L  i^A-HA 


Vk-i-y.  Vk-^y 

et  alors,  en  multipliant  par  ^  A^)  •(*-+- ^)  ^ [k  -^'^^)[k^it.)[k-^v), 
et  ayant  égard,  en  outre,  à  la  valeur  de  définition  (11  S)  de  B, 
qui  peut  s'écrire 

e  =  -  (^_.,).(A».  ,)  (A--  ^)  =.  -  (^  -  .)  )  A^  _  (^  ^,)  A^  ^.j, 

nous  obtiendrons  ainsi  Téquation 

.(^-^v))A^-(m       .)A^f*v(/^{A).(A-4.^)(A-^v) 
,128)     \    H-(f.-v)[(f*  +  .-2A)/-(A)  +  )A*-(p-^v)A  +  p.}/XA)J.(A-hA)(A  +  /.)(A4..^ 
.(v-A)Y(A^).(A-+.v)(A+Ar-(A-y.)YW.(A.H^)(AH-A)««0, 

qu'il  s'agit,  par  conséquent,  de  rendre  identique. 


=0; 
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Dans  ce  but,  nous  poserons,  en  vue  d'abréger  les  écritures,  et 
pour  ce  calcul  seulement, 

A  «  a'  H-  6'  ^  c\        B  =  6V  h-  c'a*  4-  aV,        C  =  o'6V, 

en  sorte,  qu  avec  ces  notations»  tes  expressions  de  la  fonction  /; 
définie  par  Téquation  (71),  et  de  sa  dérivée,  seront  pour  une 
variable  quelconque  p  : 

(129)  f{p)  =  p^  -^  Ap'  -^  Bp  ^  C,  /'(p)  «  5p'  H-  2Ap  -*-  B. 

Cela  posé,  si  après  avoir  remis  ces  valeurs  dans  Téquation  en 
question  (128),  on  la  suppose  ensuite  ordonnée  par  rapport  à  A, 
il  est  deux  termes  en  particulier  dont  on  pourra  assez  facilement 
calculer  les  coefficients,  à  savoir  le  premier  et  le  dernier,  qui 
seront  respectivement  de  degré  5  cl  0  en  >  :  car  le  premier  de 
ces  termes,  qui  proviendra  uniquement  des  deux  premières 
lignes  de  Téqualion  seulement,  s'obtiendra  évidemment  en  y 
réduisant  chaque  facteur  simplement  au  seul  de  ses  termes  de 
degré  le  plus  élevé  en  X,  et  le  dernier  terme  en  réduisant,  au 
contraire,  tous  les  facteurs  h  leur  seul  terme  indépendant  de  X, 
c'est-à-dire  en  faisant  simplement  X  »»  0  dans  chaque  facteur  en 
particulier.  Or,  on  obtiendra  de  cette  façon  pour  le  terme  en  À' 

—  (a^—  y)  X\  A'(fc  +  pt)  (A  -^  v)  +  {fi  —  y)  j(  -  2a)  A^  H-  aV3A*]  .  X{k  +  iu)  (*  +  H 
«  (^  —  v)  {k  +  A*)  (*  +  y)  I  —  X»  +  (—  2A*  +  3A*).x]  =  0, 

expression  qui  dores  et  déjà  est  donc  identiquement  nulle,  ainsi 
qu'il  est  demandé  ;  puis,  en  second  lieu,  pour  le  terme  indépen- 
dant de  X,  en  ayant  égard  aux  expressions  (129), 


(150) 


~(^-.)./t.yY(0)(*H-M)(*-Hv)-h(A*-v)[(^+v)A0)-l-^vAX0)l*(*  +  f*)(*-4-v) 
4-  y'fii.) .  (k  ^  v)  fc'  -  f*Y(v) .{k^f.)  fc' 

=  (;*  -  y  )  (A  ^_  ft)  (fc^-  v)  [  -  ;t£y  C  +  j  (m  -+-  V)  C  -hA^y  B  (  A  ] 
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Or,  comme  des  mêmes  expressions  (129)  on  déduira  successi- 
vement, en  premier  lieu, 

et  de  même,  en  second  lieu, 

^      '^    (  ==(y-^)[ApV^B/t..(vH-;u)^C(v^-H^v4.p*)j. 

Texpression  ci-dessus  (130)  qu*il  s'agit  de  calculer  deviendra, 
en  remettant  dans  sa  seconde  forme  ces  deux  valeurs  (131)  et 
(132),  puis  développant,  et  ordonnant  les  différents  facteurs  par 
rapport  à  A, 

-♦-   j  ;«y  (/£«-+-  v)  C  -4-  /te'-/  B  —  (/U  -f-  v)  f*V  C  (  /c  —  AC*/'  (1 

+  j^V      B^y-C(/i  -f-  v)jA^_jAuV-h  B/zy(M  »  v)-4-C(^'-^A*v  +  >»)}i»J 
---  (^  -  >)  fy^Vit^  ■+•  î  (a*  H-  v)*  C  ~  Aa*^^—  C(a.* -+.  !2/£v  ^  •/) }  it*  -f.  A^VBA  —  ^VC] 
=  (u  -  y)  ^V  (/.'  -  A*'  -^  M  —  C)  =  --  (;x  -  v)  A*V./-(—  jt) . 

Et  dès  lors,  s'il  est  possible  de  vérifier  également  cette  première 
équation  (116)  avec  des  expressions  de  la  forme  (126),  cela  ne 
pourra  être  réalisé  qu*en  prenant  pour  —  k  Tune  des  trois 
racines  de  Téqualion  f{f)  «=>  0,  racines  qui  sont,  d'après  la  défi- 
nition (71),  —  a*,  —  6*,  —  c*,  c'est-à-dire,  par  conséquent,  en 
prenant  pour  k  l'une  des  trois  constantes  données  a*,  6^,  c^ 


574 

On  pourrait  se  proposer  de  reconnaître,  en  calculant  ainsi 
successivement  les  coefficienïs  des  quatre  autres  termes  en  i,  X*, 
l^,  etl^  de  la  même  équaiion,  que  c'est  toujours  cette  même  con- 
dition qui  procurerait  l'annulation  de  Chacun  de  ces  coefficients, 
et,  par  suite,  qu*elie  sera  suffisante  pour  la  vérification  de  chacune 
des 'trois  équations  proposées  (116),  puisque  cette  condition 
n'est  pas  modifiée  par  la  permutation  circulaire  qui  échange 
les  unes  dans  les  autres  ces  trois  mêmes  équations.  Mais  le 
calcul  serait  ainsi,  comme  on  peut  aisément  le  prévoir,  extrê- 
mement long  et  laborieux^  et  nous  parviendrons  beaucoup  plus 
rapidement  au  même  but,  maintenant  que  nous  savons  déjà  que 
cette  condition  est  nécessaire  pour  la  vérification  des  (rois  équa- 
tions précitées  (116),  en  nous  assurant,  a  posteriori,  qu'elle  est 
en  même  temps  suffisante  pour  le  même  objet,  par  l'introduction 
directe  de  celte  condition  dans  la  même  équaiion  (127)  que  nous 
venons  de  considérer. 

En  effet,  multiplions  cette  même  équaiion  (127)  par  le  pro- 
duit ~  . ^— ,  elle  deviendra 


^-  -    {(m  —  vjU-Hy — 2a) 


k  -^/u,  k-^vj 

puis  faisons-y,  par  exemple,  k  =  a*,  et  désignons  par  H  ce  que 
devient  le  premier  membre  dans  cette  hypothèse,  expression  qu'il 
s'agira,  par  conséquent,  de  démontrer  être  identiquement  nulle. 
Si  l'on  a  égard  à  la  définition  (71)  de  la  fonction  ^  il  est  clair 
que  cette  même  expression  A  pourra  s'écrire 

(433)  ,-      ^W  f'^'^     .    ^ 


(134) 


(a*  -»-  A)'       a' H-  A        e 

en  faisant,  pour  abréger, 

j  5-=(A—î')(f«+v— 2a). (<>••+- x)(c'+x)-4-(v-a)'.(6'  +  ^)(c'-hm) 
(  —  (X  — ^)'.(6'-»-y)(c*-»-y). 
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Or^  si  Ton  effectue  d*abord,  dans  chaque  terme  de  cette  der- 
nière expression  5,  seulement  le  produit  des  deux  derniers  fac- 
teurs, et  qu'on  Tordonne  ensuite  par  rapport  aux  constantes  (*), 
il  est  clair  qu'elle  pourra  alors  être  écrite  sous  la  forme 

,s  =  c)U6v  -^  ia>(6*  +  c«)  -♦-  e , 

les  valeurs  des  trois  coefficients  JU,  \Sh,  C  éiant  respectivement 
les  suivantes 

llî,  ==(^— y)  (^-4- V— 2A).  A  +  (y'  —  âvA-f- A*).At— (A»— 2Aa« -^ /«*).»' 

=  (m— v)Ua*h-v)A  — A«— /.v(  =  — (a*— v).(A  — v)(A— ^)=:e, 

G«(^--y)(/tc-^y— !2A).A*-+-(y*— 2yA-*-A*).^*  — (A*— 2A/u-^/u*).y'^ 
«(/.'— v^)A«  —  2(a*-v) A'  — 2(Av/.«  —  Aa*0 -*- A'(/*«— v«) 
=  2(a«*— y*)A'— 2(^  — v)a'  — 2a^v(a4— v) 
=  2A(/*-v)j(A*^v)A-A'~A*v|  =  ~2A(A4-y).(A-v)(A-A*)-=2AB; 

et,  par  conséquent,  la  valeur  ci-dessus  (154)  de  l'expression  S 
sera  simplement 

S  =  e  (6'  f  O  +  2Ae,  d'où  !1  =  6*  -+-  c«  +  2A. 

D'autre  part,  comme  l'on  aperçoit  de  suite  que  l'on  a  éga- 
lement 

a'  +  A)'        O'  -4-  A  («»  -*-  A)'  dA  U'  +  A/ 


:  ——[(6»  -V-  A)  (c*  +  A)] [6V  -*-  (6' -H  c»)  A  ^  A']  —  —  (6'  +  c' -H  2A), 


(')  Un  procédé  semblable  nous  a  déjà  réussi  dans  le  Chapitre  précédent,  on  s'en 
souvient,  h  propos  d'une  question  toute  pareille,  mais  plus  compliquée  encore  que 
celle-ci  (pp.  3âi-3â6). 

S6 
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il  est  donc  démontré  par  le  que  Fexpression  proposée  (133)  de  A 
est  bien  identiquement  nulle,  ainsi  que  nous  voulions  nous  en 
assurer.  Et  il  est  clair  qu'il  en  serait  encore  de  même  en  prenant 
successivement  pour  k  les  deux  autres  valeurs  *=  6*,  et  k  =  c^^ 
puisque  les  calculs  correspondants  se  déduiraient  de  ceux  que 
nous  venons  d^effectuer  en  permutant  simplement  les  trois 
lettres  a*,  fc*,  c*. 

Il  est  donc  ainsi  prouvé  qu'en  attribuant,  dans  les  expres- 
sions (126),  à  k  successivement  ces  trois  valeurs  a*,  6*,  c',  et 
la  constante  D  restant  d'ailleurs  arbitraire.  Ton  aura  ainsi 
à  chaque  fois  une  solution  particulière  distincte  commune  aux 
neuf  équations  (116)  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  aux  (rois 
systèmes  linéaires  et  homogènes  (118),  (119)  et  (120),  d'où  I  on 
pourra  conclure  immédiatement,  dès  lors,  une  intégrale  géné- 
rale commune  à  ces  trois  systèmes,  c'est-à-dire  précisément  celle 
du  système  d'équations  différentielles  totales  (117)  que  nous 
nous  proposions  de  trouver. 

Toutefois,  avant  d'écrire  cette  intégrale  générale  ainsi  formée, 
ce  dernier  système  (117)  n'étant  lui-même  en  réalité  qu'un 
intermédiaire  dans  la  question,  puisque  les  véritables  équations 
du  problème  sont  actuellement  les  équations  (20)  ou  (5)  du 
Chapitre  111  supposées  transformées  en  X,  fx,  y,  c'est-à-dire  alors 
1rs  six  équations 

\A/  \/x/  \vj  A  A  fiLfi  V  :/ 

^  J  \A/  \f£l  \V  I  AA  fJi/Ji  y> 

A>.fâVAî..(^-y-.AîJ^y=.i.      Aîx.î?-.Aî..i^^-.A;..î^  =  a 

il  y  a  lieu  de  se  demander  maintenant,  sans  modifier  ni  res- 
treindre en  quoi  que  ce  soit  l'intégrale  générale  que  nous  venons 
d'indiquer,  si  les  trois  solutions  particulières  trouvées  tout  è 
rhcurc,  et  que  nous  désignerons  par  (A,,  M^,  N^),  (A„  Mj,  N,), 
(A5,  M3,  N5),  pottrront,  étant  attribuées  chacune  à  une  coordon- 
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née  rectiligne  différente,  et  en  disposant  convenablement  de  la 
constante  indéterminée  D  qui  y  figure,  être  considérées  chacune 
comme  une  solution  particulière  du  problème  lui-même  défini 
par  les  équations  précédentes  (ISi^*')»  ^^»  ^"  d*autres  termes,  si 
Ton  pourra  faire  en  sorte  qu*elles  satisfassent,  non  pas  seulement 
au  système  précité  (117),  mais  encore  aux  six  équations  repro* 
duisant  ces  mêmes  équations  (134*"')  dans  le  mode  de  notation 
convenu,  savoir 


Aîx.AÎ  +  AÎA^.MÎH-  Aîi-.NÎ  =  \ , 

Aîx .  AjA,  -t-  Aî^ .  M,M,  +  Aî».  NjN,=  0, 

AÎA  Aî  -V  AÎM.  Mî -H  Aï» .N»  =  1 , 

AÎA.AA  +  AÎ^.MsM,  -4-Aî».N,N,=0, 

AÎA. Aï  -f-  AÎA.MÎ  + AV.N;  =  \ , 

AÎA.A,A,  H-  AÎ*..M,M,  +  AÎ>'.N,N,=0, 

(135) 


parce  que  Ton  conçoit  que,  si  cette  circonstance  se  réalise,  Tin- 
terprétation  des  conditions  qui  nous  restent  encore  à  satisfaire 
relativement  aux  constantes  devra  être  rendue  par  là  plus  claire 
et  plus  facile. 

A  cet  effet,  récrivant  le  type  de  solution  trouvé  ci-dessus  (126) 
sous  la  forme  abrégée 

(.35-)  A  =  d1^,  M=.D^.  N^D^. 

k  -*-  k  k  -*-  fx,  k  -*•  V 

en  convenant  de  faire  dans  ce  calcul,  pour  plus  de  commodité, 

F(Jfe)  =  (il-*-A)(fc  +  ^)(fe-f-v) 

==  ik'  -*-  (A  -♦-  /t*  -♦-  v)  fc'  •+-  i/xy  -4-  vX  -I-  X/*)  fc  -H  XfjLy^ 

puis  attribuant  à  A,  dans  cette  dernière  formule  (135"*),  succes- 
sivement les  valeurs  a',  6*,  c*,  nous  formerons  ainsi  les  trois 
solutions  particulières  en  question 


^..0.^.       M.-D.i2W,       «,_„,!^, 


(136)        {  ^-^*-^i—^'    *''='^'6r;:7'    ^'^^'^r:' 
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et  alorsy.remetfant  ces  valeurs  tout  d*abord  dans  le  groupe  de 
droite  des  équations  précédentes  (135),  en  même  temps  que 
celle  des  invariants  A|X,  A^fx,  Aiv  qui  seront  fournies  par  les 
expressions  (75)  dans  lesquelles  on  aura  écrit  \  u,  v  à  la  place 
de  ^,  ^y  n,  ce  qui  donnera  pour  leurs  carrés  les  valeurs 

(i36»>")  Aîx^id*. f^ ^.    AÎA^=4cr. (^ ,    Aîv=4<r.        ^^*'^ 


(A-/*)(A-v)  (^-v)(/*-A)  (.^_A)^y-/u) 

en  particulier,  le  premier  membre  de  la  première  équation  de  ce 
groupe  deviendra  successivement 


4^.D,D,F(6«)P(.)[-^-^^,^ 


/■w 


•  >)     (^— ")  (a*—  a)  (6*  -H  ^)  (c'  -H  ^) 
fi") i  1 


(v- 

4«r,D,DaP(6*)F(c')  r 
(/C4— v)(ï/  — A)(X  — ^)  J 

par  où  Ton  voit  déjà  que  le  groupe  de  droite  (i35)  est  satisfait, 
quelles  que  soient  les  constantes  D,  par  les  solutions  envisa- 
gées (136). 

Quant  au  groupe  de  gauche,  les  trois  équations  qui  le  com- 
posent étant  comprises  sous  le  type  unique 

(137)  AjA.A'  -*-  AV.M'  ^  AÎK.N'=  1 , 

il  ne  resle  donc  plus  qu*à  s*assurer  si  Ton  pourra,  pour  chacune 
des  trois  solutions  en  question  (i36),  disposer  de  la  constante  D, 
de  manière  à  satisfaire  à  cette  seule  équation  (137),  laquelle, 
en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  second  membre,  et  multi- 
pliant ensuite  par  le  produit  ^  •=  ^  (p  —  v)  (y  —  i)  (i  —  fx), 
pourra  s'écrire  alors,  eu  égard  aux  valeurs  (136^**), 

(138)  (/u-v)/-(x).A«^(.--x)/*(/^)M«H.(A-A^)/-(v).N*-*-^  =  0. 
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Or,  si  l'on  reporle  les  valeurs  (138**")  dans  Téqualion  que  nous 
venons  d'écrire,  en  la  divisant  par  D^F(A:),  elle  deviendra 

fM  f[fA  f(y)  '1      ® 

Cela  fait,  si  Ton  décompose  en  fractions  simples  la  fraction 
rationnelle  p^,  les  racines  du  dénominateur  étant  simples  et 
égales  respectivement  à  — X,  —  pt,  —  v,  la  formule  classique 
relative  à  ce  cas  donnera  dans  Tespèce 

\  \         \  \  \  \  \ 


(140) 


F  (A:)       F'(— A)/fc-HA       F'(— ^)ft  +  A«       P(— v)^*v 

1  \  \  i 


(—  X  -f-  ^)  ( —  x-\-  v)k  -\'  X      ( —  /tt  -I-  y)  ( — fJi'¥X)k  -^  fji 

\ \_ 

( y  ^   A)  ( V  -+-  /k)  fc  -♦-   V 

d'où  Ton  conclura,  par  conséquent,  en  multipliant  par  6, 
e 


F(*) 


[I                           \                            il 
(^_V)- .^(v-X)- ^{X  —  fL)- , 
^-♦-X                        *-«-At                         «-♦-î'J 


et,  par  suite,  en  reportant  celte  même  valeur  dans  l'équation 
envisagée  (139),  et  rapprochant  les  termes  semblables,  celle-ci 
pourra  s'écrire  de  nouveau 

/       \\  /'(") \ LKr  _xJ-M.--.-J 1-1 

^^     ""^  L(^  +  x)*      4DVifc-f.xJ       ^'       ^  L{*-^A*)'      4DVi-HA^J 

D'ailleurs,  la  constante  k  des  expressions  (126)  ou  (13S^*') 
étant,  par  hypothèse,  pour  les  solutions  considérées  (136),  l'une 
des  trois  quantités  a^,  6^,  c',  Ton  calculera  très  aisément  les  trois 
facteurs  semblables  entre  crochets  de  cette  équation  (140),  en 
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remarquant  que,  pour  la  première  solution,  par  exemple,  c*esl-à- 
dire  pour  fte»  a^  la  simple  division  algébrique  donnera,  quel 
que  soit  p, 

en  désignant  par  S|  et  G^  les  deux  constantes 

(U2)        S,  =  6'  -♦-  c'-  a%  G,  =  6V  — (6'  -h  c«)a'  -*-  a*=(a'  — A*)(a' -  c*: 

d*oii  Ton  déduira,  par  suite, 

f(9)  < l.^_     ^S-4-fG L\_l_ 

(a'-t-p)'       4DVa'-+-p       ^         *       \    *        4DV/a*H.p 

Dés  lors,  on  voit,  en  faisant  successivement  p  s»  >,  p,  y  dans 
cette  dernière  formule,  et  reportant  à  chaque  fois  la  valeur  obte- 
nue dans  réquation  (140),  que,  pour  la  première  solution,  elle 
se  réduira  alors  simplement  à 

P  "■  4DVJ  l^T^Tj;  -^  ^TT^  ^  ^mT-J  =^' 

et  sera  par  conséquent  satisfaite  identiquement,  à  la  condition 
que  Ton  prenne  (*) 

G, ^  =  0,  d'où         D»=-^— .        et         D«^; 

40  V         '  4Girf'  2rf 


(*)  Celte  condition,  qui  est  manifestement  suffisante,  est  en  même  temps  nécessaire, 
attendu  que  le  second  facteur  de  cette  équation  ne  peut  être  supposé  nul,  quelles  que 
soient  >,/a,  y;  car  en  le  réduisant  à  un  seul  dénominateur, dont  la  valeur  sera  évidemment 
F(a«),  F  étant  le  symbole  employé  tout  à  l'heure,  on  trouvera  successivement  pour  celle 
du  numérateur 

(/*  -  v).(a«-+-/»)  (a«-hv)-4-  (v  -  i) .  (a«-4-v)  (a*-*-  i)-4-(5i  -  /*).  [a^-^X)  (a^-i-fi) 
r=  (;tt  —  v) .  j.a*  -♦-  (/K  -H  v)  a*  -+-  /«v  j  H-  ( V  —  >) .  j  a*  -H  (  V  -♦-  i)  a»  -*-  vi  ( 

-*-(i-^).|a«-t.U-^).a«-^V{ 

=  (/i  —  v)fiv  -♦-  (v  —  A)  vl  -♦-  (>  —  /»)  V 

—  (/i— v)  >> -h  (v  — A)/»* -4- (A  — W  v*  =  —  (>  — A»)  (v  -  >)  (i  — /*). 
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et  Ton  obtiendrait  bien  évidemment  la  valeur  analogue  de  la 
constante  D  pour  les  deux  autres  solutions  particulières  en  ques- 
tion, en  permutant  à  deux  reprises  les  trois  constantes  a',  t^,c*. 
Si  donc  nous  convenons  de  poser  à  la  fois,  par  analogie  avec 
la  valeur  (142), 

(145)        G,=(a'-6*)  {a'—c%        G,=(6«— c*)  (6'  -a*),        G,  =  (c*  ~a')  {c'—b% 

il  résulte  du  calcul  que  nous  venons  d'effectuer  que  les  trois 
systèmes  de  valeurs  de  A,  M,  N  inscrits  dans  chacune  des  lignes 
du  tableau  suivant 


'uJa       Gr\/(6^^^)(^     „      O.-'y/Î^^V^^^  Gr\  /(6VA)(6V/.) 

A        G,"\/(c*-4>A^)(c'4-v)  Gr\/(c'-+-v)(r'-HA)  Gr\  /(c'-hA)(cV^) 

si  on  les  attribue  respectivement  aux  trois  coordonnées  diffé- 
rentes X,  y,  z,  seront  alors  trois  solutions  particulières,  non 
plus  seulement  du  système  intermédiaire  aux  différentielles 
totales  (117),  mais  encore  des  équations  réelles  du  problème, 
savoir  celles  (20)  ou  (5)  du  Chapitre  III  elles-mêmes  (*). 


Cette  observation  faite,  si  nous  désignons  par  A|,  Aj,  A3  trois 
constantes  arbitraires,  il  est  clair,  comme  nous  Pavons  dit  déjà. 


(*}  C'est  cette  double  propriété  qui  assurera  seule  le  succès  du  calcul  qui  nous  reste 
encore  à  développer  dans  le  paragraphe  suivant,  en  vue  de  satisfaire  à  la  seconde 
condition  formulée  dans  l'exposé  sommaire  de  notre  méthode,  et  qui  nous  fournira  comme 
résultat  la  signification  géométrique  des  constantes  arbitraires  qui  subsisteront  défini- 
tivement dans  la  solution. 

Nous  présentons  d'ailleurs  un  peu  plus  loin  une  seconde  démonstration  de  cette  propo- 
sition dans  la  note  de  la  page  386  ci-après. 
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que  l^intégrale  générale  commune  aux  neuf  équations  (116)* 
e'esi-à-dire  celle  du  système  (117)  qui  nous  était  demandée, 
pourra  être  représentée  par  les  trois  expressions  : 

(145)      A=AA-hA,A4-+-A8A5,      M=A,M,-4-A,M,-hA5M3,      N^AiN^-^A.N^h-A,»,. 

Enfin,  muni  de  ce  résultat,  on  reconnaîtrait  aisément,  comme 
nous  le  ferons  un  peu  plus  loin,  qu'avec  ces  valeurs  de  A,  M,  N 
l'expression  de  la  différentielle  (113)  est  bien,  comme  cela  doit 
être,  une  différentielle  exacte,  ce  qui  montre,  par  conséquent, 
la  possibilité  d  obtenir  désormais  (en  supposant  la  seconde  con- 
dition relative  aux  constantes  A  également  remplie)  l'expression 
de  chaque  coordonnée  rectiligneà  Taide  de  simples  quadratures. 

Détermination  des  constantes  arbitraires  surabondantes  par 
la  vérification  a  posteriori  des  équations  du  premier  ordre 
PROPOSÉES. —  La  possession  de  Fintégrale  générale  ci-dessus  (145) 
ne  suffit  pas  toutefois,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  dans 
l'exposé  général  de  notre  méthode»  pour  procurer  dores  et  déjà 
la  certitude  qu'il  existe  une  solution  du  problème  de  la  forme 
(145)  dans  le  cas  général  envisagé  (*),  et,  en  admettant  qu'il  en 
soit  ainsi,  pour  fournir,  à  l'aide  de  la  seule  opération  que  nous 
venons  de  dire,  la  solution  complète  et  définitive  de  la  question 
proposée.  11  reste  encore,  en  effet,  pour  cela,  à  satisfaire,  avons- 
nous  dit,  à  une  condition  supplémentaire  qui  fournira,  si  elle  se 
trouve  remplie,  six  relations  entre  les  constantes  arbitraires 
introduites  par  l'intégration  du  système  d'équations  différen- 
tielles totales  que  nous  venons  d'effectuer  (page  344,  2",  ou 
encore  pages  355  et  358). 


(*)  Rien  ne  prouve  a  priori,  en  effet,  que  les  équations  proposées  (134*»'*)  [ou  (5)  du  Cha- 
pitre 111]  soient  compatibles,  c'est-à-dire  qu'il  soit  possible  de  trouver  trois  fonctions 
X,  y,  %,  des  variables  >,  ,u,  i>,  ou  ^ ,  ^,  tr,  satisfaisant  à  la  fois  à  ces  six  équations;  et  les 
raisonnements,  ainsi  que  les  calculs,  développés  jusqu'ici  prouvent  seulement  la  nécessité 
de  la  forme  de  solution  (145),  c'est-à-dire,  en  termes  explicites,  que,  s'il  existe  réellement 
trois  fonctions  remplissant  cette  condition,  elles  seront  toutes  trois  comprises  dans  le 
type  (443},  pour  des  valeurs  convenables  des  constantes  d'intégration  A,  et  rien  de  plus. 
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D*aîlleurs,  on  aperçoit  de  suite  que  la  raison  d*étre  de  cette 
seconde  condition  correspond,  dans  le  cas  actuel,  à  la  même  cir- 
constance qui  a  déjà  plusieurs  fois  arrêté  notre  attention  et  exigé 
de  nouveaux  développements,  à  propos  de  différentes  questions 
successivement  envisagées  dans  le  Chapitre  précédent:  à  savoir, 
qu'en  supposant  qu'il  existe  une  solution  du  problème,  le  système 
d'équations  différentielles  totales,  qui  nous  a  conduits  à  ces  der- 
nières expressions,  ne  représentant  pas  les  équations  du  pro- 
blème elles-mêmes,  mais  seulement  des  conséquences  différen- 
tielles de  celles-là,  la  solution  précitée  (145)  se  trouve  de  nouveau 
plus  large  que  celle  du  problème  proposé,  ou,  en  d'autres  termes, 
renferme  en  l'état  un  nombre  de  constantes  arbitraires  plus 
grand  que  celui  qui  convient  en  réalité  à  la  question.  Il  y  a  donc 
lieu,  comme  à  plusieurs  reprises  dans  le  Chapitre  IV,  de  détermi- 
ner celles  des  constantes  arbitraire  s  qui  se  trouventainsi  actuel- 
lement en  excès,  par  la  condition  de  satisfaire  aux  équations 
proposées  elles-mêmes  (134***')  ci-dessus  [ou  (5)  du  Chapitre  IIIi 
transformées  dans  le  système  des  variables  indépendantes 
A,  II,  y],  ou  à   tout  autre  système  complètement  équivalent. 

A  cet  effet,  les  équations  en  question  étant  prises  de  nouveau 
sous  la  forme  (91),  sous  laquelle  nous  les  avons  déjà  consi- 
dérées au  début  de  ce  Chapitre,  c'est-à-dire  avec  nos  variables 
actuelles  X,  a,  v,  sous  celle-ci 

'■"=(3' M!)'-©'      r:-;!--/;-»' 

les  symboles  (H),(K),(J)  désignant  alors  les  inverses  des  expres- 
sions ci-dessus  (136*'''),  c'est-à-dire  les  suivantes 
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d'après  le  mode  de  notation  convenu  dans  Texposé  sommaire  de 
notre  méthode,  les  trois  solutions  déduites  successivement  de  la 
même  formule  (i45)  pour  les  trois  coordonnées  rectilignes 
devront,  par  conséquent,  vérifier,  quelles  que  soient  1,  fx,  y,  les 
six  équations 


A"  -t-  A'"  -H  A""=  (H), 

M'N' 

-i-M"N"-»-M"'N"'  =  0, 

M"  ^  M'"  ■*■  M""=  (K), 

N'A' 

-i-N"A"-+-N"'A"'  =  0, 

N"  +  N'"  -H  N""=  (J), 

A'M' 

-vA"M"-»-A"'M"'  =  0. 

(148) 


Pour  exprimer  cette  dernière  condition,  déduisant  tout  d*abord 
du  type  synthétique  (145)  les  trois  solutions  relatives  à  chaque 
coordonnée  x,  y,  z, 

/A'  =a;Aj -^a;a,  -HAiAj,    M'  =a;m,  h-a;m, h-a^Mj,     n'  =a;  n,-4-a;n,  +a;n5, 

(149))  A"  =A;'A,  -+-A;'Ai  ^Ai'Aj,     M"  =A'/M,  -♦-A'/M,  h-A^'M,,     N"  =A;'  N,-f-A;*N,  -^Ai'X:, 
(  A"=A7'A,-t-A;"A,-i-Ai"A3,     M'"=A;"M,-*-A;"Mj^-Ai"M5,    N'"=ArN,-+-A;"N*-^ArN3, 

puis  observant  que  dans  chacun  des  deux  groupes,  soit  de 
gauche,  soit  de  droite,  des  équations  en  question  (148),  le  pre- 
mier membre  de  chaque  équation  est  composé  de  trois  termes 
analogues  relatifs  chacun  à  une  coordonnée  différente,  nous 
remarquerons  que  les  expressions  générales  (145)  donneront, 
comme  expression  synthétique,  pour  les  valeurs  respectives  des 
termes  figurant  dans  les  deux  premières  équations  (148), 

A-=»(A,A,  -t- A,A, -f- AjAs)' 

=  AÎ.AÎ  -^  AÎ.AÎ  -t-  AÎ.A|  +  SAjAj.AA.  -«-  2A3A, .  AjA,^-  :2A,A,.  AA, 

MN  =  (A,M,  -♦.  A,M,  +  A3M3)  (A,N|  +  A,N,  -h  AjN,) 
=  AÎ.M,N,  ^AJ.MA-^  AÎ.M3N5 

-f-  A4A5.(M,N3  -^  MjN,)  -H  A3A,.(M5N|-4-M,N3)  h-  A,A,.(M,N,h-  M,N,); 

et  il  n'y  aura  plus  dès  lors  qu*à  prendre  ces  dernières  valeurs, 
successivement  pour  les  trois  coordonnées  rectilignes,  c*est-à-dire 
à  les  récrire  trois  fois  avec  une  accentuation  différente,  et  à  faire 
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la  somme  des  termes  ainsi  obtenus,  pour  composer  de  toutes 
pièces  les  premiers  membres  des  deux  équations  de  la  première 
ligne  du  système  (148),  d'où  Ton  déduira  ensuite  évidemment, 
parla  permutation  des  trois' surfaces  coordonnées,  c'est-à-dire 
par  la  seule  permutation  des  trois  lettres  A,  M,  N,  sans  toucher 
alors  ni  aux  indices,  ni  aux  accents,  les  équations  des  deux  autres 
lignes  du  même  système. 

Effectuant  donc  Topération  que  nous  venons  de  dire  pour 
les  deux  équations  de  la  première  ligne,  en  retranchant  en 
même  temps  des  deux  membres  de  Téquation  de  gauche  la 
somme  Aî  -4-  AJ  -4-  Aj,  et  des  deux  membres  de  celle  de 
droite  la  somme  M|N,  -h  MoNj  h-  M3N3,  dont  nous  calculerons 
tout  à  Theure  les  valeurs,  puis  faisant  alors,  pour  abréger  les 
écritures, 

Ia;«  +  a;"  h-  a;"'  —  i  =  x, ,  a;a;  -*-  a;' Ai'  +  A;"Ar=  su. . 
a;« ^  a;'«  -+-  a;"*  - 1  =  X^,  a;a;  -♦-  aj'a'/  +  Ai"A;"=- aie, 
Ai'  -4.  Ai''  -h  Ai"* -  I  =  ciu,,       a; a;  -f.  A'/ a;  h-  a;''a;"-=  su,, 

nous  obtiendrons  ainsi,  pour  résultat  de  la  substitution  des 
valeurs  (149)  dans  les  deux  premières  équations  (148) , 

JU, .  a;  -H  cAdj  .aï  ^  oHd,  aï  -h  235, .  A,Aj  -h  2911,  .A3A,  -f-  23(1:. A.Aa 

=  (H)-fAÎ-*-Aî  +  A,)', 

(1 51)  (  JW, .  M.N,  -4-  cHd,  .  MA  +•  cHd,  .  M3N3 

-♦-  SB.  (M,N3  -4-  M3N,)  -*-  a,  (M3N,  +  M.Nj)  H-  %,  (M,N,  -f-  M,N.  ) 

=  _(M,N, -4.M,N, -^MsNs). 

Or,  on  aperçoit  de  suite  que  les  seconds  membres  de  ces  deux 
dernières  équations  sont  Tun  et  Tautre  identiquement  nuls  ;  car, 
ainsi  que  nous  Tavonsfait  remarquera  la  Gn  du  paragraphe  précé- 
dent, les  trois  solutions  particulières  fournies  par  le  tableau  (144) 
vériBent,  diaprés  la  manière  dont  elles  ont  été  choisies,  les  six 
équations  du  problème  elles-mêmes,  équations  que  nous  pour- 
rons prendre  de  nouveau  sous  la  forme  déjà  considérée  tout  à 
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rheure  (146),  ce  qui  revient  à  dire  que  nous  sommes  assurés 
que  Ton  aura  ideniiquement,  les  indices  tenant  alors  lieu  des 
accents  dans  les  premiers  membres  des  six  équations  (148)  {*), 

AJ  -H  Aî  +  Aï  =  (H),  M.N,  +  MA  -f-  M3N3  =  0, 

(1 52)     {  Mî  -4-  M»  ^  Mî  «  (K) ,  N,A,  h-  NA  -+-  N3A5  =  0, 

Nî  H-  Nî  -+-  ]VÎ=  (J),  A,M,-  -f-  A^M,  +  A^Ms  =  0. 


(*)  Bien  que  nous  ayons  déjà  établi  plus  haut  cette  proposition,  sous  la  forme  équivalente 
des  équations  (i35),  voici  encore  comment  on  pourrait  aussi  bien  démontrer  directement 
l'existence  des  six  relations  (i5S). 

L'identité  établie  ci-dessus  par  les  formules  (441)  et  (142),  dans  lesquelles  on  aura 
remplacé  i?,  a*,  b*,  c*  respectivement  par  k^  >,  (t,  v,  devenant  alors  cell&ci 

si  l'on  fait  attention,  qu'en  introduisant  de  nouveau  la  constante  G  définie  par  l'égalité  (70). 
dont  la  valeur  peut  être  écrite  tout  aussi  bien 


(6) 


(6) 


G:*  (6*--c«)(c»—a«)(a«—6«)=—(6«— €»).(«•— c«)(a«— 6*)=— (6«—c«)  { a«— (6»-4-c«)a«H-6«c*  | 
=— (6«— c«)  û*4-  (6*  — O  a«  — 6*c^6«— c")  =— [(6»— Oa*-*-(c«— a*)&«-^(o«— fc*)c*], 
les  valeurs  des  trois  constantes  (143)  pourront  être  présentées  également  sous  la  forme 


—  G  -G  —G 

W  ^'^^r—i^  ^«^c-^ZI^»»  ^'^iï^fti' 

ou  voit  alors  que  les  expressions  (444)  donneront,  en  simplifiant  et  réduisant  au  même 
dénominateur, 

Cl  désignant,  pour  abréger,  la  quantité 

Û==(6«-<;«).(6«+X)(c«-4-A)-^(c»— a«).(c*-4-i)(a«^i)-f-(a«— 6«).(ft*+i  (6'-4-i). 
expression  que  l'on  transformera  successivement  de  la  façon  suivante 
Û=(6*— c»)  j  6V+^6«-f-c«);i-i-a«  j  Me*— a*}  ]  cV-f-(c«-f-a*)A-f-i«  (  -+-(«•— 6«)  j  a«6«-f-(a«-*-6*)3L-*-l*  ( 
—  (6t__c«)  6V-+-(c«— a*)  cV-+-(a*— 6*)û*6«  =  (6*— c«)  o*^-(c*— a«)6*-4-(a«-6*)  c<  -  — G, 
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En  conséquence,  les  deux  équations  obtenues  tout  à  flieure 
(151)fournironi,par  la  permutation  des  trois  seules  lettres  A,  M,  N, 
ainsi  que  nous  Tavons  expliqué,  les  six  relations,  linéaires  et 
homogènes  par  rapport  aux  six  quantités  constantes  JU  et  SO,  qui 
devront  être  vérifiées  identiquement,  c*esl-à-dire  quelles  que 
soient  les  variables  \  fx,  y,  savoir  : 

A»  oHd,  -4-  AJ.  JId,  ^  AJ. JU3  -h  SAjAj.  %  -^  2AjA,.  SBi  -♦-  2A,A,.î3IIj  =  0, 
WÎ.JIa,  -^  Mî  JU,  ^  MJ.JW,  -H  2M,M5.  a,  -4-  îMsM,.»,  -+-  2M,M,.9ll5  =  0, 

Nî  ju,  -^  Nî. ju,  -♦-  Ni  jWi  4-  îNA.  ail  ♦•  2N3N. .  m^  -h  sn.n.^  .  a, = O  ; 

M  ,N| .  cJti  -¥•  M^N) .  cAoj  -4-  M3N3 .  JUs 

+  (M,N,  +  MA),  a,  +  (M,N,  1-  M,N,) .  »,  -»-  (M.N,  +  M,N,)  .SU,  =  0 , 
N|A, .JUi  -♦-  N^j.oHoj  -♦-  NjAj.oHej 

+  (NA+NA). se,  +  (N,A,  +  N,A,).%,^  (N,A,4.  NA).  SU,  =  0, 

-i-(A,M5H-A3M4).9lI,-f-(A3M,-4-A,M3).SJ,~h(A,M,-HAtM,).9ll3=.0. 

Et,  dès  lors,  il  est  manifeste  que  la  vérification  demandée  sera 
réalisée  à  la  condition  de  prendre  à  la  fois 

cH, =0,      ju,==o,     cHd3  =  o,      a,  =  0,     3ii  =  o,      363  =  0, 


eu  égard  k  la  dernière  valeur  (6)  de  G  que  nous  venons  d'indiquer;  et  alors  la  première 
somme  en  question,  pour  laquelle  nous  venons  d'obtenir  l'expression  ($],  deviendra 


Ad*  f(l)       Ad*  nX) 


A?  +  Aî  -ha;  =  _  -^  =  —  ^ ÇiA^ i  =(H), 


en  ayant  égard  successivement  aux  valeurs  ci-dessus  (a)  et  (148). 

D'antre  part,  les  mêmes  valeurs  (144)  et  {'y)  donneront  semblablement  pour  la  seconde 
somme  qui  nous  intéresse 

4Gd"  ^ 

Et  les  deux  premières  des  six  relations  en  question  (152)  se  trouvant  ainsi  démontrées, 
les  quatre  autres  s'établiraient  évidemment  de  même  en  permutant  simplement  les  deux 
groupes  (',  K",  y)  et  (A,  M,  N),  sans  toucher  aux  indices,  ni  à  (a«,  6*,  c»). 
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c'est-à-dire,  en  se  reportant  aux  définitions  (150)  des  mêmes 
quantités,  d'établir  entre  les  neuf  constantes  d'intégration  A  qui 
figurent  dans  l'intégrale  générale  (145),  les  six  relations 

a;*  h-  A'/*  4-  A7"  =  1 ,  a;a;  -+-  a;'aj'  -+-  a^'aj"  =  o, 

(1 55)       {   a;*  -f-  a^  -^  a;"*  =  I ,  AiA;  .f-  a;' a'/  -*-  Ai"A;"  =  o , 

Ai*  +  A^  -*-  Ar*  =  1 ,  a;a;  -h  a;'a;'  -i-  a;"  a;" = o, 

lesquelles  montrent  alors  que  ces  mêmes  constantes  peuvent 
être  interprétées  comme  les  neuf  cosinus  d'un  système  d'axes 
rectangulaires,  arbitrairement  choisi  par  rapport  aux  axes  actuels 
des  coordonnées  x,  y,  z. 

Formation  définitive  de  la  solution.  Définition  géométrique 
dbs  surfaces  qui  composeront  le  système  orthogonal.  —  l'exprcs- 
sion  définitive  des  dérivées  de  ti,  que  nous  avons  représentées 
par  A,  M,  N,  étant  désormais  acquise  par  les  résultats  qui  pré- 
cédent, il  est  bien  clair  qu'il  suffira  maintenant,  pour  achever  la 
solution  du  problème  total,  d'une  simple  quadrature  effectuée  à 
trois  reprises  différentes  sur  la  différentielle  (113),  considérée 
successivement  pour  les  trois  coordonnées  rectilignes;  ce  qui  se 
fera,  d'après  les  notations  dont  nous  sommes  convenus  et  la 
forme  (145)  des  expressions  de  A,  M,  N,  en  modifiant  simple- 
ment à  chaque  fois  l'accentuation  des  constantes  d'intégration  A 
qui  figurent  dans  ces  expressions.  Effectuant  donc  ces  quadra- 
tures, si  pour  on  écrire  plus  aisément  les  résultats,  nous  conve- 
nons de  poser  en  terminant 

G.-i, 


(154) 


X  =— — K{a'  H-  A)  (o'  -I-  ft)  («'  -+-  y], 
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comme,  avec  ces  notations,  les  neuf  expressions  (144)  pourront 
alors  s'écrire  sous,  forme  abrégée, 


(iW") 


A,= 


dl' 
t/Y 
rfÂ 


dZ 


dX 
M,=  — » 


^*  =  d;' 


N,= 


dY 


».-;?. 


nous  obtiendrons,  par  conséquent,  en  tenant  compte  des  valeurs 
(i45),  pour  expression  de  la  différentielle  (il 3)  de  u, 

du  =  Af/A  +  Mrf^  -f-  Nrfy  =  A|  (A|rfx  -♦-  M^c//*  h-  Njdv) 
-♦-  Aj  ( A^dA  H-  MjcIa*  -♦-  Nsd»')  •♦-  A3  (Ajdx  -•-  Mjc/^  -h  Njdv) 
.    ==  A.rfX  4-  AjdY  +  AjdZ, 

et  par  conséquent,  en  intégrant,  pour  celle  de  la  coordonnée 
reciiligne  u  elle-même, 

M  =  Wq  -4-  A^X  -*-  AïY  -4-  A5Z; 

résultat  qui  contient  à  lui  seul,  diaprés  notre  mode  de  notation, 
les  trois  suivants,  lesquels  fournissent  en  dernière  analyse,  con- 
jointement avec  les  égalités  de  définition  (i54)  et  les  relations 
(i53)  entre  les  constantes,  la  solution  du  problème  tout  entier  : 

x  =  aro-4-A;x  h- a;y  -+-a;z, 

y  =  .y,  +  ArX  -f-A'/Y  ^Ai'Z, 

«=.Zo4.  a;"x  -i-A;"Y-^Ai"z. 


Ces  trois  dernières  équations  n^exprimant  plus,  eu  égard  aux 
relations  (153),  qu'une  simple  transformation  de  coordonnées 
rectilignes,  on  peut  donc  dire  que  la  solution  complète  et  défini- 
tive du  problème,  envisagé  sous  son  aspect  le  plus  général,  est 


390 


fournie  essentiellement  par  les  trois  équations  (1S4),  dont  le 
système  pourra  être  présenté,  soit  sous  la  forme  (184)  elle-même, 
en  y  remplaçant  seulement  les  constantes  G^ ,  G^,  Gg,  par  leurs 
valeurs  de  définition  (143),  savoir 


(155) 


V 

ll/(a'-«-  A)  (a' +>)  (a' -t- 

••') 

d       l/(«._6.)(o»_c«) 

ï 

Y 

1  V(b*  -+-  A)  (6*  +  m)  (6»  + 

") 

d       \/(6«  _  c«)  (6'  _  a') 

•) 

z 

1  1/(c''-i-a)(c'-+-m)(c'  + 

9 

soit  sous  la  forme  équivalente  obtenue  en  éliminant  successive- 
ment entre  elles,  d'abord  fx  et  v,  puis  v  et  X,  et  enfin  i  et  p,  opé- 
rations qui  mettront  dès  lors  en  évidence  les  équations  de  chacune 
des  familles  de  surfaces  qui  composeront  le  système. 

Pour  obtenir  la  première  de  cessurfaces,  par  exemple,  il  suffira, 
après  avoir  élevé  au  carré  les  équations  précédentes  (155),  de  les 
diviser  respectivement  par  les  facteurs  a*  -+-  i,  6*  -+-  X,  c'  h-  X, 
ce  qui,  en  introduisant  de  nouveau  la  valeur  (70)  de  la  con- 
stante G,  et  développant  les  seconds  membres,  les  transformera 
dans  les  suivantes 


6'  — c* 


a»  -+.  A      — GcT 


[a*  -I-  (a6  -♦-  v)  a'  -f-  juv]^ 


6«  +  A       -G(P 


[6*  -4-  (/tt  H-  y)  6*  -*-  /uv], 


puis  de  les  ajouter,  en  ayant  égard  à  la  dernière  valeur  (6)  de  G, 
indiquée  dans  la  note  de  la  page  386  précédente,  ce  qui  donnera 


la  première  des  trois  équations 
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(156) 


a'  -f-  X      6*  -f-  X      c'  -4-  A      (T 
X«  Y'  Z'    __  ^ 

X'  Y'  Z*  1 


tt*  -•-  y        6*  -4-  y        c'  -4-  V        cf 


les  deux  autres  devant  résulter  évidemment  d*un   calcul  tout 
semblable. 

Chacune  de  ces  équations  étant  du  type  (116)  de  notre  Cha- 
pitre Ily  on  voit  que  les  trois  familles  de  surfaces  qui  composent 
le  système  appartiennent  toutes  trois  à  la  catégorie  des  surfaces 
liomofocales  du  second  ordre,  qui  représentent  pour  cet  ordre, 
ainsi  que  nous  Tavons  vu,  le  type  le  plus  général  des  familles 
isothermes,  lequel  ne  comprend,  en  laissant  de  côté  les  cas 
limites,  que  des  surfaces  appartenant  à  Tune  des  trois  variétés, 
ellipsoïde,  ou  hyperboloïde,  à  une  ou  à  deux  nappes.  La  nécessité 
que  chacune  des  familles  représentées  par  ces  trois  équations  (156) 
soit  effectivement  distincte,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les 
trois  surfaces  se  coupent  en  un  point  unique,  impose  la  condition 
que  chacune  de  ces  trois  surfaces  appartienne  à  une  variété 
différente.  Si  donc  on  convient,  par  exemple,  d'appeler  X  le 
paramètre  des  byperboloîdes  à  deux  nappes,  fx  celui  des  hyper- 
boloïdes  à  une  nappe,  et  v  celui  des  ellipsoïdes,  et  que  Ton  sup- 
pose les  trois  constantes  a\  6^,  c^  classées  par  ordre  de  grandeur, 
conformément  à  Tusage,  dans  Tordre  suivant  :  a*  >  6'  >  c\  il 
faudra,  par  suite,  Tun  au  moins  des  termes  de  chaque  premier 
membre  devant  être  positif  pour  que  la  surface  envisagée  soit 
réelle,  que  Ton  ait  à  la  fois  les  trois  inégalités 


(157) 


a*  -+-  X  >  0, 
a'^  A*>0, 
a*-i-  y  >0, 


6*  +  X  <0, 
6'+  y  >  0, 


c'-t-  X  <0, 

c'  -f.  y  >  0, 

Î7 
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lesquelles  entraînent  comme  conséquences  celles-ci,  qui  fixent 
les  limites  entre  lesquelles  seront  renfermées  les  variations  de 
chaque  coordonnée 

(158)  -  tt*  <  A  <  -  6«  <  /.  <  -  c'  <  y, 

et  qui  sont  dès  lors,  ainsi  qu*on  peut  aisément  le  vérifier,  néces- 
raires  et  suffisantes  pour  la  réalité  des  expressions  (155)  de 
X,  Yy  Z,  qui  constituent  au  fond  la  solution  que  nous  venons 
d  obtenir. 

Ce  sont  exactement  les  conditions  que  Jacobi  pose  de  prime 
abord  pour  la  définition  de  son  système  des  Coordonnées  Ellip- 
tiques (*). 

Ces  inégalités  nous  apprennent  en  outre  que  ces  mêmes 
expressions  de  X,  Y,  Z  ne  pourront  s*armuler  qu'en  supposant 
que  Tune  des  trois  coordonnées  \  fx,  v  atteigne  Tune  de  ses 
limites,  en  sorte  que  les  trois  plans  coordonnés  XYZ  pourront 
être  considérés  tous  trois  comme  faisant  partie  du  système 
orthogonal,  chacun  pour  une  valeur  limite  d'une  ou  deux  coor- 
données. 

Le  système  (156)  ou  (155),  auquel  nous  sommes  parvenus 
définitivement,  comme  représentant  la  solution  la  plus  générale 
du  problème  proposé,  ne  diffère  donc  du  Système  des  Coordon- 
nées Elliptiques  de  Jacobi  et  Lamé  que  par  la  présence ,  au 
second  membre  des  équations  (156),  ou  comme  coefficient  des 
expressions  (155),  de  Tarbitralie  d,  dont  Tintroduction  n'aug- 
mente en  rien  par  le  fait  le  degré  de  généralité  des  équations 
sous  lesquelles  les  illustres  Auteurs  précités  ont  présenté  ce 
même  Système  Ellipsoïdal  ;  car  si  Ton  commence  par  le  supposer, 
avec  Jacobi,  égal  à  Tunité,  il  suffira  évidemment  d'y  écrire  sim- 
plement ~j  ^»  5-'»  ^,»  j^,»  5^»  à  la  place  de  a^  6«,  c*,  A,  f/,  v,  pour 
le  faire   ensuite  réapparaître    dans   les    mêmes   équations,  et 


(*)  VORLESUNGEN,  26«  LeçoD,  page  198  ;  ou  si  l'on  préfère  un  texte  français,  voir  Laureut, 
TraUé  de  Mécanique  Rationneltejome  II,  IV»  Partie,  Chap.  U,  XH  {i^  Édition,  p.  ifi). 
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pour  retrouver  ainsi  la  même  forme  d'équations  (156),  telle 
qu^elIe  est  ressortie  en  dernière  analyse  de  nos  calculs.  Mais 
nous  avons  à  peine  besoin  de  faire  observer  que  si  nous  pou- 
vons actuellement,  le  problème  étant  complètement  résolu, 
admettre  cette  simplification  de  pure  forme,  dont  nous  aperce- 
vons nettement  TindiSerence  quant  au  fond  des  résultats,  nous 
n'eussions  pu,  dans  le  cours  de  la  recherche,  par  exemple  à  la 
fin  du  Chapitre  précédent,  à  l'occasion  des  expressions  (75), 
attribuer  arbitrairement  à  cette  constante  d  la  valeur  particulière 
d  s=r  1,  sans  risquer  d'introduire  du  même  coup  dans  la  solution 
à  intervenir  une  restriction  essentielle ,  dont  il  ne  nous  eût 
pas  été  possible  alors  d'apprécier  Timportance  ni  de  mesurer 
rétendue. 

Examen  critique  du  procédé  qui  conduit  Lamé  au  même  résultat. 
—  Ayant  ainsi  encore  une  fois,  dans  ce  Chapitre,  résolu  com- 
plètement, croyons-nous,  et  de  la  façon  la  plus  générale,  le  pro- 
blème que  nous  nous  y  étions  posé,  on  nous  permettra  bien, 
sans  doute,  de  nouveau,  d'indiquer  en  quelques  mots  le  procédé 
à  l'aide  duquel  Lamé  prétend  établir  cette  même  solution,  aussi 
bien  dans  ses  différents  travaux  reproduits  par  les  Leçons  sur  les 
Coordonnées  Curvilignes  (*)  que  dans  son  grand  Mémoire  (**) 
postérieur  sur  le  même  objet,  afin  que,  par  la  comparaison  des 
deux  méthodes,  le  Lecteur  puisse  encore  apprécier  en  connais- 
sance de  cause  l'utilité  et  l'intérêt  de  celle  que  nous  lui  avons 
présentée  dans  ce  Chapitre ,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait 
pour  la  question  résolue  dans  le  Chapitre  précédent. 

La  méthode  adoptée  en  pratique  par  Lamé  pour  le  même 
objet  diffère  de  celle  que  nous  venons  de  proposer  par  deux 
traits  essentiels,  qui,  ayant  pour  effet,  l'un  d'étendre  arbitraire- 
ment la  question,  et  l'autre  ensuite  de  la  restreindre  non  moins 
arbitrairement,  laisseraient  en  fin  de  compte  une  incertitude 


{•)  CooRD.  CuRV.,  85  LXIII-LXIX  (pp.  iii-^21). 

(**)  Journal  dk  matréiiatiques  pures   et  appliquées  (Liouville).   Tome  VIII . 
Mémoire  sur  les  Surfaces  Orthogonales  et  Isothermes,  S8  XV- XVI  (pp.  4S7-430). 
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absolue  sur  la  validité  même  de  la  solution  rencontrée  (^)  si 
cette  solution  ne  faisait  pas  ultérieurement  Tobjet  d\ine  vérifi- 
cation directe  relativement  aux  équations  du  premier  ordre  pri- 
mitivement données,  qui  sont  seules,  à  proprement  parler,  les 
équations  du  problème.  Mais  cette  vérification  a  posteriori 
n'étant  pas  opérée  alors,  comme  nous  l'avons  fait  à  plusieurs 
reprises,  tant  dans  ce  Chapitre  que  dans  le  précédent,  sur  une 
forme  de  solution  que  Ton  ait  reconnu  préalablement  être  la 
forme  nécessaire  de  cette  solution,  n'établit  dès  lors  cette  vali- 
dité que  relativement  à  la  forme  envisagée  spécialement,  laquelle 
présente  ainsi  finalement  toutes  les  apparences  d*une  solution 
très  particulière. 

Ces  deux  points  sont  les  suivants  : 

1"*  Lamé,  adoptant  comme  point  de  départ,  ainsi  que  nous 
Tavons  fait ,  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
auxquelles  doit  satisfaire  Tune  quelconque  des  coordonnées  rec- 
tilignes,  n*en  considère  que  trois  seulement  sur  six,  à  savoir  le 
premier  groupe  (97)  (**),  et  néglige  arbitrairement  le  second 
groupe  (99),  modification  du  problème  proposé  qui  comporte 
évidemment  une  solution  plus  étendue  que  celle  qui  convient  en 
réalité  à  la  question. 

2*  Pour  intégrer  ce  système  de  trois  équations  linéaires.  Lamé 
emploie  c  le  procédé  général  adopté  en  Physique  Mathéma- 
tique (***)  »  consistant  «  è  composer  la  fonction  intégrale  d'une 
suite  de  termes  simples,  vérifiant  tous  et  séparément  les  équa- 
tions à  intégrer;  et  quand  il  s'agit  d'une  fonction  de  point , 
chaque  terme  simple  est  le  produit  de  quatre  facteurs,  le  premier 
étant  une  constante  arbitraire,  les  trois  autres  ne  variant  chacun 


(*)  ]1  est  bien  clair,  en  effet,  qa'étant  donaé  ud  champ  quelconque  û,  si  l'on  commence 
par  l'étendre  arbitrairement,  puis  que  l'on  prenne  ensuite  dans  la  nouvelle  aire  une  por- 
tion restreinte  q  arbitrairement  choisie,  il  est  fort  possible  que  cette  aire  a  n'appartienne 
pas  en  fin  de  compte  au  champ  primitivement  donné  Û. 

{**)  C'est-à-dire  les  équations  (28)  du  S  L  des  Coord.  Curv.  (p.  89),  paragraphe  qui  porte 
comme  rubrique  €  Équations  en  u  >,  et  dans  lequel  il  n'est  fait  aucune  mention,  non  plus 
que  dans  aucun  autre  antérieur  ou  subséquent,  de  notre  second  groupe  (99). 

(***}  Depuis  Daniel  Bernouilli,  qui  l'imagina  et  le  produisit  le  premier  k  l'occasion  du 
problème  des  Cordes  Vibrantes. 
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qu'avec  l'une  des  coordonnées  »  (*).  Et  ayant  ainsi  obtenu, 
sous  la  forme  d'une  suite  infinie  de  termes  semblables,  une 
intégrale  générale  commune  aux  trois  équations  du  second 
ordre  (1S9),  Lamé  prétend  ensuite  en  déduire,  à  Taide  de  con- 
sidérations accessoires,  la  solution  la  plus  générale  de  la  question 
elle-même,  sans  s'être  assuré,  ou  avoir  fait  en  sorte,  au  préa- 
lable, que  cette  même  somme  vérifie  bien  également  les  véri- 
tables équations  du  problème,  c'est-à-dire  les  équations  du 
premier  ordre  non  linéaires  (134^'*)  ci-dessus. 

Voici  au  reste,  pour  qu*il  ne  subsiste  aucune  incertitude  dans 
Tesprit  du  Lecteur,  ce  que  devient,  traduit  dans  nos  notations,  le 
calcul  très  ingénieux  et  très  élégant  par  lequel  Lamé  obtient  la 
solution  qu'il  présente  comme  la  plus  générale,  mais  à  laquelle 
ce  même  calcul  est  bien  loin,  si  l'on  y  réfléchit  un  peu,  d'impri- 
mer précisément  ce  caractère. 

Transformant  ces  trois  équations  (97),  ainsi  que  nous  l'avons 
fait  à  son  exemple  (pages  359-363),  en  prenant  pour  variables 
indépendantes,  à  la  place  des  coordonnées  thermométriques 
ç,  <j/,  OT,  les  trois  fonctions  X=s<I>(ç),  [jl  =  V (<{;),  v  =  n(w), 
définies  en  fonction  des  précédentes  par  les  égalités  (112),  et 
multipliant  alors  ces  trois  équations  respectivement  par  les 
facteurs  ^^-P^»  ^^^'  ^^ï^*  Lamé  les  transforme  ainsi  dans  les 
trois  autres  plus  simples 

d*u        du       du 
dfjidv       d/x       dv 

d^u         du       du 
^      '  '        ^  dvdx       dv        dA 

d^u        du       du 

qui,  en  tenant  compte  de  la  définition  de  nos  quantités  A,  M,  N, 
sont  précisément  celles  de  la  dern ière  ligne  de  notre  système  (1 1 6). 

(*)  GooED.  CURT^  S  LllII  (page  M%  dernier  alinéa  de  texte). 
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Gela  fait,  il  se  propose  de  les  vérifier  par  une  série  de  la  forme 

(160)  m  =  2u,-2a,M,N„        O 

A{,  Mi,  N^  étanl  respeciivement  fonctions  de  la  seule  variable 
correspondante  X,  u,  v,  et  cela  en  assurant,  par  un  choix  conve- 
nable de  ces  fonctions,  la  vérification  des  équations  proposées 
pour  chaque  terme  de  la  série  individuellement.  La  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  obtenir  ce  résultat,  relativement  au 
terme  de  rang  i,  consistera  dès  lors  dans  les  trois  équations 
suivantes,  fournies  immédiatement  par  la  substitution  de  ce  terme 
à  la  place  de  u  dans  les  équations  précédentes,  et  la  suppression 
dans  chacune  d'un  facteur,  commun  è  tous  les  termes,  qui  sera 
respectivement  A,,  ou  M,,  ou  N,, 

2(a*  -  v)  m;n;  ^  i\M;  -  m,n;  =  o, 

(I6i )  ^    î2  („  —  A)  n;a;  h-  a,n:  —  n,a;  =  o, 

2(x—f,)  a;m;  ^  m,a;  -  a,m;  =  o, 

lesquelles,  au  point  de  vue  purement  algébrique,  c*est-à-dire  en 
regardant  chacune  des  lettres  qui  y  figurent  comme  représentant 
des  quantités  abstraites  indépendantes,  se  réduisent  manifestement 
à  deux  seulement,  car  il  est  visible  que  Ton  obtiendra  un  résulfat 
identiquement  nul  en  les  ajoutant  après  les  avoir  respectivement 
multipliées  par  A.',  Mj,  N'«.  Mais  si,  d*autre  part,  les  divisant 
respectivement  par  M^N!,  N;  A;,  A'M;,  on  a  égard,  au  contraire, 
à  la  signification  concrète  de  ces  mêmes  lettres  dans  la  question, 
on  reconnaît  sans  peine  alors  qu*elles  équivalent  bien  en  fait 
aux  trois  équations  distinctes  suivantes 

A,  M,  N,  (*•) 


(*)  Lamé,  à  U  vérité,  écrit  de  pius  en  évidence,  pour  chaque  terme  de  It  série,  on  coef- 
ficient consUnt  spécial  d,  mais  cette  addition  est  sans  intérêt,  chacune  des  fonctions 
A|  Mi,  Ni  devant  introduire,  comme  on  va  le  voir,  un  coefficient  propre  analogue,  dont 
le  produit  dans  chaque  terme  constituera  précisément  cette  constante  G^  de  Lamé. 

(  '*)  Ce  sont  les  équations  (36)  du  8  LXIII  précité  des  Goord.  Gurt.  (page  liS). 
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9j  désignant  une  simple  constante;  car»  lorsqu^on  aura  mis  ces 
mêmes  équations  (161)  sous  la  forme  des  deux  premières  que 
nous  venons  d'écrire,  chacun  des  trois  membres  ne  dépendant 
plus  alors  que  d'une  seule  variable,  différente  pour  chacun,  il  est 
bien  clair  que  leur  valeur  commune  ne  saurait  être  qu'une 
constante. 

Les  trois  fonctions  cherchées  A|,  M|,  fi^  seront  donc  ainsi 
déterminées  par  les  trois  équations  différentielles  du  premier 
ordre 

(162)        2(A-ff,;A;  =  A„  2(/t.-9.)M;=M,,  2(v-^,)N;  =  N,, 

dont  la  première,  par  exemple,  étant  multipliée  par  A^,  donnera 
successivement 

(A  — .^,)(A?)=AÎ.  ^ =.0, 

\^  —  9t) 

et,  en  intégrant, 

A? 


9i 


A?»  ou  A,=  AiVx  —  yi\ 


et,  comme  les  deux  autres  équations  (162)  donneront  évidem- 
ment de  la  même  façon 


il  est  clair,  qu'en  désignant  alors  par  G|  la  constante  G,  »»  A,B,Cj, 
le  terme  simple  de  la  série  (160),  remplissant  la  condition  de 
vérifier  individuellement  les  trois  équations  proposées  (159), 
sera  nécessairement  de  la  forme 

Partant  doue  de  ce  résultat,  et  spécifiant  encore  par  des  accents 
les  valeurs  des  constantes  propres  à  chaque  coordonnée  recti- 
ligne  en  particulier.  Lamé  présente  alors,  comme  solution  la 
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plus  générale  du  problème,  le  système  des  trois  expressions  sous 
forme  de  séries  illimitées 


(163) 


z  =  5  or  l/(X  -  gT)  (^  -  g':)  (y  -  gT) . 


o 


tout  comme  s*il  s'agissait  d'un  phénomène  vibratoire  de  Lumière, 
d'Acoustique,  ou  d'Élasticité. 

Or,  pour  peu  que  l'on  y  regarde  d'un  peu  plus  près,  on  trou- 
vera sans  doute  comme  nous  que,  si  l'on  peut  aisément  admettre 
dans  le  cas  des  phénomènes  physiques  que  nous  venons  de  dire, 
ou  plus  généralement  de  tous  ceux  qui  sont  régis  par  la  loi  dite 
des  Petits  Mouvemetits,  que  la  solution  la  plus  générale  puisse 
être  atteinte  de  cette  façon,  parce  que,  dans  cette  catégorie  de 
problèmes,  toutes  les  équations,  sans  exception,  sont  linéaires  et 
homogènes,  par  rapport  aux  inconnues  et  à  leurs  dérivées  ;  dans 
la  question  actuelle,  au  contraire,  non  seulement  il  n'est  pas 
certain  a  priori,  mais  il  n'est  même  pas  présumable,  jusqu'à 
preuve  du  contraire,  que  la  solution  la  plus  générale  puisse  être 
obtenue  par  un  semblable  procédé,  attendu  que  les  équations 
linéaires  (159),  dont  se  préoccupe  exclusivement  Lamé,  ne  sont 
alors  que  des  équations  subsidiaires  en  quelque  sorte,  et  que  les 
véritables  équations  du  problème  sont  ici  les  équations  du  pre- 
mier ordre  (134"*),  qui,  n'étant  plus  h'néaires  comme  les  précé- 
dentes, n'admettent  pas  dés  lors  le  même  mode  général  de  solu- 
tion, équations  auxquelles  d'ailleurs  les  expressions  (163)  n'ont 
pas  été  a  po«/ertort  astreintes  à  satisfaire. 

Lors  donc,  qu'ayant  admis  indi]iment  de  prime  abord  pour  la 
solution  la  plus  générale  la  forme  (160)  ou  (163),  Lamé  établit 
ensuite  immédiatement  après,  par  une  ingénieuse  interprétation 
des  trois  facteurs  variables  qui  composent  le  terme  général  de 

(*)  Ce  sont  les  équations  da  type  (37)  [ibid.,  page  413,  au  bas)  de  Lamé. 
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chaque  série,  que  les  trois  constantes  gl,  ^/,  g'.''  ne  pourront  avoir 
dans  chaque  série  qu*une  seule  et  même  valeur  dans  tous  les 
termes,  ce  qui  réduit  dès  lors  chaque  série  séparément  à  un  seul 
terme  variable  multiplié  par  le  facteur  constant  ^G,=>G,  et 
impose  ainsi  à  la  solution,  au  lieu  de  la  forme  complexe  et 
purement  théorique  (163)  (*),  la  forme  simple  et  éminemment 
pratique 


(164)  /    y  =  G"  \/{x^g")[f.-g"){y-g"). 


z  «  G'"  \/{A~j"')(/u-sf'")(v -(/'"), 

qui  est  celle  du  système  des  Coordonnées  Elliptiques,  il  ne  fait 
ainsi  en  réalité  qu'arriver  par  une  voie  fort  détournée  (**)  à  une 
conclusion  que  semblait  imposer  a  priori  la  nature  non  linéaire 
des  équations  du  problème  ;  mais  il  est  bien  évident  que  cette 
heureuse  simplification  de  la  forme  primitive  (163)  ou  (160), 
nécessaire  et  suffisante  pour  en  déduire  une  solution,  ne  saurait 
conférer  au  résultat  final  du  calcul  un  caractère  de  généralité 
qui  n'appartenait  pas  à  la  forme  originaire  dont  il  aura  été  tiré; 
et  dès  lors  aucune  raison  valable,  à  notre  avis,  dans  la  théorie 
de  Lamé  que  nous  venons  de  retracer,  n'autorise  à  penser  que  la 
belle  et  précieuse  conception  du  Système  Ellipsoïdal,  à  laquelle 
il  est  ainsi  conduit,  représente  à  elle  seule  toute  la  solution  du 
problème  proposé,  envisagé  sous  son  aspect  le  plus  général. 


(')  Les  équatioQS  (163),  en  effet,  au  cas  où  l'on  eût  pu  compter  avec  raison  (ce  qui  n'est 
pas  vrai  selon  nous)  obtenir  la  solution  la  plus  générale  sous  cette  forme,  n'eussent  con- 
stitué en  réalité  qu'une  réponse  illusoire  à  la  question,  n'apprenant  rien  de  ce  que  l'on  a 
le  plus  d'intérêt  à  connaître,  à  savoir  les  équations  exactes  des  trois  familles  qui  compo- 
seront le  système,  car  il  est  clair  qu'elles  ne  se  prêteraient  pas  à  l'élimination  successive 
de  deux  des  coordonnées  à,  fi,  v,  qui  seule  pourra  fournir  les  équations  des  familles  de 
surfaces  en  question. 

('*)  Nous  ne  croyons  pas  utile  de  relater  semblablement  ici  la  série  de  ces  déductions, 
basées  sur  la  considération  des  courbures  principales  du  système,  c'est-à-dire  sur  nos 
formules  (42)  du  Chap.  111,  et  qui  font  l'objet  des  §S  LXl,  LXH  et  LXIV  (pp.  U)9-il  1  et  114), 
parce  qu'elles  n'intéressent  en  rien  le  fond  de  la  critique  que  nous  venons  de  formuler  â 
l'égard  de  la  démonstration  de  lamé. 

J7. 
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Quelle  que  soit  donc  la  gloire  légitimemeut  acquise  à  Tinven- 
leur  pour  une  aussi  remarquable  découverte  (*),  Texposé  très 
loyal  que  nous  venons  de  faire  de  la  méthode  d'investigation  de 
Lamé  et  de  son  procédé  de  démonstration ,  aura  convaincu  sans 
peine  le  Lecteur  que  sa  théorie  sur  cet  important  sujet  ne  pou- 
vait être  acceptée  comme  définitive,  et  qu'au  point  de  vue  de 
TËuseignement  tout  au  moins,  il  était  indispensable  de  la  reprendre 
en  entier,  pour  en  assurer  solidement  tous  les  détails,  tout  en 
respectant  scrupuleusement  Tidée  générale,  les  grandes  lignes 
de  la  méthode,  et  la  position  originaire  de  la  question,  telles  qu'on 
les  trouve  formulées  dans  la  lumineuse  esquisse  de  Tillustre 
Auteur.  Cest  pourquoi  nous  espérons  que  Ton  voudra  bien  nous 
pardonner,  en  faveur  de  la  complète  rigueur  et  de  Tabsolue 
certitude  des  résultats,  la  longueur,  parfois  assez  laborieuse,  des 
considérations  et  des  calculs  développés  dans  cet  Ouvrage,  lon- 
gueur et  peine  que  Ion  sera  peut-être  moins  tenté  de  regretter,  si 
Ton  songe  encore  une  fois  à  Timportance,  aussi  bien  au  point  de 
vue  théorique  que  pratique,  pour  toutes  les  branches  d'application 
de  TAnalyse,  de  ce  problème  du  système  orthogonal  triplement 
isotherme,  ainsi  que  nous  Tavons  déjà  fait  ressortir  dans  Tlntro- 
duction  et  le  premier  Chapitre  de  ce  travail. 


V*)  11  parait  certaiu,  en  effet,  que  Jacobi  et  Lamé  ont  en  réalité  découvert,  chacun  de 
leur  côté,  et  sans  avoir  connaissance  du  travail  de  l'autre  sur  ce  sujet,  ce  Système  Ellip- 
soïdal ou  des  Coordonnées  Elliptiques.  Car  d'une  part  Jacobi,  dans  la  vingt-septième  des 
Vorlesungen  (pp.  â08-â09),  reproche  en  termes  assez  aigres  à  Chasles  de  n'avoir  point, 
dans  l'Aperçu  Historique^  fait  mention  de  sa  priorité  relativement  aux  propriétés  des 
surfaces  homofocales  du  second  ordre  (ohne  meine  Prioritàt  zu  ervahnen),  et  à  la  fin  de 
l'alinéa  suivant  n'attribue  à  Lamé  qu'une  intéressante  application  de  celte,  théorie  à  la 
Physique  Mathématique. 

D'autre  part.  Lamé,  dans  les  Leçons  sur  les  Coord.  Curv,,  s'attribue  formellement,  et 
à  deux  reprises  la  môme  découverte,  car  il  dit,  dans  le  Discours  Préliminaire  (p.  xvii,  avant- 
dernier  alinéa)  :  «  J'exposerai  la  méthode  qui  m'a  réellement  conduit  aux  coordonnées 
elliptiques  »,  et  répète  la  même  aflSrmaiion  dans  les  mêmes  termes, au  S  LXVIII  (page  lâO, 
dernier  alinéa).  Pour  quiconque  a  eu  l'honneur,  comme  nous,  d'approcher  l'illustre  Géo- 
mètre, et  de  connaître  la  loyauté,  confinant  à  la  candeur,  de  celte  belle  figure  de  savant, 
une  déclaration  aussi  catégorique  ne  saurait  faire  l'objet  d'un  doute,  et  crée  TobligatioD 
en  toute  justice  de  lui  faire  partager  avec  Jacobi  la  gloire  de  l'invention  si  féconde  du  Sys- 
tème des  Coordonnées  Elliptiques. 
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CHAPITRE  VI. 


Formules  nouvelles  pour  remploi  des  Goordomiées  Thermomé- 
triques.  —  Exemples  d'application  pour  le  calcul  des  intégrales 
triples,  et  vérification  des  résultats  ainsi  obtenus  &  l'aide  de 
déterminations  connues  en  Mécanique. 


Caractère  spécial  et  but  de  ce  dernier  chapitre.  Avantage 

DBS  coordonnées  THERMOMÉTRIQUES  PAR  RAPPORT  AUX  COORDONNÉES 

ELLIPTIQUES.  —  Lcs  théorics  et  les  calculs,  développés  jusqu*ici 
dans  cet  Ouvrage,  ne  visaient  pas  comme  but,  ainsi  qu'on  Ta  vu, 
la  production  d'aucun  résultat  formel,  dont  la  possession  ne  fût 
déjà  depuis  longtemps  acquise  à  la  Science,  mais  simplement  la 
consolidation,  à  Taide  de  méthodes  plus  sûres,  et  conformes 
désormais  aux  exigences  rigoureuses  et  aux  procédés  habituels 
de  TEnseignement  actuel,  des  Importants  résultats  formulés  il  y 
a  un  dcmi-siëcle  par  Lamé,  à  Taide  de  calculs  dont  la  complica- 
tion et  Textréme  aridité  Q  n'offrent  à  Tesprit  du  Lecteur,  il  faut 
bien  le  dire,  ni  une  certitude  entière,  ni  une  satisfaction  suffisante 
pour  le  récompenser  de  sa  fatigue. 

Il  n'en  sera  pas  de  même  de  ce  dernier  Chapitre,  dans  lequel 
nous  nous  proposons,  au  contraire,  en  guise  de  couronnement  de 
cette  longue  et  laborieuse  Étude,  d'apporter  à  l'un  des  principaux 
résultats  de  Lamé,  une  forme  nouvelle  qu'il  lui  eût  très  pro- 
bablement donnée,  s'il  avait  trouvé  l'Analyse  des  fonctions  dans 
l'état  d'avancement  où  «Ile  est  parvenue  aujourd'hui,  et  d'où 
résulteront,  pour  ses  formules  ainsi  transformées,  un  rôle  pra- 
tique et  un  champ  d'application  qui  étaient  certainement,  dans 


(*}  «  La  dimostrazione  ehe  ha  dato  di  questo  teoreina  il  suo  scriptore  (Lamé)  è  molto 

«  complicau >  dit  Betti  au  débat  du  travail,  mentionné  dans  notre  Introduction, 

sur  le  même  sujet.  [Sopra  i  sistemi  tripli  di  superficie  isotertne  e  ortogonali.  Annali  di 
MATEMATICA  PURA  ED  APPLICATA.  Série  H»,  Tomo  Vlïl»,  pp.  -ISH-lio.) 
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sa  pensée»  le  bul  définitif  de  ses  efforts,  mais  qui  malheureuse- 
ment n*appartiennent  à  aucun  degré  aux  formules  de  l*iilustre 
Auteur,  en  Tétat  dans  lequel  il  nous  les  a  laissées. 

Voici  sur  quelles  considérations  nous  baserons  le  complément 
que  nous  nous  proposons  d'apporter  ainsi  à  Toeuvre  admirable 
de  Lamé. 

Les  Coordonnées  Thermométriques  auxquelles  Lamé  parvient 
comme  conclusion  de  ses  belles  recherches,  que  nous  avons 
reprises  en  entier  par  d'autres  procédés  dans  cet  Ouvrage,  bien 
qu  elles  soient  issues,  au  point  de  vue  géométrique,  de  la  consi- 
dération du  même  système  orthogonal  que  les  Coordonnées 
Elliptiques,  offrent  sur  celui-ci  Tavantage  précieux  de  n^admettre 
en  chaque  point  de  l'espace  qu'une  détermination  unique  sans 
aucune  ambiguïté,  tout  comme  le  Système  Cartésien  habituel  x, 
y,  z,  ce  qui  exclut,  avec  leur  emploi,  toute  incertitude  dans 
l'interprétation  des  résultats,  quelle  que  soit  la  question  traitée, 
tandis  que,  eu  égard  à  l'ambiguïté  de  signe  inhérente  à  la  présence 
des  radicaux  dans  l'expression  de  chacune  des  Coordonnées 
Elliptiques,  cette  incertitude  ne  sera  évitée,  si  on  les  emploie  en 
l'état,  que  pour  les  questions  qui  comporteront  a  priori  une 
symétrie  complète  par  rapport  à  chacun  des  trois  plans  coor- 
donnés. 

Mais  cette  supériorité  sur  ce  point  étant  reconnue,  il  faut  bien 
avouer,  d'autre  part,  que  ces  Coordonnées  Thermométriques, 
telles  qu'elles  sont  présentées  dans  les  ouvrages  de  Lamé,  offrent 
une  infériorité  notable  relativement  au  système  des  Coordonnées 
Elliptiques  de  Jacobi,  en  ce  que  les  formules  par  lesquelles  il  les 
définit  ne  réalisent  en  aucune  façon  la  symétrie  remarquable  de 
celles  de  son  illustre  devancier  (*),  symétrie  qui,  en  permettant  les 
permutations  circulaires,  les  rend  si  précieuses  pour  toutes  les 
recherches  dont  on  est  assuré  a  priori  que  le  résultat  ne  dépend 
en  aucune  façon,  quant  à  la  forme,  de  la  position  des  plans 
coordonnés. 


(*)  Il  suffit  pour  s'en  convaincre  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  les  diverses  formules  des 
pp.  'iâ;2-4^i  des  Leçons  sur  les  Fonctions  Inverses,  ou  109  et  4i7-12Û  des  Leçons  sur  les 
Coordonn.  Curv.,  dans  lesquelles  Lamé  résume  les  principaux  éléments  de  sa  théorie. 
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De  plus,  les  formules  en  question  de  Lamé,  fournissant 
l'expression  en  x,  y,  z  des  nouvelles  coordonnées,  non  pins  à 
laide  de  fonctions  algébriques,  comme  pour  les  Coordonnées 
Elliptiques,  mais  au  moyen  de  fonctions  transcendantes,  présen- 
tent le  grand  inconvénient  de  ne  pas  offrir  comme  éléments 
analytiques,  pour  Texpression  desdites  transcendantes,  des  types 
connus  que  Ton  puisse  faire  entrer  dans  les  calculs,  et  dont  on 
puisse  ensuite  apprécier  les  résultats,  à  Taide  de  formules  et  de 
théories  courantes,  mais  seulement  des  types  voisins  de  sem- 
blables fonctions,  dont  la  théorie  reste  à  faire,  et  dont  Tintroduc- 
tion,  parallèlement  avec  les  types  classiques  (au  cas  où  cette 
théorie  viendrait  à  être  faite)  constituant  alors,  en  réalité,  non  pas 
une  acquisition  nouvelle,  mais  un  dobble  emploi,  viendrait  encom- 
brer, sans  profit  aucun,  les  abords  déjà  suffisamment  ardus  de 
celle  branche  de  l'Analyse. 

Or,  il  nous  a  semblé  qu*il  était  possible,  en  modifiant  conve- 
nablement les  formules  précitées  de  Lamé  à  Taide  des  résultats 
déjà  acquis  par  nous  dans  le  cours  de  cette  Étude,  de  conserver 
à  sa  belle  invention  des  Coordonnées  Thermométriques,  dont  il  a 
montré  toute  la  fécondité  en  résolvant  le  premier,  par  leur 
moyen,  le  difficile  problème  de  TÉquilibre  de  Température  de 
TEIlipsolde,  de  conserver  à  ces  coordonnées,  disons-nous,  le 
sérieux  avantage  que  nous  avons  signalé  en  premier  lieu,  tout  en 
les  débarrassant  des  deux  causes  d'infériorité  que  nous  avons  du 
leur  reconnaître  ensuite. 

Tels  seront  provisoirement  le  but  et  l'objet  de  ce  dernier 
Chapitre,  dans  lequel,  après  avoir  donné  pour  l'emploi  de  ces 
mêmes  coordonnées  des  formules  nouvelles  satisfaisant  aux  trois 
desiderata  que  nous  venons  de  dire,  nous  en  ferons  ressortir,  sur 
quelques  exemples  d'un  intérêt  incontestable,  l'avantage  très 
grand,  aussi  bien  par  rapport  aux  Coordonnées  analogues  de 
Lamé  que  relativement  aux  Coordonnées  Elliptiques  de  Jacobi 
elles-mêmes. 
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Formules  nouvelles  de  transformation  en  coordonnées  thermo- 
métriques.  —  11  nous  faut  donc  revenir  à  nos  coordonnées 
primitives  ? ,<{^,  m  (ou  à  toutes  autres  fonctions  linéaires  de  cciles- 
ià),  qui  étaient  par  définition  (p.  27)  des  coordonnées  thermo- 
métriques, et  que  nous  avions  abandonnées  pour  les  Coordonnées 
Elliptiques  ).,  fx,  v,  lorsque  nous  nous  sommes  trouvés  en  face  du 
problème  d'intégration  traité  et  résolu  dans  le  Chapitre  précédent, 
uniquement  pour  éviter  les  difficultés  de  calcul  inhérentes 
spécialement  à  la  présence  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  cela,  nous  souvenant  que  ces  coordonnées  X,  a,  y  n'étaient 
autre  chose,  par  définition,  lorsque  nous  les  avons  ainsi  intro- 
duites dans  nos  calculs,  que  les  trois  fonctions  4>  (?),  W  (^), 
n  (m)  (pages  362-363),  il  sliffira  donc  de  nous  reporter  aux 
résultats  finaux  de  notre  Chapitre  IV  dans  lequel  nous  les  avons 
déterminées,  savoir  nos  formules  (66),  (67),  et  (75),  que  nous 
allons  récrire  ici  pour  plus  de  clarté,  en  tenant  compte  de  la 
définition  que  nous  venons  de  rappeler,  et  prenant  encore  pour 
variables  auxiliaires  comme  au  début  du  Chapitre  précédent 
(page  336,  au  bai)  les  fonctions  linéaires  de  cp,  tp,  qj, 

{i)  u  =  gf^hj        v  =  g'i>+-h\        u?  =  jf"»  h- A", 

et  conservant  nos  notations  habituelles 

(2)  P  =  a«-6S        m«==6*  — c^        n«  — c»  — ««, 

sous  la  forme  abrégée 

D 

I      A  =  —  o*  en*  Il  —  6*  sn'  M ,         ^  ==  7—  V  -  '       *"  «= r  » 

I  Im   ^    a  tr 

(3)     ,'     f, 6«cu«t;  -c'sn'v    ,        «'«JL\/l,       *•«„_!!!!. 

j  mn  y   t  P 

y  =  — c'cn'u;  — a«sn«u;,  a"——  \/-.       *"«—  —  —. 

ni    y   y  m* 

(*)  Si  l'on  tient  compte  du  changement  linéaire  des  Tariables  f,  ^,  ti  admis  an  débat 


{*) 
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formules  qui  supposent  dès  lors  entre  les  constantes  P,  nfl^  n^ 
d'une  part,  et  k^,  k"^,  k"^  d*autre  part,  les  deux  relations  : 

(5)  /«+  m«  H-  n«  =  0,  ifc«/fc'*r*  =  —  i. 

Toutefois,  les  formules  qui  précèdent  définissant  seulement 
les  carrés  des  quantités  /,  m,  n,  ky  k\  k'\  il  est  nécessaire,  avant 
tout  calcul,  de  convenir  expressément  du  sens  que  nous 
attribuerons  à  ces  symboles  eux-mêmes,  tant  dans  les  formules 
que  nous  venons  d*écrire  que  dans  celles  que  nous  poserons 
stiecessivement  dans  tout  le  cours  de  cette  théorie.  Voici  donc  la 
définition  précise  que  nous  adopterons  pour  ces  quantités. 

Afin  de  pouvoir  appliquer  sans  incertitude  les  différentes 
formules  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  empruntées  pour 
la  plupart  aux  Fundamenlade  Jaeobi,  nous  supposerons,  confor- 
mément à  rhypothèse  admise  pour  ces  formules,  que  les  trois 
modules  k^  k,  k"  sont  des  quantités  positives,  ou,  en  d'autres 
termes,  ces  symboles  représenteront  pour  nous  les  racines 
positives  des  trois  quantités  de  droite  (3);  d*où  il  suit  que  la 
relation  de  droite  (5)  donnera,  entre  ces  modules  eux-mêmes, 
cette  autre  relation,  qui  peut  être  écrite  sous  quatre  formes 
différentes,  savoir 

(6)      kk'k"^i,     fr=»i.      A"*=-^»      **'— -A» 

k  k  k 

à  Texclusion  du  signe  contraire  pour  les  seconds  membres.  Et  de 


du  Chap.  V  (pp.  336-330),  ces  formnies  reproduisent  alors  simplement  les  formules 
(ilS),  (79),  et  (136*»^)  de  ce  même  Chapitre. 
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même»  par  analogie,  les  symboles  /,  m,  n  représenteront  pour 
nous,  par  définition,  les  racines  positivée  des  trois  quantités  (2), 
c'est-à-dire  que  nous  poserons  (en  rompant  pour  un  instant,  et 
en  apparence  seulement  [*],  la  symétrie  constante  de  nos 
formules,  en  vue  de  mettre  la  quantité  imaginaire  n  sous  la 
forme  x  +  iy  par  laquelle  on  définit  ces  quantités) 

(7)       /=^l/a«--/A       m=  +  |/6^=^,       n=-»-iVSn^. 

Ces  définitions  préliminaires,  indispensables,  comme  on  le 
verra,  à  rintclligence  des  raisonnements  et  au  succès  des  calculs 
qui  vont  suivre,  étant  désormais  expressément  admises,  un  calcul 
dcj»  présenté  à  deux  reprises  dans  les  Chapitres  II  et  IV 
(pages  115  et  309,  en  note)  nous  donnera,  en  partant  des 
formules  précédentes  (2)  et  (3),  la  première  ligne  du  tableau 
suivant  , 

1a*-4-A  =  /*sn'tt,  6*-4-x  =  (i7)'cn*M,  c*-t- A=w'dri*M, 
/i*-v^a=5m*sn*v,  c'-f-/t4=(«mi'cn'v,  a'+M*» /"du*», 
c'h-  v  =  n'sn'u?,        a* H-  :/=(in)'cn'M;,       6* -h  y  «=fii*dn'tr, 

les  deux  autres  lignes  se  déduisant  évidemment  de  la  première 
par  simple  permutation  circulaire,  du  moment  que  toutes  les 
formules  (2)  et  (3),  d*où  celles-ci  sont  tirées  exclusivement, 
obéissent  à  cette  même  loi;  c'est-à-dire  qu'il  faut  entendre  pour 
ce  premier  groupe  de  formules  (8),  de  même  que  pour  toutes 
celles  que  nous  en  déduirons  par  la  suite,  que  les  modules  sont 
toujours  :  k  pour  les  fonctions  elliptiques  relatives  à  la  coordon- 
née u,  k'  pour  celles  relatives  à  v,  et  enfin  k"  pour  celles  rela- 
tives à  w. 


(*)  II  est  bien  clair,  en  effet,  qu'il  suffira  de  faire  passer  le  facteur  i  soos  le  radical,pottr 
que  la  troisième  des  expressions  suivantes  (7)  rentre  dans  le  même  cycle  de  permatation 
circulaire  que  les  deux  premières. 
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En  nous  réportant  dès  lors  aux  formules  (155)  que  nous  avons 
obtenues  à  la  fin  du  Chapitre  précédent  comme  solution  définitive 
du  problème,  et  qui  deviendront,  en  y  faisant  pour  plus  de 
simplicité  d  «=3  1,  les  élevant  au  carré,  et  rétablissant  les  lettres 
habituelles  x,  //,  z,  à  la  place  de  X,  Y,  Z,  pour  désigner  les 
coordonnées  rectilignes, 

^  f     ""  (a«— 6*)(a«— 0     '     ^  (6«-c«)(6«-o*)     '      *~     (c«— a«)(c«-6«) 

si  nous  y  remettons  alors  les  valeurs  ci-dessus  (3)  et  (8),  la 
première  de  ces  équations  se  transformera  dans  la  suivante 

.^Kix         •      Psn'tt./*dn'y.(in)'cn*u?       -    ,     .  . 

9"')       x'= ,,  ,.    ,     —  Tsn'M dn«i?cn«U7, 

et  par  conséquent,  en  extrayant  les  racines,  nous  aurons  à  la  fois, 
grâce  à  la  loi  de  permutation,  constamment  manifestée  par  toutes 
les  formules  de  notre  théorie,  les  trois  expressions 

^tU)  x=/sntidnvcnir,        ysamsnvdnwcnu,        z^nsnti^dnucnv, 

avec  la  convention  rappelée  tout  à  Pheure  relativement  aux 
modules,  c'est-à-dire  sous  forme  explicite,  les  trois  formules  de 
transformation  en  coordonnées  9,  <];,  m, 

X  =   /  sn  (u,  A:  )  dn  (i;,  k'  )  en  (ti;,  k") , 

(il)  ^      y  =  m  sn  (v.  *'  )  dn  (u?, k")  en  (ti,  k  ) , 

:  =a  n  sn  (tr,  k")  dn  (w,  k  )  en  (v,  k'  ) , 

M,  V,  w  désignant,  pour  abréger,  les  fonctions  linéaires  (1),  et 
y,  g\  g\  A-,  A',  k''  les  constantes  (3). 

Il  est  inutile  d'écrire  un  double  signe  devant  chaque  second 
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membre  de  ces  deux  groupes  d*égalilés  (10)  et  (If),  parce  que^ 
dans  chaque  groupe,  chacune  de  ces  expressions  contenant  un 
seul  facteur  impair,  dépendant  d'une  coordonnée  différente  pour 
chacune,  les  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  seront 
atteintes,  pour  les  trois  expressions,  quel  que  soit  le  signe  qu'on 
leur  attribue  explicitement,  en  faisant  varier  à  la  fois  les  trois 
fonctions  ti,  v,  w  dans  les  deux  sens,  à  partir  de  zéro. 

Ce  résultat  acquis,  il  est  évident  que  si  Ton  prenait  simple- 
ment ces  mêmes  fonctions  t/,  t*,  w,  pour  coordonnées  thermomé- 
triques à  la  place  de  <p»  ^,  m,  les  trois  dernières  formules  que 
nous  venons  d'obtenir  répondraient  bien,  quant  à  la  forme,  aux 
trois  desiderata  articulés  par  nous  dans  le  paragraphe  précédent. 
Toutefois,  si  Ion  se  reporte  aux  relations  (5),  une  objection 
grave  se  présente  aussitôt  à  Tesprit,  qui  semble  mettre  en 
question  la  possibilité  pratique  de  leur  emploi,  et  réclame 
impérieusement,  avant  d'aller  plus  loin,  un  supplément  d'expli- 
cation. 

En  effet,  quelle  que  soit  l'hypothèse  que  Ton  admette  sur  le 
classement  par  ordre  de  grandeur  des  trois  constantes  données 
a^,  6^,  c^,  de  ces  deux  relations  (5),  celle  de  gauche  fait  voir 
clairement  que  les  trois  coefficients  /,  tu,  n  des  expressions  (11) 
ne  pourront  être  réels  tous  à  la  fois,  et  celle  de  droite  montre 
également  que  les  trois  modules  /r,  k'j  k"  ne  pourront  pas  Tètre 
davantage.  L'on  n*est  donc  nullement  assuré  a  priori  qu'à  des 
valeurs  réelles  des  nouvelles  coordonnées  u,  v,  u;,  correspondent 
d'après  ces  formules  des  valeurs  réelles  a  la  fois  pour  les  trois 
coordonnées  x,  ?/,  z,  ce  qui  semble  bien  pourtant,  jusqu'à  plus 
ample  explication,  être  la  condition  sine  qua  non  de  leur  emploi 
pour  toute  question  d'ordre  réel,  c'est-à-dire  telles  que  celles  de 
la  Mécanique  ou  de  la  Physique  Mathématique,  ou  même  encore 
un  très  grand  nombre  de  celles  de  la  Géométrie,  qui  n'envisagent 
que  des  quantités  exclusivement  réelles. 

Voici  comment  nous  résoudrons  cette  grave  difficulté,  en  nous 
servant  pour  cela  des  indéterminées  a,  S,  y,  as,  qui  entrent  dans 
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les  valeurs  (ô)  des  coefficients  7,  g\  rf^  cloiU  rinlérét  avait  pu 
èirc  mis  en  doulc  jusqu'ici  parce  qu'ils  ne  sont  intervenus  en 
rien  dans  la  recherche  qui  a  fait  l'objet  du  Chapitre  précédent  (*). 
Admeiiant  toujours,  conrormément  ft  l'usage,  Thypothèse 
«^  >  ^^-  >  t'^r  qui  donne  /*>  0,  m*>  0,  rt?  <0,et  conservant  provi- 
soirement pour  coordonnées  les  variables  9,  (|>,tir  elles-mêmes, 
nous  prendrons,  dims  les  expressions  en  question,  les  deux 
coefljcienls  a  et  7  de  même  signe  que  *,et  le  troisième  6  de  signe 
contraire,  en  sorte  que  nous  aurons  alors  f  >  0,  ^  <  0,  -  >  0. 
En  ayant  égard  a  la  valeur  (7)  de  n,  l'on  voit  donc  que  les  deux 
premiers  coertîcients  g  et  g'  (3)  seront  réels  et  le  troisième  j" 
purement  imaginaire.   En  outre,  nous  supposerons  de  même 


(*)  En  se  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  général,  la  solution  du  problème  de  calcul  inté- 
gral traité  dans  ce  Chapitre,  qui  constitue  en  même  temps  la  solution  définitive  de  la 
question  tout  entière  du  Système  triplement  Isotherme,  ayant  été  obtenue,  l'on  s'en  sou- 
vient, in  prenant  pour  variables  indépendantes  les  trois  fonctions,  <&,  T,  II,  le  Lecteur 
M  pu  parfaitement  se  demander,  en  effet,  à  raison  de  ce  changement  de  variables,  de  quel 
intérêt  était  dès  lo^s,  pour  la  solution  définitive  du  problème,  la  connaissance  de  l'expres- 
sion exacte  de  ces  variables  m  fonction  des  coordonnées  primitives  fi,  ^,  t7,  et  par  con- 
séquent aussi  pourquoi  nous  n'avions  pas  limité  notre  Cbap.  IV  à  l'acquisition  seule  des 
expressions  des  inconnues  F,  Q,  R  en  *I>,  T,  fl,  c'est-à-dire  des  formules  (19)  de  ce  même 
Chapitre,  puisque  ce  sont  ces  variables  seules  qui  devaient  intervenir  dans  la  recherche 
postérieure. relative  à  la  détermination  des  familles  de  surfaces  qui  constituent  le  Système 
Orthogonal. 

Nous  pourrions  répondre  à  cette  objection  très  sérieuse,  qu'en  théorie  générale  tout 
d'abord,  rien  ne  garantissant  a  priori  l'existence  d'une  solution  pour  le  problème  spécial 
qui  fait  l'objet  de  ce  Chap.  IV,  cette  certitude,  fondamentale  pour  la  question  elle-même, 
ne  pouvait  être  acquise  dès  lors  que  par  le  succès  entier  de  la  recherche  relative  à  ce 
problème,  c'est-à-dire  par  la  possession  des  valeurs  de  ces  inconnues  P,  Q,  R  en  f,  p,  a, 
et  nullement  par  celle  des  expressions  de  ces  mêmes  inconnues  à  l'aida  de  quantités 
auxiliaires  4>,  4',  fl,  dont  l'existence  n'était  pas  assurée  non  plus,  tant  qu'on  ne  les  avait 
pas  déterminées  elles-mêmes  en  f ,  ^,  o. 

Mais  si  l'on  envisage  ces  derniers  résultats  dont  nous  venons  de  parler,  l'on  recon- 
naîtra, en  premier  lieu,  que  c'est  précisément  la  forme  même  de  ces  résultats  qui  nous  a 
conduit  tout  naturtllement  h  la  définition  du  système  des  Coordonnées  Tbermométriques 
auxquelles  nous  venons  d'arriver;  et,  en  second  lieu,  que  c'est  la  présence  dans  ces 
résultats  des  constantes  arbitraires  a,  Ç,  y,  et  s,  dont  nous  avons  eu  soin  de  faire  ressortir 
l'existence,  qui  va  seule  nous  permettre  de  lever  la  difficulté  très  grave  relative  à  la  réalité 
des  formules  de  transformation  propres  à  ces  coordonnées  :  double  considération  pra- 
tique qui  justifie  pleinement  de  nouveau,  croyons-nous,  l'utilité  et  l'intérêt  de  la  totalité 
des  calculs  que  nous  avons  cru  devoir  entreprendre  et  parachever  dans  notre  Chapitre  iV. 

28. 


410 

réelles  les  deux  premières  constantes  addiiivcs  h  et  h\  et  la 
troisième  h"  purement  imaginaire,  e^est-à-dire  que  nous  ferons 
h"  =9  t'A'/i  ^7  étant  une  quantité  réelle.  Cela  posé,  il  résultera 
alors  de  Tensemble  de  ces  diverses  conditions  que,  pour  des 
valeurs  réelles  des  trois  coordonnées  f ,  (p,  vj,  les  deux  quantités  u 
et  V  (1).  seront  réelles,  et  la  troisième  w^  au  contraire,  purement 
imaginaire,  c'est-à-dire  telle  que  w^=^iw'j  w'  étant  réel.  • 

Par  exemple,  pour  fixer  les  idées,  supposons  que  nous  fassions, 
de  manière  à  faire  coïncider  nos  formules  avec  celles  de  Lamé 
qui  ne  contiennent  pas  ces  indéterminées  a,  6,  y,  et  s, 

.,  ,  *       .        ^"  « 

a  6  y 

auquel  cas  les  expressions  (3)  de  g^  ij\  g'  se  réduiront  respecti- 
vement à 

/.wi  mn       m  An  nf       iw./' 

la  valeur  (1)  de  to  pourra  se  mettre  alors  sous  la  forme 

in.l  \mJ  I 

la  quantité  w'  dont  la  définition  pour  ces  données  particulières 
est  exprimée  précisément  par  la  dernière  de  ces  égalités,  étant 
bien,  comme  Ton  voit,  eu  égard  à  la  valeur  (7)  de  n,  une  quan- 
tité réelle.  Mais  il  est  bien  entendu  que  nous  ne  citons  cette 
hypothèse  qu*à  titre  d  exemple  particulier,  et  nullement,  comme 
semble  le  faire  Lamé,  k  titre  de  donnée  nécessaire  pour  la 
théorie  qui  va  suivre. 

Or,  dans  les  conditions  que  nous  venons  de  spécifier  tout  à 
riieure,  on  aperçoit  tout  de  suite  que  toute  difficulté  relative  a  la 
réalité  des  formules  (fO)  ou  (H)  disparait.  En  eiïet,  les  trois 
fonctions  elliptiques  relalivei  aux  variables  n  et  v,  dont  les 
arguments  sont  tous  deux  réels,  et  dont  les  modules  sont,  réel 
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pour  la  première,  et  purement  imaginaire  pour  la  seconde,  sont 
toutes  réelles.  Pour  la  troisième  variable  w=»iw\  au  contraire, 
dont  le  module  A"  est  réel,  il  est  clair  que  le  sinus  d*amplitude, 
étant  une  fonction  impaire,  sera  de  même  purement  imaginaire, 
et  les  cosinus  et  delta  d*amplitude,  qui  sont  des  fonctions  paires, 
seront  au  contraire  réels.  Tous  les  différents  facteurs  des  expres- 
sions (10)  ou  (11)  seront  donc  réels,  à  Texception  seulement 
des  deux  premiers  de  la  valeur  de  z,  savoir  n  et  snw,  lesquels, 
étant  Tun  et  Tautre  purement  imaginaires,  donneront  pour  eux 
deux  un  produit  réel  :  d'où  il  suit  que  les  trois  valeurs  de  x,  y,  z, 
fournies  par  ces  formules,  seront  toujours  réelles  à  la  fois,  quelles 
que  soient  les  trois  coordonnées  9,  <}/,  m. 

Cette  conclusion  intuitive,  d'une  importance  capitale  pour  la 
valeur  effective  de  la  théorie  qui  va  faire  lobjet  de  ce  dernier 
Chapitre,  trouvera  d'ailleurs  une  confirmation  formelle  dans  les 
détails  du  calcul  que  nous  allons  accomplir  dans  le  paragraphe 
suivant,  en  vue  de  ramener  à  la  forme  canonique  chacune  des 
fonctions  elliptiques  qui  figurent  dans  les  formules  en  question 
(10)  ou  (11).  Mais  sans  attendre  cette  confirmation  a  posteriori, 
nous  pouvons  dès  à  présent  observer,  la  légitimité  de  leur 
emploi  étant  désormais  établie,  que  relativement  aux  coordon- 
nées <p,  ^,  ^,  leur  usage  sera  notablement  facilité  si  nous  adop- 
tons maintenant,  comme  nouvelles  coordonnées  thermométriques 
les  fonctions  linéaires  u,  t;,  %a  de  ces  variables,  les  véritables 
coordonnées,  au  sens  géométrique  du  mot  (c*est-à-dire  tout 
système  de  variables  recevant  une  valeur  réelle,  unique  et  déter- 
minée, en  chaque  point  de  Fespaee),  étant  alors  en  réalité  u,v, 
et  w\  et  la  variable  w  »=>  tV  étant  ici  simplement  un  élément 
analytique,  connexe  de  la  coordonnée  w\  qu*il  y  a  avantage  à 
introduire  partout,  pour  la  symétrie  et  la  commodité  des  calculs, 
à  la  place  de  cette  coordonnée  w'^  sauf  à  revenir  en  fin  de  compte, 
pour  rinterprétation  du  résultat  de  ces  calculs,  à  la  coordonnée 
géométrique  w'  elle-même. 

Ainsi  entendu,  il  est  visible  que  le  système  des  coordon- 
nées thermométriques  ti,  v,  w  réalisera  bien  les  trois  deside- 

S9 
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rata  que  nous  avons  formulés  dans  le  paragraphe  précédenr,  car  : 

1*  Chacune  des  expressions  (10)  ou  (H)  de  x,  y,  z  ne  ren- 
ferniant  qu*un  seul  facteur  impair,  lequel  dépend  d'une  coor- 
donnée différente  pour  chacune ,  x  changera  donc  de  signe 
avec  u,  y  avec  t\  et  z  avec  k;  (ou  u;'),  d*où  il  suit  qu*à  chaque 
système  des  valeurs  des  coordonnées  u»  t?,  w  (ou  k;')  corres- 
pondra un  point  unique  de  Tespace,  et  réciproquement  ; 

2*  Lesdites  formules  obéissent  à  une  loi  de  permutation  circu- 
laire manifeste,  comme  aussi,  par  conséquent,  toutes  celles  que 
Ton  en  pourra  déduire; 

3^  Elles  ne  renferment  d'autres  transcendantes  que  les  types 
classiques,  dont  on  pourra  dès  lors  employer  toutes  les  formules 
courantes  dans  tons  les  calculs  où  Ton  aura  introduit  lesdites 
coordonnées  it,  v,  w. 

Voyons  maintenant  comment  ces  formules  (ou  tout  au  moins 
leurs  éléments)  devront  être  transformées,  lorsque  le  but  de  la 
recherche  sera  proprement  une  interprétation  numérique  des 
résultats  des  calculs,  et  non  pas  seulement  la  forme,  ou  ce  qui 
revient  au  même,  les  propriétés  analytiques  de  ces  résultats. 

Réduction  de  ces  formules  a  la  forme  canonique.  Cas-limite 
DES  coordonées  CONIQUES  DU  SECOND  ORDRE.  —  II  résultc  dc  Thypo- 
thèse  admise  pour  les  grandeurs  relatives  des  constantes  du 
Système,  savoir  a2>6*>c*,  qui  entraine  à  la  fois,  d*après  les 
définitions  (2), 

(12)      P>0,     m«>0,     n»<0,        et        /*  <  —  n*,     w*<-n«, 

que  des  trois  modules  A,  k\  ft^  le  premier  seul  est  canonique^ 
c'est-à-dire  réel  et  plus  petit  que  l'unité,  le  second  étant  pure- 
ment imaginaire,  et  le  troisième  réel,  mais  plus  grand  que  l'unité. 
Or,  les  valeurs  numériques  des  différentes  fonctions  elliptiques 
n'étant  calculables,  soit  par  le  moyen  des  séries  connues,  soit  par 
l'aide  des  tables,  que  si  leur  module  est  canonique,  il  suit  de  là 
que  toutes  les  fois  que  l'on  se  proposera  comme  but  une  inter- 
prétation numérique  des  résultats  du  calcul,  il  sera  nécessaire  de 
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ramener  auparavant  à  la  forme  canonique  chacune  des  fonctions 
elliptiques  qui  flgurent  dans  nos  formules  (11).  C*est  donc  cette 
réduction  que  nous  allons  effectuer  d*une  façon  générale  dans  ce 
paragraphe,  en  invoquant  seulement  pour  cela  les  deux  groupes 
de  formules  classiques,  dites  des  modules  complémentaires,  et  des 
modules  réciproques. 

Il  nous  faut  donc  introduire  tout  d'abord  dans  nos  raisonne- 
ments et  nos  calculs  la  considération  des  modules  complémen- 
taires des  trois  modules  k,  k\  k'\  modules  que  nous  dénoterons 
respectivement  par  A-,,  A'i,  k'i\  en  posant  par  conséquent 

(13)        **  =  I  —  A%         ^;«=  i  -  K\         Kr  =  I  —  k''\ 

puis,  relativement  aux  deux  séries  de  modules  ainsi  successive- 
ment considérés,  nous  introduirons  également  par  analogie,  con- 
formément aux  notations  de  Jacobi  légèrement  modifiées,  pour 
les  intégrales  complètes  de  première  espèce  correspondantes, 
les  symboles 

./      l/(l-x*)(i-A:V)  '     '/     l/(|-jr«)(l-«x*)' 

en  désignant  semblablement  par  K',  Ki  et  par  K",  K'/,  ce  que 
deviennent  respectiNcment  ces  deux  intégrales  lorsque  Ion  y 
remplace  les  modules  A*  et  A'i,  d'abord  par  k'  et  A;,  puis  par  k" 
et  kii  intégrales  dans  lesquelles  le  radical  sera  toujours  entendu, 
par  définition,  dans  le  sens  de  la  détermination  positive,  et  en 
même  temps  la  variable  d'intégration  toujours  supposée  réelle, 
bien  que  deux  d'entre  elles,  savoir  Kj  et  K",  représentent,  avec 
cette  hypothèse,  les  valeurs  (13)  de  *;*  et  (3)  de  k'^  étant  toutes 
les  deux  plus  grandes  que  l'unité  (page  412),  deux  quantités 
manifestement  imaginaires  (*). 

Cela  posé,  en  premier  lieu,  la  première  des  définitions  (13) 


(*)  En  effet,  si  Ton  tient  compie  des  deux  premières  relatioas  (17>  ci-après  qui  donnent 
k\V'*  »  1  et  k\*k*  »  1,  on  trouvera  pour  valeurs  de  ces  deux  intégrales  ainsi  définies, 
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donnera,  en  ayant  égard  à  Iq  valeur  (3)  de  k^  et  à  la  relation 
de  gauche  (5), 

d*où  par  conséquent,  en  permutant,  les  trois  valeurs,  analogues 
à  celles  (3), 

„e)       «  — -,       «._--.       *.,.._-_, 

qui  pourront  être  écrites,  en  tenant  compte   de  ces   mêmes 
valeurs, 

(17)        *ï=i^,'     *;*=^'     *;'*=^. 

et  extrayant  alors  les  racines,  nous  achèverons  de  définir,  quant 
au  signe,  les  symboles  ^1,  k\,  k'^  par  les  trois  égalités 

(18)  *.=  i,       a;»!.       *;'=!. 

lesquelles,  en  ler.ant  compte  de  la  première  relation  (6),  établi- 


en  muUipliant  haut  et  bas  sous  le  signe  d'intégration,  dans  la  première  par  A-,  et  dans  la 
seconde  par  hi,  les  deux  expressions  suivantes 

/•«  dx  /**  hiœ 

|/(l_a;i)(l_jt;«a?*)     J    1/(1  — a;*)  (A-*- a;») 
0  0 

/•*  kdx  /^'  kds 

1/(1— j«)(ik*— a?»)       y    l/'l»— a?*j(a;*-A^ 
0  A: 

J  1/(1— a?«)(î— r«iï)     y   1/(1— a?«)(Aî— x») 
0  0 

J    l/(l-ic«)(Jk;-a;»)      y    1/(1- 


» 

dans  lesquelles  Ar*  et  k\  étant  (ous  deux  plus  petits  que  1,  chacune  des  inté^les  ainsi 
mises  en  évidence  est  à  présent  manifestement  réelle,  la  variable  rétlit  x  croissant 
de  0  à  1. 
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ronl  dès  lors  entre  les  (rois  nouveaux  modules  cette  autre  rela- 
tion complètement  analogue, 

(•) 

(i  9)      k,k\kr=  ^  =  7  '      ou     k,k\k\' = -  i . 

On  déduira,   en   second    lieu,    des  mêmes   définitions   (3) 
et  (16), 


i^  /*         *' 


d*oii,  en  se  souvenant  que  d'après  les  définitions  posées  ci-dessus, 
k\  ky  et  k^  sont  tous  trois  positifs,  cette  nouvelle  valeur  de  A' 

(20)  A'=ii', 

k 
qui  va  nous  servira  Tinstant. 

En  effet,  d*une  part,  si  nous  appliquons  aux  fonctions  ellip- 
tiques relatives  à  la  coordonnée  t;  les  formules  connues  qui 
servent  à  ramener  le  cas  d'un  module  purement  imaginaire  à 
celui  d'un  module  canonique,  formules  qui  se  déduisent  très 
simplement  des  deux  groupes  de  formules  classiques  déjà  men- 
tionnées tout  à  l'heure,  savoir  (k  et  k^  étant,  par  hypothèse,  des 
modules  complémentaires) 

n 


I    ik,\     ^  -\V'')  I    ikA      "^  Vk  ^]  I    ikA 


sn 
sn 


in(^.^.j  ^'"(i'^V  '^"(r^') 


(')  il  résulte,  en  effet,  des  définitions  précédenles  (18),  qae  sur  les  trois  quantités 
A'i,  k\,  k"i,  les  deux  premières  sont  positives,  de  même  que  k"  et  k,  et  que  la  dernière 
an  contraire  est  négative,  car  A'  étant,  d'après  les  valeurs  (3),  une  quantité  de  la  forme 
k'  Si.  -h  iC,  dans  laquelle  C  est  supposée  positive,  la  dernière  équation  (18)  devient 

(*")  Voir,  par  exemple,  Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  Fonctions  EUipitqueSj  Livre  V, 
Chap.  III,  formules  (43),  (j^*  Édition,  pa;;e  374.; 
Dans  le  cas  od  ces  formules  ne  seraient  pas  connues  du  Lecteur,  voici  comment  on 
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nous  trouverons,  en  égard  à  la  valeur  obtenue  tout  à  rheure(20) 
pour  le  module  k\  les  trois  expressions 


sn 


(2i) 


en 


f  v,*'j  =  sn  U,  —M  =  k 
(v,*')«cn(v,î^): 


sn 


(Î-.) 


dn 


Cl) 


'"(r'I 


!  -"("•*■)--"("■')-  4^5 


D^aulre  part,  si  nous  rappelons  également  les  trois  formules 
elassjques  dites  des  modules  réciproques^  savoir 

(M)       sn  (fcz, -j=»fcsnz,        en  (As, -J  =dn  z,         dn  (*«,-)-=  en  s. 


peal  encore  déduira  le  mèoie  résultat,  moios  rapidement  toutefois»  des  deux  groupes  de 
formules  déjà  cités  plus  haut. 

Faisant  v  ■■  /v'  ou  v*  ^  ^io,  on  trouvera,  en  appliquant  tout  d'abord  les  formules 
des  modales  complémentaires  [équations  (176^'*)  de  notre  Chap.  lllj,  puis  tenant  compte 
ensuite  de  la  seconde  valeur  (1S),  les  trois  eiprassions 


(*^ 


sn(t.  k')^su(iv\  k-)'. 


isn  («',*;) 


n 


•{'■■'û 


en  {v\  k\) 


cn(v,  *')  — cn(iV,  *')  = 


coK,  a;) 


(ln(v.  it')s=dn(iV,  *)  = 


K)' 


dn 


cn(t7',  A?;) 
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ei  que  nous  appliquions  successivement»  aux  fonctions  elliptiques 
relatives  à  la  coordonnée  t<;  »  iw\  en  ayant  égard  i  la  première 
égalité  (1 8)9  d'abord  ces  trois  dernières  formules,  puis  ensuite 
les  trois  autres  dites  des  modules  complémentaires,  c'est-i-dire 


(6) 


iif 


Partant  de  là,  comme  en  faisant  alors  kz  »  v',  ou  z  »  r  i«  -^  dans  les  for- 
mules (29)  ci-après,  qui  sont  celles  des  modales  réciproques,  puis  appliquant  ensuite  de 
nouveau  les  formules  des  modules  complémentaires,  l'on  obtiendra  semblablement  les 
trois  valeurs 


'(-•i)-""(^'- *)-'•■  (?•')-'• 


en 


(•■■î)— (=^.*)-(p')= 


dn 


(;•'■) 


*,(„,!)_..(.-=;.,)=„(=,), 


(-:••■)■ 


en 


H' 


il  suffira  donc  de  reporter  ces  dernières  valeurs  dans  les  expressions  précédentes  (•») 
po^u*  obtenir  définitivemem,  aprë^  suppression  des  doubles  dénominateurs,  pour  les  trois 
fonctions  elliptiques  de  v,  les  expressions  suivantes 


(r) 


;    011  {V,  k')  =s 


i.(— iA)sn  1^,  *,j      *«nfp  kA 


dn  (v,  A*')  =r 


<-4 

qui  sont  précisément  celles  auxquelles  nous  parvenons  par  une  autre  voie  dans  le  texte. 
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celles  (176'"'')  de  notre  Chapitre  III,  nous  obtiendrons  sembla- 
blement  ces  trois  autres  expressions  : 

(23)     (   en  \v},k"j  =  en  \w,j  j  =     dn  (p.  t,j  ==    An  ('y--  *•)  = 


K'') 


d«(„.f)_d„(»,i)_    =»(^;t.)-     "(î^.*.)- 


en 


(^■') 


Ces  deux  groupes  de  formules  (21)  et  (23)  résolvent  complè- 
tement la  question  que  nous  nous  étions  posée  dans  ce  para- 
graphe, car  Ton  voit  que  toutes  les  fonctions  elliptiques  des  deux 
coordonnées  u  et  w  se  trouvent  ramenées  par  elles  au  module 
canonique  k,  et  celle  de  la  coordonnée  v  au  module  âti,  complé- 
mentaire de  A:,  et  par  suite  également  canonique,  ainsi  qu'il  était 
demandé.  Il  suffira  donc,  quel  que  soit  le  problème  analytique 
que  Ton  aura  traité  à  l'aide  de  nos  coordonnées  ?«,  t\  w,  de  substi- 
tuer partout,  dans  les  résultats  des  calculs,  ces  valeurs  (21) 
et  (23),  pour  que  ces  résultats  deviennent  immédiatement  calcu- 
lables numériquement,  soit  par  le  moyen  des  séries,  soit  à  Taide 
des  tables. 

Ces  mêmes  valeurs,  rapprochées  de  celle  (7)  du  coefficient  n, 
mettent  en  évidence  d*ailleurs,  par  le  fait,  Texaciitude  de  la  con- 
clusion formulée  par  nous  dans  le  paragraphe  précédent,  au 
sujet  de  la  réalité  des  expressions  (10)  ou  (H)  de  x.  v,  js,  pour 
toute  valeur  réelle  des  coordonnées  géométriques  u,  v,  et  w. 

Toutefois,  comme  la  substitution  que  nous  venons  de  dire 
introduirait  en  dénominateur  les  fonctions  elliptiques  i*elatives 
aux  deux  coordonnées  f;  et  w\  Texemple  du  calcul  analogue 
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traité  dans  notre  Chapitre  111  (pp.  Si4-245)  pourrait  suggérer 
la  pensée  de  pousser  plus  loin  la  transformation,  et  tout  en  con- 
servant les  modules  canoniques  auxquels  nous  venons  de 
ramener  les  différentes  fonctions  elliptiques,  de  faire  en  sorte, 
par  le  moyen  d'un  changement  linéaire  de  variables,  que  les 
formules  primitivement  entières  par  rapport  aux  fonctions  ellip- 
tiques le  demeurent  également  avec  les  nouveaux  modules^ 
auquel  cas  les  formules  (11)  conserveraient  ainsi,  avec  des 
modules  canoniques,  leur  forme  si  remarquable  d*un  produit  de 
trois  fonctions  elliptiques  dépendant  chacune  d'une  coordonnée 
différente. 

En  effet,  les  formules  (177**'')  du  Chapitre  II!,  déjà  employées 
à  Toccasion  du  calcul  que  nous  venons  de  rappeler,  donnant, 
en  les  appliquant  au  module  Ar^  et  à  l'argument  *!,  puis  en  ayant 
égard  ensuite  aux  formules  précédentes  (21), 


sn 


(l-^uk,) 


l«''')   /      cn(^-^K.,il-)  = 


In  (-  H-  K, ,  k, 


-k 


sn  (-,fc,j 


=       cn(r,i'), 


==  — sn(v,i'), 


=  fcdn(i?,fc'), 


on  voit  qu'il  suffira  donc  de  faire 

(24)  t?'--^-t-K,  ou  i;  =  Â(f/ -K,), 

pour  que  ces  dernières  égalités  s'écrivent 
("2^)       sn(v',i,)  =  cn(r,A*'),      cn(r',A*,)=  —  sn(i5,i'),      dii(w',A-,)=fc(in(r./:'), 
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ou  bien,  dans  un  autre  ordre,  et  en  renversant  les  deux  membres 
de  chacune  : 

(26)      8n(i7,jl:')=.— cn(t?',it,),     rn(r,t')=sn(v',ilr,),     dn(r,lfc')= -dn(t?',Jt,). 


Semblablement,  si  dans  les  formules  connues 
1  dnz 


(27) 


sn  (z  -»•  K  -H  tK|)  = 


k  en  z 


en  (z  -♦-  K  -f- 1  K|)  == r^  • 

A'   en  z 


dn  (z  -H  K  ^  tTC.)  =       it, 


snz 
cnr 


formules  que  Ton  obtient  immédiatement  par  la  combinaison 
des  trois  formules  pri^citées  (177"')  du  Chapitre  III,  avec  les 
trois  autres  analogues  également  classiques,  savoir 

Il  t  du  2^  .  cil  z 

sn  (z  -♦-  t'K,)  =  -  —  f     en  (z  4-  f K,)  ==  —  -r ♦     dn  iz-i-  iK|)  =  —  » » 

Jtsnz  i*  sn  z  snz 


si  dans  ces  formules  (27),  disons-nous,  Ton  fait  d  abord  2=»  ^.-> 
puis  que  Ton  ait  égard  ensuite  aux  formules  (23),  on  trouvera 
sans  peine 


sn 


(^' -"*•■"■•') 


.  -(r') 


en 


a-)   ' 


T  cn(tt.,n. 


\  en  I  — -♦- K -♦- tK,,*l —  — 


ik, 


(^:.K^.K..*)_ 


sn 


ik, 


'»(r') 


ydn(«,,n. 


sn(tp,i"); 
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et,  par  conséquent,  il  suffira  de  faire  cette  fois 

w*  iw 

!t(;"  ■=  --  -H  K  -4-  tK|  =  —  —  -^  K  -4-  tK|, 
ou 
ir  =  lit,  (tr"  —  K  -  iK.)  «  *,  [K,  -♦-  i  («?"  —  K)], 

pour  que  les  égalités  précédentes  deviennent 

sn(tt;",i')  =  lcn(tt7,rj,      cn(tr",,it)=  -  *|îdn(ti?,r),     dn(trM)  =  8n(tr,Jfc"), 

ou,  en  intervertissant  de  nouveau  leur  ordre,  et  renversant 
encore  leurs  deux  membres  : 

ik 
(î29)     sn(tr,*")«dn(tc",  *),     ci\(w;k')^ksn(u)'\k),     dn(u?,fc")=--cii(ti'",  k). 

kl 

En  remettant  alors  ces  valeurs,  ainsi  que  les  précédentes  (26), 
dans  nos  formules  (11),  celles-ci  deviendraient 

xa  /.sn(fi  ,i).-dn(i?',  t,).tsn(t(?",i), 

ik 
y  ^  —  m.cn (t?', *,).  -- en (u?", k).   en  (ii  ,  i ) , 
kl 

z  =  w  .dn(t(7",  t).     dn  (il,  k),    sn(v   ,  t*,K 

c'est-à-dire,  en  simplifiant,  ordonnant,  et  ayant  égard  aux 
valeurs  (3)  et  (16)  de  k^  et  k\  qui  donnent,  k  et  k^  étant  tous  les 
deux  positifs  par  définition,  de  même  que  /  et  m^ 


,»-,       -î!=V/-"'r;-\/  —-4-^^-«. 


que  Ion  aurait, à  la  place  de  ces  formules  (11),  en  changeant  le 
signe  de  la  seconde,  les  trois  suivantes,  complètement  analogues. 


422 

sauf  permutation  des  trois  coordonnées  reetilignes,  à  celles  (178) 
du  Chapitre  III,  relatives  à  l'exemple  rappelé  plus  haut  : 

X  cr=  /  sn  (m  ,  k)  dn  [v\  ki)  sn  (w'\  k) , 

(30)  \  —  y  =  t7  en  (tt ,  k)  en  (»',  fc,)  en  {w'\  k) , 

z  =  n  dn  («, fc)  sn  (v\ fc.)  dn  (w",  i) . 

Mais,  malgré  Tavantage  de  n  employer  ainsi  que  des  fonctions 
elliptiques  à  module  canonique,  ces  dernières  formules  nç  sau- 
raient, à  notre  avis,  être  préférées  d*tme  façon  générale  à  nos 
formules  primitives  (11),  parce  que,  de  quelque  façon  qu'on  les 
écrive,  il  est  impossible  de  les  faire  rentrer  toutes  les  trois  dans 
un  même  cycle  de  permutation  circulaire. 

Nous  en  dirions  autant,  à  plus  forte  raison,  des  formules  moins 
simples  de  forme  que  nous  avons  dû  mentionner  avant  celles-ci, 
à  savoir  celles  qui  résulteraient  de  la  substitution  des  valeurs 
(21)  et  (23)  dans  les  formules  primitives  (11),  et  que  nous 
jugeons  inutile  de  récrire  ici;  car  ce  serait,  en  général,  une 
maladresse  très  grande,  à  notre  sens,  ayant  à  effectuer  un  calcul 
de  nature  quelconque,  soit  algébrique,  soit  d'intégration,  que  de 
se  priver  à  l'avance,  et  sans  aucun  profit  sérieux,  par  le  fait  même 
de  leur  emploi,  du  bénéfice  si  considérable,  tant  pour  l'abrévia- 
tion que  pour  la  vérification  du  calcul,  résultant  de  la  simpli- 
cité, de  la  symétrie,  et  éventuellement  de  la  permutation  circu- 
laire, inhérentes  à  nos  premières  formules. 

Ce  sera  donc  seulement  dans  les  cas  où  la  nature  de  la  ques- 
tion exclurait  a  priori  la  notion  de  syméirie  par  rapport  à  trois 
axes  coordonnés,  qu'il  sera  ratioimel  de  faire  usage,  de  prime 
abord,  pour  le  développement  des  calculs,  des  formules  (21)  et 
(23),  ou  (26)  et  (29),  ainsi  que  de  celles  résultant  de  la  substi- 
tution de  ces  divers  groupes  dans  nos  formules  (11). 

Comme  exemple  de  ces  cas,  et  en  même  temps  à  titre  de  véri- 
fication des  calculs  qui  précèdent,  voyons  quelles  autres  l'on 
obtiendrait,  à  la  place  de  ces  mêmes  formules,  dans  un  cas- 
limite  où  les  trois  familles  coordonnées  cesseraient  d'appartenir 
au  même  type  analytique. 


(32) 
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A  CCI  effet,  remarquant  tout  d'abord  que  la  seconde  ligne  du 
tableau  (8)  deviendra  par  les  substitutions  (26) 

f  6«  -♦-  At=  mVcn'(i;',i,),        c*  -i-  A«=(tm)».  snM»',*»), 

nous  changerons  encore  dans  toutes  nos  formules  a^,  6^,  c<,  /,  fx, 
elv,  respectivement  en  c'a*,  e*6',  e*c*,  £'X,  sV,  et  r*,  ainsi  que  nous 
Pavons  déjà  fait,  en  vue  d'un  résultat  complètement  analogue, 
dans  notre  Mémoire  sur  l'Emploi  des  Coordonnées  Curvilignes 
(p.  78),  changement  par  suite  duquel  les  équations  (9),  en  tenant 
compte  de  la  première  ligne  du  tableau  (8)  et  de  ces  dernières 
(3i),  se  transformeront  cet  te  fois  respectivement  dans  les  suivantes 

(g* -^  A)  (g' H- M)  fsn^«.(m)'dn'(.'.t.) 

_  (6'..>.)(y^.)  .  ..      (»0'c"'«^-m'cn'(v'.t.)  . 

»  -  (6._c«)(6'_a')  ^  ^  m'.{.7)«  ^*  '»-*-''  ^' 

,       (c'-^A)(c«-«-^)  «'dn««.(.-m)'sn'(.'.t.)  > 

c'est-à-dire  simplement,  en  extrayant  les  racines, 


x  =  ±sn(w,i)dn(t?',*0.^^fV  ^  r*, 
y  =  ifc  en  (t/,i)  en  (u',  i,) .  l/^V  -f-  r*, 
1      z  =  d=  dn  (w, i)  sn  (»',  i,) .  l/^V  -♦-  r', 

et,  par  conséquent,  en  faisant  e=0,  puis  effaçant  les  accents, 
on  trouvera,  dans  cette  hypothèse,  au  lieu  des  formules  (11), 
celles-ci  : 

^         x  =  drrsn(M,i)dn(t?,fc,),  y  ^=dbrcn{uyk)en{v,k^^, 

f  «  =  d=rdn(w,i)sn(t;.A|). 

Ce  sont  exactement,  sauf  permutation  des  trois  axes  coordon- 


(33) 


(34) 
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néSy  les  formules  (178^")  de  notre  Chapitre  III,  qui  définissent 
le  système  des  Coordonnées  Coniques  du  Second  Ordre»  formules 
que  nous  avions  déduites  alors,  par  de  tout  autres  procédés,  de 
celles  rencontrées  antérieurement  par  le  Système  Conique  en 
général. 

Le  rôle,  et  l'emploi  pour  les  calculs,  des  formules  (21  )  et  (23) 
étant  ainsi  nettement  précisés,  voyons  maintenant  quelles  consé- 
({uences  importantes  Ton  en  peut  déduire,  relativement  aux 
limites  de  variation  de  nos  différentes  coordonnées. 

Limites  db  variation  de  CHAcUiNE  des  coordonnées  thermométri- 
ques, ET  MODE  DE  DÉFORMATION  CONTINUE  DES  SURFACES  COORDONNÉES, 

Nécessaires  pour  atteiiNDRe  tous  les  points  de  l*espace.  —  Des 
deux  périodes  relatives  à  la  coordonnée  v,  savoir  K'  et  t'K;,  la 
première  est  réelle,  car,  eu  égard  à  la  valeur  (3)  de  A:'^,  dans 
rinlégrale 

les  deux  facteurs  sous  le  radical  sont  à  la  fois  positifs,  d'après  les 
hypothèses  admises  (là),  d  où  il  suit  que  les  éléments  de  Tinté- 
grale  sont  tous  réels  et  déterminés.  Les  trois  fonclious  connexes 
sn  r,  en  v,  dn  v  prendront  donc  successivement  toutes  les  valeurs 
absolues  correspondant  à  des  valeurs  réelles  de  t;,  en  faisant 
varier  i;  de  0  à  =h  K'. 

Semblablement,  des  deux  périodes  relatives  à  la  variable  u;, 
qui  sont  K"  et  tKj',  la  seconde  est  purement  imaginaire,  ou,  en 
d'autres  termes,  la  quantité  K7  est  réelle,  car,  d*après  la  valeur 
(16)  de  *;'*,  l'intégrale 


/dx  _    r' c^ 


^■^) 


a  également  tous  ses  éléments  réels  et  déterminés,  pour  la  même 
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raison.  Il  suit  de  là,  de  nouveau,  que  sntc;,  en  u;,  dnu^yOÙ 
u)='iw\  prendront  encore,  en  valeur  absolue^  toutes  les  valeurs 
possibles  correspondant  à  des  valeurs  purement  imaginaires  de  te; 
(ou  réelles  de  u?'),  en  faisant  varier  w,  dans  le  plan  figuratif  d*une 
variable  imaginaire,  en  ligne  droite  suivant  Taxe  des  ordonnées, 
de  0  à  db  t'Ki',  c*esl-à-dire  en  fait,  par  conséquent,  la  coordon- 
née géométrique  w'  de  0  à  db  K['. 

Nous  indiquerons  plus  loin  le  moyen  de  calculer  numérique- 
ment ces  quantités  si  importantes  K'  et  K'/,  qui  marquent  ainsi 
les  limites  des  coordonnées  géométriques  v  eiw\ 

Les  deux  coordonnées  u  et  t;  étant  réelles  toutes  deux,  d  après 
nos  hypothèses  :  d'une  part,  les  trois  fonctions  snu,  cnu,  dnu, 
dont  le  module  A:  est  canonique,  prendront  successivement  toutes 
les  valeurs  absolues  dont  elles  sont  susceptibles,  en  faisant  varier 
u  de  0  à  =h  K,  valeurs  qui  seront  toutes  comprises  entre 
0  et  1  ;  d*autre  part,  il  résulte  des  expressions  (21)  que  les 
trois  fonctions  sn  v,  en  e;,  dn  v  ne  pourront  pas,  non  plus  que 
les  précédentes,  devenir  infinies;  car,  pour  des  valeurs  réelles 
de  i;,  d*une  part,  les  numérateurs  varient  entre  —  l  et  -4-  1,  et 
d'autre  part,  le  dénominateur  dn  (|,  ki]  variant  entre  1  et  A:  ne 
s*annule  jamais.  Les  valeurs  (10)  des  coordonnées  x,  y,  z  ne 
pourront  donc  devenir  infinies,  respectivement  que  par  les  fac- 
teurs cnu;,  dn ti;,  sn  u;,  qui  devront  par  conséquent,  pour  que  les- 
dites  formules  soient  utilisables,  devenir  eux-mêmes  infinis 
pour  certaines  valeurs  réelles  de  la  coordonnée  géométrique  w' 
comprises  dans  les  limites  que  nous  venons  de  lui  assigner.  Or, 
cette  condition  se  trouve  effectivement  remplie  pour  les  valeurs 
w  =  ±  tK'iS  ou,  ce  qui  est  la  môme  chose,  pour  les  limites 
indiquées  tout  à  Theure  ti;'  =»  =b  K'/. 

De  plus,  Texpression  de  chaque  coordonnée  x,  y,  z,  ne  conte- 
nant, dans  les  formules  (10),  qu'un  seul  facteur  impair,  qui  est  snu 
pour  X,  sn  v  pour  ?/,  sn  w  pour  jz,  chacune  passe  par  0  pour 
la  valeur  0  de  Tune  des  coordonnées  ti,  v,  ii;,  et,  ainsi  que  nous 
Pavons  déjà  remarqué,  x  change  de  signe  avec  u,  y  avec  v,  z 
avec  w'  ou  to. 

En  résumé,  nous  sommes  donc  assurés,  quant  au  point  de 
vue  analytique,  que  Ton  atteindra  tous  les  points  de  Fespace, 
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c'est-à-dire  que  x,  y,  z  prendront  toutes  les  valeurs  possibles,  en 
faisant  varier  u  de  —  K  à  -+-  K,  t;  de  —  K'  à  h-  K',  et  u?'  de 

—  K'/  à  4-  K',',  ou,  si  Ton  aime  mieux,  vo  en  ligne  droite  de 

—  iKÎ'  à  -f-  tK7,  et  qu'à  chaque  valeur  de  m,  «,  w  (ou  w?')  com- 
prise entre  ces  limites,  correspondra  un  point  unique  et  déter- 
miné de  respace,ear  chacun  des  trois  facteurs  des  expressions  (1 0) 
ne  passera  qu'une  seule  fois  par  chaque  valeur. 

Mais  cette  certitude  ne  suffit  pas,  ni  pour  la  satisfaction  com- 
plète de  Tesprit,  ni  pour  les  exigences  multiples  des  diverses 
opérations  que  Ton  peut  avoir  à  effectuer.  Car  pour  le  calcul 
des  intégrales  triples,  par  exemple,  opération  très  fréquente  et 
des  plus  importantes  pour  toutes  les  sciences  d'application,  il 
sera  indispensable,  pour  pouvoir  fixer  les  limites  que  Ton  devra 
assigner  dans  l'intégration  à  chaque  coordonnée,  de  posséder  la 
même  vue  claire  et  certaine  au  point  de  vue  géométrique,  c'est- 
à-dire  d'apercevoir,  avec  la  même  netteté,  comment  une  défor- 
mation continue  des  trois  surfaces  coordonnées  peut  amener 
leur  point  d'intersection  commun  à  coïncider  successivement 
avec  tous  les  points  de  l'espace,  ainsi  qu'un  simple  déplacement 
permet  de  le  faire  avec  les  trois  plans  du  Système  Cartésien. 

Ayant  précisément  l'intention  de  choisir  un  peu  plus  loin  ce 
genre  d'opérations  comme  exemple  de  Tapplication,  et  comme 
preuve  de  l'utilité  et  de  la  commodité  de  nos  Coordonnées  Ther- 
mométriques n,  Vy  voy  nous  croyons  devoir  en  conséquence 
reproduire  ici,  en  les  appliquant  à  ce  système,  les  considérations 
très  ingénieuses  à  l'aide  desquelles  Lamé  résout  la  question  avec 
son  système  de  coordonnées  (*). 

Substituant  à  cet  effet  les  valeurs  (8)  dans  les  équations  (156) 
que  nous  avons  obtenues,  à  la  fin  du  Chapitre  précédent,  pour 
représenter  le  système  orthogonal  avec  les  Coordonnées  Ellip- 
tiques \  p,  V,  ce  même  système  se  trouvera  donc  défini  avec  nos 
Coordonnées  Thermométriques  u,  v,  vo  par  ces  trois  équations, 
dont  nous  écrivons  les  différents  termes  dans  Tordre  qui  fait  le 


('}  Leçons  sur  les  Fonctions  Inverses,  8$  LXXXV-LXXXIX  (pp.  1iMi4},  oa  encore 
Leçons  sur  les  Coordonnées  Gurvili^snes,  U  LXX  (pp.  tS5-i37), 
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mieux  ressortir  leur  permutation  circulaire, 


(55) 


ar» 

y* 

Psn*» 

P  en*  M 

y* 

z' 

iw'sn'i) 

fM*cn*» 

z* 

X* 

n*  dn*  w       «f» 

X*       ^  t 
Pda'v       d** 

.V'       _  « 
w'cn'to    '   »i'dn*«?      cP 


lesquelles,  en  tenant  compte  des  définitions  (3)  des  modules 
kf  k\  k"^  rentreront  bien  toutes  trois,  comme  cela  devait  être, 
dans  le  type  (11 6)  de  notre  Chapitre  11,  relatif  aux  familles  iso- 
thermes de  surfaces  du  second  ordre. 

Gela  posé,  récrivant  la  première  de  ces  équations  successive- 
ment sous  les  deux  formes 


n*  dn*  u 


f7« 


-^  — cn't/l  .     , 
^  \/»sn*u 


n*dn*u      dV 


Ton  voit,  i  cause  de  Thypothèse  n*<  0,  en  considérant  des  valeurs 
de  u  très  voisines,  de  0  pour  la  première  équation,  cl  de  d=  K  pour 
la  seconde,  que  le  second  membre  de  la  première  sera  positif 
quels  que  soient  y  et  z^  tandis  que  celui  de  la  seconde  ne  le 
restera  que  si  l'on  astreint  ces  deux  coordonnées  h  vérifier  pré- 
cisément rinégalité 

1 


-:;;>0. 


/  sn*  w       n*dn*u       rf* 

Il  suit  de  là,  en  passant  aux  limites  respectives,  0  ou  dbK,  que 
pour  ti=0,  la  première  famille  (35)  se  réduit  à  la  surface  a:=0, 
c'est-à-dire  au  plan  des  yz^  dans  toute  son  étendue,  tandis  que 
pourt<B»dbK  elle  se  réduit  à  la  surface  7/  =  0,  ou  au  plan 
des  zx,  mais  seulement  dans  les  deux  parties  de  ce  plan  inté- 
rieures à  Thyperbole 

f!       JL       i 
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dont  réquation  peut  encore  être  écrite,  eu  égard  aux  valeurs  (5) 
et  (16)  de  k^  et  Aï,  sous  Tune  ou  l^autre  des  deux  formes 

X»       z*       i  X*      z*      -n« 

(56)  — :  =  -=»  ^^  t; — tî  ■=■ — =~' 

et  à  laquelle  Lamé  attribue  la  dénomination  d'Hyperbole  OmbiU- 
cak,  «  parce  qu'elle  trace,  dit-il,  sur  chaque  ellipsoïde  de  la 
»  troisième  famille,  les  quatre  points  connus  sous  le  nom  d*Om- 
»  bilics  (*).  » 

Si  donc,  Ton  fait  varier  la  coordonnée  u  depuis  0  jusqu'à  =kK, 


(*)  CooRO.  CDRV.»  S  LXX  (p.  496,  en  hatU),  En  effet,  d'une  part,  pour  le  type  classique 
0^        y*        «• 

H   ~  -♦-    —    =1, 

a«        6«        c« 

les  coordonnées  des  ombilics  étant,  comme  Ton  sait, 

si  l'on  applique  ces  formules,  en  les  élevant  au  carré,  à  la  troisième  surface  (35),  l'on 
trouvera  donc,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (3)  et  (i6)  de  A"*  et  ft'/*,  pour  les  points  en 
question  relatifs  ji  cette  surface  : 


d?' 


.s  .1.. 


—  fi«  en"  w  ( —  n*  en»  w  —  m*  dn*  w)      cn« 


m*  ( eu*  w?  —  dn*  w  ] 

w       \  m*  1 


d*         ( —  n*  en"  fv  —  n*  sn*  w)         d*  en"  u?  -f-  sn"  to 


m*  m'  m"  /■       /" 

=  -  cn»to.[A"«0— sn«w)— (I— *''"sn*u?)]  =  -- cn'w.i-V,")» --  cn'io.—  =-cn«ir, 
]  rf'  a"  dr  m*      d* 


n"sn"wj  (m"dn"u?  —  n' 


,     m"  (dn"to -sn^u?! 

•sn'to)        — sn'io       \  m"  / 


d*      ( —  n"  en"  w  —  n*  sn"  to)  d"  (en*  u;  +  sn"  w) 

: sn»  wj .  [(!  — ifc"»  sn*  w?)  -♦-  &"•  sn"  to]  = sn"  w. 

d"  d" 

D'antre  part,  les  points  dlntersection  de  la  courbe  (36),  située  par  hypothèse  dans  le 
plan  y  ■-  0,  avec  la  troisième  surface  (3K),  s'obtiendront  évidemment  en  résolvant  par 
rapport  à  x  et  z  les  deux  équations 

»•      «•       1  «"  a?"  1 


/»      m"      d"'  n"8n"io      ft»co"to      d*' 
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les  deux  nappes  de  la  première  des  trois  surfaces  (35)»  qui,  au 
départ»  sont  aplaties  et  se  rejoignent»  de  manière  à  coïncider 
avec  le  plan  des  yz  dans  toute  son  étendue,  s'en  détachent  de 
part  et  d*autre»  et  se  séparent  entre  elles»  celle  de  droite  corres- 
pondant aux  valeurs  positives  de  ti,  ainsi  que  le  montrent  les  for- 
mules (10)»  et  celle  de  gauche  aux  valeurs  négatives;  elles  s'in- 
fléchissent en  même  temps  vers  Taxe  des  x»  en  se  rapprochant  de 
plus  en  plus  du  plan  des  zx^  sur  lequel  elles  s'étendent  défini- 
tivemenl  lorsque  leurs  sommets  se  confondent  avec  les  points 

xs=±  2  ==t  *  Va^ — 6*,  qui  représentent  les  foyers  communs 

à  toutes  les  surfaces  du  Système  (35)  pour  les  sections  principales 
relatives  à  ce  plan. 

Semblablement»  si  Ton  récrit  la  seconde  de  ces  équations  (35) 
successivement  sous  les  deux  formes 

y*       ,  /    z»  X*       n        X»       ,  /    V*  «•        M 

m*  Vm'cn'u       Pdn^v       d»/  m*  \m*sn'v       /"dn*»       (JN 

et  que  Ton  considère  de  même  des  valeurs  de  v  très  voisines  de 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  ordonnant,  les  deux  suivantes 

m*x*  —  l*z*  == ,  sn*  w.T*  —  en*  »^.  «•  = su*  w  en*  lo, 

lesquelles  donneront  dès  iors,  en  ayant  égard  à  la  relation  de  gauche  (K),  pour  ces  points 
d'intersection, 

1  ( —  /•m*  .en*  w  —  /•.  n*  sn*  w  en*  te)  /•  en*  w  ( —  m*  —  n*  sn*  w) 

a;"  as  -— . 


d"         ( — m'.cn*io-*- i^.sn't^?)  d*  [ — m»(l — sn* m>) -♦- /•  sn*  w] 

/•  en*  to  ( —  m*  —  n*  sn*  w)       /• 
— *■  ^s  ——  en'  fo 

d*[— m*H-(/"-t-m*)sn*M;]      d*  * 

^        1( — m".n*sn*tocn*ti; — /•m».sn*to)_       —  m*sn*ti;(n*cn*M?-4- /•) 


d*  ( — m* en*  10 -♦- /» sn' «?)  <P[ — m*cn'to-t- /■(! — cn^to)] 

—  m*  sn*  w  (n*  cii'  u>  -•-  /•)  m* 

"d«[— (m* +  P) en»  u?-*.|«]  "  """5^  *"***'' 

▼alenrs  identiques  à  celles  rencontrées  tout  à  l*heure,  ce  qui  démontre  par  conséquent  le 
fait  obsené  par  Lamé,  sur  lequel  il  fonde  la  dénomination  qu'il  sitribue  à  la  courbe  (36). 
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0  pour  la  première  et  de  ±  K'  pour  la  seconde,  leurs  seconds 
membres  ne  resteront  encore  positifs  que  pour  les  valeurs  de 
X,  tff  z  satisfaisant  à  Tune  ou  à  Tautre  des  inégalités 

m'en*©       rdn'c      dr  w'sn'v       l^àrfv      cP 

suivant  que  Ion  considérera  la  première  forme  ou  la  seconde. 

Par  conséquent,  en  passant  encore  aux  limites  respectives, 
0  et  db  K'y  Ton  voit  que  pour  v  «»  0,  la  seconde  famille  (35)  se 
réduit  à  la  surface  j/  =  0  ou  ou  plan  des  zx,  mais  seulement 
dans  la  partie  dont  tous  les  points  satisfont  à  Tincgalité 

—,—  --+-  —  >0,  ou  -— ::<0, 

c'est-à-dire  dans  la  seule  portion  de  ce  plan  extérieure  à  l'Hyper- 
bole Ombilicale  (36)  déjà  rencontrée  tout  à  l'heure,  et  d*autre 
part,  que  pour  v  =  ±  K',  cette  môme  famille  se  réduit  de  même 
au  plan  des  xy^  mais  seulement  dans  la  partie  de  ce  plan  dont 
tous  les  points  satisfont  à  l'inégalité 

y^         X*         1 

qui,  eu  égard  aux  valeurs  (3)  et  (16)  de  k'^  et  k\^  peut  de  même 
être  écrite  sous  Tune  ou  l'autre  des  deux  formes 

c'est-à-dire,  par  conséquent,  dans  la  seule  portion  de  ce  plan 
extérieure  à  l'ellipse  (n*  <  0,  A'«  <  0) 

«•         X*         1  «•         X*       /• 

courbe  à  laquelle  Lamé  attribue  de  même  la  dénomination 
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^Ellipse  Focale,  parce  que  ses  sommets,  d*une  part,  étant  les 
quatre  points 


m  i        _  in 


a  a  (la 

et»  d'autre  part,  ses  foyers  étant,  eu  égard  à  la  relation  de  gauche 
(5),  les  deux  autres  points 

Ton  voit  ainsi,  dit  Lamé,  «  qu'elle  concentre,  dans  sa  propre 
définition,  les  six  foyers  constants  du  Système  {*)  ». 

Lors  donc  que  Ton  fera  varier  la  coordonnée  v  depuis  0  jus- 
qu'à d=  K',  la  seconde  surface  (35),  primitivement  aplatie  sur  le 
plan  des  zx  dans  la  partie  de  ce  plan  extérieure  à  l'Hyperbole 
Ombilicale  (56),  se  dédoublera  de  part  et  d'autre  de  ce  plan,  la 
partie  située  du  côté  des  y  positifs  correspondant  encore,  d'après 
les  formules  (10),  aux  valeurs  positives  de  v,  et  inversement;  en 
même  temps,  la  surface  se  courbera  de  plus  en  plus,  en  se  pen- 
chant vers  le  plan  des  xy,  sur  lequel  elle  s'éicndra  définitivement 
quand  son  ellipse  de  gorge  se  sera  confondue  avec  l'Ellipse 
Focale  (37). 

Enfin,  pour  la  troisième  famille  représentée  par  la  dernière 
équation  (35),  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  et  qui  peut 
encore  être  écrite 


\n*  en*  w       m' dn'  w       d*l 


comme  le  second  membre  de  cette  dernière  équation,  dont  les 
deux  premiers  facteurs  sont  tous  deux  négatifs  d'après  nos  hypo- 
thèses (pages  41 1-41 2),  ne  sera  positif  que  pour  les  valeurs  de  x 
et  de  y  qui  satisfont  à  l'inégalité 

/r*  fi»  i 

-*-->0, 


m*  du"  w       eP 


O  IBID.,  page  iSS,  en  bai. 
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le  même  mode  de  raisonnement  fait  voir  encore  que,  pour  10=3  0, 
cette  famille  se  réduira  au  plan  des  xy,  mais  seulement  pour  la 
parue  de  ce  plan  dont  tous  les  points  satisfont  à  Tinégalité 

-  — ^,H-->0,  ou  ^, .--<o, 

n'      tnr      tr  mr      n*      ar 

c'est-à-dire  pour  la  seule  portion  de  ce  plan  intérieure  à  TEI- 
lipse  Focale  (37);  tandis  que,  pour  ly  «=»  =fc  tKJ'  ou  ti;'  =  ±  K[\ 
tous  les  dénominateurs  du  premier  membre  de  cette  même  équa* 
tion  (35)  étant  simultanément  inGnis,  le  rayon  de  la  surface,  qui 
ne  cesse  pas  d'élre  un  ellipsoïde,  grandira,  dans  une  direction 
quelconque,  au  delà  de  toute  limite. 

La  coordonnée  géométrique  w'  variant  donc  de  0  à  db  K'/,  ou, 
si  Ton  aime  mieux,  la  coordonnée  analytique  w  variant  en  ligne 
droite  de  0  à  d=  tK|',  la  troisième  surface  (35)  qui  se  confond  au 
départ  avec  le  plan  des  xy,  dans  la  partie  intérieure  à  PEIlipse 
Focale  (37),  s'en  détache  de  part  et  d'autre,  la  partie  située  au* 
dessus  de  ce  plan  correspondant  cette  fois  aux  valeurs  négatives 
des  coordonnées  w  ou  w\  et  inversement,  car  il  résulte  de  la 
troisième  expression  (7)  et  de  la  première  (25),  que  dans  la  der- 
nière formule  (11),  le  produit  des  deux  premiers  facteurs,  savoir 


sn 


(r')     ._.'»(v') 


nsn(u>,*")=»-*-  «Va»— c».  i», ^  =.—  V^a*—<*.k,  - 


"(r*)  *="&'*) 


est  alors  une  quantité  de  signe  contraire  à  celui  de  la  coordon- 
née to'  ou  w. 

Le  rayon  de  la  surface  grandit  en  même  temps  de  plus  en  plus 
dans  toutes  les  directions  avec  lesdites  coordonnées,  de  manière 
à  devenir  infini  pour  ic;'  =  db  K'/  ou  u;  =  ±  tK'/. 

L'on  aperçoit  d'ailleurs  immédiatement  que  les  mêmes  circon- 
stances se  reproduiraient  exactement  dans  le  cas-limite,  envisagé 
ci-dessus,  des  Coordonnées  Coniques  du  Second  Ordre  [for- 
mule(32)], lequel  correspond  dans  nos  formules(35)  à  l'hypothèse 
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c(  sa  00  y  sauf  que  les  limites  de  la  coordonnée  v  seraient  alors 
—  K|  et  -4-  Kl  au  lieu  de  —  K'  et  -h  K',  et  en  outre  que  l'Ellipse 
Focale  (^37)  se  réduira  alors  à  son  centre»  c'est-i-dire  à  Forigine 
des  coordonnées,  pendant  que  THyperboIe  Ombilicale  (36)  se 
réduira  dans  ce  cas  à  ses  asymptotes,  c'est-à-dire  aux  deux 
droites  : 

z      "^k,  m      "^  V  6'-c* 

Les  raisonnements  que  nous  venons  d'exposer  établissent  à 
nouveau,  par  le  moyen  des  Coordonnées  Thermométriques  ti,  v,  u;, 
ce  fait  que  nous  avions  déjà  reconnu  à  l'aide  des  Coordonnées 
Elliptiques  A,  fx,  v  à  la  fin  du  Chapitre  précédent,  à  savoir  que  les 
trois  plans  coordonnés  appartiennent  chacun  à  une  ou  à  deux  des 
familles  de  surfaces  qui  composent  le  Système  Ellipsoïdal,  pour 
une  valeur-limite  de  Tune  des  coordonnées  ;  mais  le  jour  dont 
ils  éclairent  la  question  est  ici  beaucoup  plus  complet,  en  ce 
qu'ils  montrent,  cette  fois,  que  lorsqu'un  même  plan  coordonné 
peut  ainsi  être  rattaché  à  deux  familles  différentes  du  Système, 
ce  n'est  pas  pour  la  totalité  de  son  étendue  qu'il  appartient  alors 
à  la  fois  aux  deux  familles  en  question,  ainsi  que  le  laissait  sup- 
poser notre  démonstration  antérieure,  mais  seulement  pour  une 
région  spéciale  à  chacune  de  ces  familles,  régions  délimitées  entre 
elles  sur  le  même  plan,  soit  par  l'Ellipse  Focale  (37),  soit  par  l'Hy- 
perbole Ombilicale  (36).  Ces  deux  courbes  remarquables  consti- 
tuent donc,  au  point  de  vue  géométrique,  comme  le  fait  obser- 
ver Lamé,  les  limites  qu'il  faut  franchir  pour  passer  de  l'une  des 
familles  à  la  suivante,  si  l'on  veut  se  représenter  en  imagination, 
à  l'aide  d'une  déformation  continue,  successivement  toute  la 
série  des  surfaces  individuelles  qui  pourront  entrer  dans  la  com- 
position du  Système  :  de  même  qu'au  point  de  vue  simplement 
analytique,  les  deux  quantités  —  6*  et  —  c'  constituaient,  dans 
les  inégalités  de  définition  (157)  de  notre  Chapitre  V,  les  limites 
que  devait  franchir  une  variable  réelle  p,  pour  représenter  succes- 
sivement, par  une  variation  continue,  toutes  les  valeurs  possibles 
des  trois  Coordonnées  Elliptiques  envisagées  dans  ce  Chapitre. 
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Relations  linéaires  entre  les   intégrales  complètes  de  rab- 

MIÉRE  et  de  deuxième  ESPÈCE  CORRESPONDANT  A  L*ENSBMBLB  DES 
TROIS  COORDONNÉES.  VALEURS  NUMÉRIQUES  DE  CELLES  D  ENTRE  ELLES 
QUI    NE    SE    PRÉSENTENT    PAS    SOUS    LA    FORME    CANONIQUE.    --    AyatU 

iDtroduil  déj^^  dans  un  paragraphe  précédent,  pour  chaque 
module  k,  k',  k'\  la  considération  des  deux  intégrales  complètes 
complémentaires  de  première  espèce,  qui  fournissent  les  périodes 
relatives  à  la  coordonnée  correspondante,  et  dont  la  seconde  peut, 
à  Taide  d*une  transformation  connue,  être  écrite  sous  une  double 
forme,  nous  envisagerons  à  la  fois  dans  celui-ci,  en  vue  de  cher- 
cher les  relations  qui  pourront  exister  entre  elles,  les  quatre 
intégrales  complètes  de  première  et  de  deuxième  espèce  relatives 
à  chacun  des  trois  modules  :  c*est-à-dire  que  nous  introduirons, 
pour  le  premier  module  par  exemple,  avec  les  deux  quantités 
K  et  K|  (14),  les  deux  autres  quantités  J  et  J|  définies  par  les 
nouvelles  égalités 

A'  sn'  (z,  k)  dz,  i J,  =  /  V  sn'  (z.  fc) dt , 

0  K 

et  de  même,  pour  les  deux  autres  modules,  avec  les  quantités 
K',  k;,  K",  k;'  déjà  définies,  les  quantités  analogues  J',  j;, 
et  J'',  J|%  que  donneraient  ces  mêmes  égalités  par  le  change- 
ment de  k  en  k*  ou  k\  Ce  qui  revient  encore  à  dire,  en  prenant 
la  seconde  intégrale  (14)  sous  Tautre  forme  à  laquelle  nous 
faisions  allusion  tout  à  Theure,  et  transformant  de  même  ces 
deux  dernières  intégrales  (38)  h  laide  de  la  substitution 
sn  (z,  k)  ==a  X,  que  nous  considérerons  à  la  fois,  pour  le  premier 
module  par  exemple,  les  quatre  quantités  K,  K|,  J,  J|,  définies 
par  les  égalités  analogues  de  forme 


(39) 
(40) 


2  dx 


/••  dx  r 

~J     l/0-x»)(1— JPx»)'  *  '      Y      l/(1-x«)(l-  ItV) 


(6) 


(r) 
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la  détermination  du  radical  étant  expressément,  par  déGnitîon,  la 
détermination  positive  pour  les  deux  expressions  de  gauche,  et 
au  contraire  la  détermination  négative  (*)  pour  les  deux  expres- 
sions de  droite;  et  de  même  pour  les  deux  autres  modules  en 
changeant  dans  ces  égalités  k  en  A:'  ou  &"  :  intégrales  dont  les 


(*)  Cette  opposition  dans  les  déterminations  des  radicaux,  selon  que  l'on  considérera 
les  expressions  de  droite  ou  de  gauche,  ii  laquelle  on  ne  fait  pas  attention  habiiuellcmei.t, 
provient  ici  de  ce  que,  contrairement  à  lusage,  nous  avons  précédemment  spécifié  la 
détermination  de  ce  même  radical  dans  la  définition  (14)  de  la  quantité  K, ,  et  elle  est  dèè 
lors  nécessaire,  comme  il  est  aisé  de  le  reconnaître,  pour  que  ladite  quantité  K^  ainsi 
définie  coïncide  exactement  en  grandeur  et  en  tifjue  avec  celle  in'roduite  par  cette  nou- 
velle définition  (39),  ce  qui  est  bien  évidemment  la  condition  indi.^pensable  pour  que  l'on 
soit  assuré  d'arriver  aux  mêmes  Tormules  on  partant,  soit  de  la  première,  soit  de  la  seconde 

de  ces  définitions. 

i 
En  effet,  par  le  moyen  de  la  substitution  i»  T-^===r*  d'après  un  calcul  très 

connu  que  nous  détaillons  plus  loin  dans  la  transformation  lÀ),  cette  même  égalité  (39;, 
en  y  écrivant  /  à  la  place  de  x,  se  changera  dans  la  suivante 

I 


(a)  iK, 


/* (U /^« dz 
1/(1  _-^t)  (l—  A-l£i)      ./        l/  — (i-.a«)(l— /fî«") 


ParoU  l'on  voit,  que  si  l'on  convenait  de  prendre  encore  la  détermination  positive  pour 
le  radical  de  cette  nouvelle  définition  '39),  c'est-à-dire  par  conséquent  aussi  dans  les  deux 
intégrales  de  l'égalité  que  nous  venons  d'écrire,  celle-ci  deviendrait,  sans  ambiguïté  de 
signe,  en  faisant  abstraction  du  membre  intermédiaire, 

/•»  dz  /•*  dz 


kW) 


et  se  trouverait  par  conséquent  en  contradiction,  quant  au  signe,  avec  la  définition  précé- 
demment admise  (i4j  pour  la  quantité  K|  ;  tandis  qu'en  convenant  expressément,  au 
contraire,  ainsi  que  nous  le  faisons,  de  prendre  dans  cette  même  définition  (39)  la  déter^ 
mination  négative  pour  le  radical,  la  même  égalité  [ol]  deviendra  semblablement,  sans 
aucune  ambiguïté,  toujours  avec  la  détermination  positive  des  radicaux  que  nous  allons 
écrire 

dz  /•*  dz 


/•*  dz  r 
ou       +K,=  / 


u  0 

et  concordera  bien  alors  exactement  avec  la  définition  antérieure  (i4)  de  ladite  quan- 
tité K|.  Et  dès  lora,  cette  distinction  dans  le  signe  des  radicaux  étant  reconnue  néces- 
saire relativement  aux  deux  intégrales  complètes  (39),  il  est  bien  clair  qu'elle  devra  être 
maintenue  relativement  aux  deux  intégrales  complémentaires  (40),  qui  s'y  rattachent 
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limites  auront  ainsi  toutes  pour  affixes  des  points  exclusivement 
situés  sur  Taxe  des  x  ou  sur  l'axe  des  y»  les  valeurs  (3)  des 
différents  modules  étant  toutes  ou  réelles  ou  purement  imagi- 
naires,  et  qui  seront  dès  lors  complètement  définies  par  la  eon* 
dition  d'être  ebacunc,  ou  bien  entièrement  reetiligne  suivant 
Taxe  des  x,  ou  bien  composée  de  deux  portions  séparément 
rectilîgnes  suivant  Tun  ou  l'autre  des  deux  axes  coordonnés. 

Parmi  les  douze  quantités  ainsi  définies,  en  effet,  que  nous 
désignerons  de  même,  pour  l'analogie  des  notations,  par  les 
symboles 

(41)  K,  Kl,  J,  Ji,        K\  Kî,  J',  Jî,        K",  K7»  J"»  JJ'» 

et  qu*il  est  nécessaire  de  posséder,  pour  pouvoir  employer  les 
formules  courantes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  dans 
les  calculs  où  Ton  aura  introduit  nos  coordonnées  u,  v,  u;  à  la 
place  des  coordonnées  rectilignes,  les  quatre  premières,  dont  le 
module  est  canonique,  sont  seules  calculables  numériquement, 
ainsi  que  nous  Tavons  déjà  fait  observer,  à  Taide  des  séries 
connues,  qui  ne  sont  convergentes,  ou  dont  la  signification  n*est 
établie  que  dans  cette  seule  hypothèse*  Pour  pouvoir  calculer  de 
cette  façon  les  huit  suivantes,  il  faudrait  donc  commencer  par 
les  ramener  de  même  à  la  forme  canonique,  en  ayant  recours 
pour  cela  aux  formules  de  la  théorie  générale  de  la  transforma- 
tion des  fonctions  elliptiques.  Or,  les  résultats  auxquels  on 


étroitemeiit  par  la  définition  précédente  de  droite  (38),  sous  peine  de  perdre  le  bénéfice 
de  formules  importantes  de  la  théorie  des  fonctions  eOiptiques,  telles  que  celle-ci  par 
eiemple 

(<y)  KJ,-JK,  =  j, 

dont  nous  comptons  précisément  nous  senrir  on  peu  plus  loin  pour  les  applications  de 
notre  théorie. 

Répétons  enfin,  en  terminant,  que  si  l'on  n'attribue  d'ordmaire  aucune  importance  à 
cette  remarque,  cela  tient  à  ce  qu'on  ne  spécifie  pas,  ainsi  que  nous  l'afons  déjà  dit,  la 
détermination  du  radical  dans  les  expressions  (44)  ni  (39)  de  û  quantité  K|,  ou  en  d'antres 
termes,  parce  que  la  quantité  <K|  n'est  définie  généralement  que  comme  la  moitié  de  la 
période  imaginaire  du  sinus  d'amplitude,  laquelle  peut  être  représentée  indifféremment 
par  -I-  ^K|  on  —  SfK|. 
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parviendrai!  ainsi,  seront  fournis  plus  aisément,  sans  faire  appel 
à  cette  théorie,  par  la  considération  de  huit  relations  linéaires 
très  simples  que  nous  allons  rencontrer  entre  les  douze  quantités 
précitées,  et  qui  permettront  très  facilement  d'exprimer  en  fonc- 
tion des  quatre  premières  calculables  immédiatement  par  les 
dites  séries,  les  huit  autres  qu*il  s'agit  également  d'évaluer. 

Ces  relations  peuvent  être  établies,  soit  en  basant  les  raisonne- 
ments sur  la  seule  considération  des  formules  (21)  et  (23),  ainsi 
que  de  celles  (26)  et  (29)  qui  s'en  déduisent  immédiatement,  et 
adoptant  pour  les  douze  intégrales  considérées  leurs  premières 
définitions  (14)  et  (38),  soit«  au  contraire,  en  partant,  pour  les 
douze  quantités  considérées  à  la  fois,  de  leur  seconde  définition 
comme  intégrales  des  différentielles  algébriques  (39)  et  (40), 
et  calculant  alors  directement  les  dites  intégrales  à  l'aide  de 
changements  de  variables. 

Toutefois  nous  devons  dire  que  bien  que  ces  deux  méthodes 
présentent  une  netteté  et  par  suite  une  certitude  égales,  grâce  à 
la  distinction  des  signes  des  radicaux  que  nous  avons  spécifiés 
dans  les  définitions  (39)  et  (40),  la  première  méthode  nous 
semble  préférable,  en  raison  de  ce  que  les  définitions  (14)  et  (38) 
des  douze  intégrales  complètes  sur  lesquelles  elle  est  basée 
n'exigent  pas,  comme  les  définitions  (39)  et  (40)  sur  lesquelles 
repose  la  seconde,  une  convention  spéciale  relative  au  chemin 
suivi  par  la  variable  d'intégration,  chacun  de  ces  symboles  (14) 
et  (38)  offrant  une  signification  parfaitement  déterminée,  quel 
que  soit  celui  des  irois  modules  que  l'on  considère,  en  l'enten- 
dant dans  le  sens  habituel  propre  aux  variables  réelles  (*). 


(*)  En  effet,  d'une  part,  dans  les  six  intégrales  du  type  (14),  les  deux  limites  étant  uni- 
formément 0  et  i,  c'est-à-dire  toutes  deux  réelles,  aucune  considération  n'exige  que  l'on 
attribue  à  la  irariable  d'intégration  un  autre  sens  que  celai  d'une  variable  réelle.  Et 
d'autre  part,  pour  celles  des  six  intégrales  complètes  comprises  sous  les  deux  types  (38) 
dont  l'une  des  limites  tout  au  moins  est  imaginaire,  et  pour  lesquelles  par  conséquent  il 
semble  au  premier  abord  que  la  variable  d'intégration  ne  puisse  être  envisagée  qne 
comme  une  variable  imaginaire  dont  la  notion  du  chemin  suivi  dans  l'intégration  consti- 
tuera dès  lors  un  élément  essentiel  delà  définition  desdits  symboles,  il  y  a  lieu  d'observer 
qu'au  contraire  le  sens  de  ces  expressions  est  complètement  indépendant  en  réalité  du 
chemin  adopté  pour  Tintégration,  en  raison  de  ce  que  le  résidu  de  la  fonction  sn*  s  étant 
nul  pour  l'un  quelconque  des  infinis  de  su  s,  l'intégration,  quel  que  soit  le  chemin  suivi 
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En  raison  de  cette  supériorité  inhérente  h  la  première  défini- 
tion des  douze  intégrales  complètes  (41),  et  par  suite  aussi  à  la 
méthode  basée  sur  leur  considération  exclusive,  c^est  à  l*aide  de 
cette  première  méthode  que  nous  établirons  en  premier  lieu  les 
quatre  groupes  de  relations  que  nous  nous  proposons  de  décou- 
vrir; puis,  ces  relations  étant  ainsi  obtenues  une  première  fois 
sans  restrictions  d'aucune  sorte,  quant  à  la  signification  des 
intégrales,  nous  les  retrouverons  ensuite,  également  sans  aucune 
inceriitude  quant  aux  signes,  à  Taide  de  la  seconde  méthode, 
qui,  considérée  isolément,  eîîl  peut-être  inspiré  moins  de  con- 
fiance, en  raison  des  conventions  spéciales  sur  lesquelles  elle 
repose. 

Par  Tune  comme  par  Tautre  méthode,  d*ai Heurs,  nous  cher- 
cherons d'abord  les  relations  qui  pourront  exister  entre  les 
intégrales  de  première  espèce  seulement,  puis  celles  où  entre^ 
ront  les  intégrales  de  deuxième  espèce  ;  et,  dans  chacun  de  ces 
deux  cas,  nous  arriverons  encore  à  deux  groupes  de  relations 
distincts,  Tun  se  rapportant  à  des  quantités  exclusivement  réelles, 
et  l'autre  à  des  quantités  imaginaires  seulement»  parmi  les  douze 
intégrales  envisagées  (41). 

(r*"  Méthode.)  Bornons  donc  tout  d'abord  notre  attention  aux 
six  intégrales  de  première  espèce(14)qui  fournissent  les  périodes 
des  différentes  fonctions  elliptiques  relatives  a  nos  trois  coor- 
données n,  v,  w. 

A.  En  premier  lieu,  pour  les  périodes  réelles  (*),  les  for- 
mules (21),  dans  lesquelles  le  premier  membre  se  reproduit  au 


par  la  variable  t,  ne  donnera  qu'âne  seule  et  unique  déterminalion  pour  l'iniégrale 
envisagée  (38).  [Voir  Hkrhitb,  Note  sur  la  Théorie  de»  Fonctions  Elliptiques  (insérée  à 
la  fin  du  Tome  11  de  la  G»  Édition  du  Traité  de  Calcul  Différentiel  et  de  Calcul  Intégral, 
de  Lacroix,  1862),  aux  pages  81-82  de  cette  Nnie].  D'où  il  résulte  immédiatement  que 
chacun  de  ces  symboles  du  type  (H8)  pourra  être  entendu  dans  le  sens  propre  aux 
variables  réelles,  c'est-à-dire  comme  la  différence /(6)  —/(a),  pour  les  deux  limites  a  et  6 
de  l'iniégrale  envisagée,  de  la  fonction /(s)  -h  G,  qui  représenterait  l'intégrale  indéfinie, 
z  étant  supposée  réelle,  de  la  différentielle  ft<  sn*  (s,  k)  dt, 

{']  Cette  distinction,  formulée  en  ces  termes  par  opposition  à  l'article  B  ci-après,  sem- 
blera peut-être  inexacte  tout  à  l'heure,  en  présence  des  relations  (4S)  auxquelles  nous 
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signe  près,  lorsque  Ton  y  fail  varier  la  coordonnée  v  de  la  quan- 
tité réelle  2K',  et  de  même  aussi  le  dernier  membre  lorsque  la 
même  vnriahic  v  y  varie  de  Tautre  quantité  réelle  2A:K|  exigent 
ainsi  que  Ton  ait  simultanément 

(4|bi.)  :)K'  =  w.2itK,  et  2JfcK,  =--n  ^2K\ 

171  et  n  étant  deux  entiers,  ou  en  multipliant  membre  à  mem- 
bre, 

4K'.iKi  =  mn.4^K|.  R',  ou  \=mn, 

condition  qui  ne  peut  être  satisfaite  qu'en  prenant  w^  =  «  =  i, 
du  moment  que  tous  les  cléments  des  deux  intégrales  K,  et  K' 
étant  positifs,  de  même  que  le  module  A;  par  définition,  Irs  deux 
nombres  m  et  n  dans  les  égalités  (41**'')  sont  tous  deux  forcément 
positifs.  Et  par  conséquent  Ton  aura,  en  permutant  les  trois  quan- 
tités a',  6^,  c',  ou  /*,  î«^,  n',  la  première  série  de  relations 

(42)  K'  =  iK,,  K"=-fc'K;,  K  =  t"K;', 

laquelle  se  déduirait  également  à  Taidt*  d*un  raisonnemeni  sem- 
blable, de  la  considération  du  second  groupe  de  formules  (23)  (*). 
Les  trois  relations  que  nous  venons  d'obtenir  si  aisément  nous 


allons  arriver,  el  dont  la  seionde  a  lieu  précisément  entre  quantités  manifestement  ima- 
ginaires (page  4i3,  au  bas).  Mais  elle  tirera  sa  justiûcaiion  de  ce  fait  que  nous  établi- 
rons dans  on  instant,  à  savoir,  que  ce  même  groupe  (42)  étant  réuni  au  groupe  suivant 
analogue  (47),  ils  ne  fournissent  eiiseroble  que  quatre  équations  disiinctes  seulement  an 
lieu  de  six^  en  sorte  que  l'on  peal  faire  abstraction  dans  chacun  d'eux  d'une  équation, 
soit  Téquation  du  milieu  par  exemple  :  auquel  cas  les  deux  équations  extrême,  seules 
restantes  comme  distinctes,  auront  bien  lieu  cette  fois  entre  quantités,  exclusivement 
réelles  pour  le  premier  groupe  (43),  et  de  même  exclusivement  imaginaires  pour  le  second 
groupe  (47). 

La  même  remarque  s'appliquera,  exactement  dans  les  mêmes  termes,  pour  la  distinction 
semblable  quo  nous  serons  conduits  à  formuler  pareillement  un  peu  plus  loin,  à  propos 
des  relations  analogues,  dans  lesquelles  interviendront  les  intégrales  complètes  de 
deuxième  espèce. 

(*)  En  effet,  dans  ces  formules  (23),  le  second  membre  se  reproduisant  cette  fois  en 
grandeur  et  en  signe  lorsque  l'on  y  fait  varier  la  coordonnée  w'  de  la  quantité  réelle  SiSrtK, 
et  de  même  aussi  le  premier  membre,  lorsque  la  coordonnée  w  y  Tarie  de  3/K't ,  on,  ce 
qui  est  la  même  chose,  la  coordonnée  w'  de  2KV,  il  suit  encore  nécessairemeot  à$  là, 
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permettent  de  compléter  sur  un  point  important  les  résultats 
déjà  acquis  relativement  aux  limites  de  variation  de  nos  trois 
coordonnées.  En  effet,  nous  avons  vu  un  peu  plus  haut  que  Ton 
atteignait  tous  les  points  de  l'espace  en  faisant  varier  ti  de  —  K 
à  -h  K,  t?  de  —  K'  à  -h  K',  et  w  de  —  iK7  à  -^  iK\\  Il  était  clair, 
dores  et  déjà,  relativement  à  la  première,  le  module  correspon- 
dant A;  étant  réei  et  plus  périt  que  Punfté,  que  pour  les  vsletir» 
positives  de  cette  coordonnée,  c*est-à-dire  par  conséquent  pour 
u  compris  entre  0  et  K,  les  trois  fonctions  elliptiques  de  tf, 
savoir  sn  u,  en  u,  et  dn  u  étaient  toutes  trois  positives.  Or,  ces 
dernières  relations  étant  rapprochées  des  formules  (2i)  et  (33) 
montrent  qu'une  circonstance  analogue  se  produit  à  Tégard  des 
deux  autres  coordonnées  v  et  w^  ce  qui  pouvait  ne  pas  sembler 
évident  jusqu'à  présent,  les  deux  modules  correspondants  k'  et  k" 
n*étant  plus  cette  fois  canoniques.  En  effet,  v  étant  compris 
entre  0  et  K'  =  AKi ,  |  varie  entre  0  et  K«,  et  de  même  w  =  iw' 
variant  entre  0  et  iK',*,  ou  w'  entre  0  et  K7=«  -7  K  =  *,  K, 
^  varie  entre  0  et  K,  et  il  est  manifeste,  en  conséquence  à  pré- 
sent, que  les  numérateurs  et  dénominateurs  de$  derniers  membres 
de  ces  deux  groupes  deformules  (31)  et  (23)  sont  tous  à  la  fois  posi- 
tifs, ce  qui  démontre  le  fait  énoncé.  Enfin,  les  mêmes  considéra- 
tions font  voir  encore  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  positives 


K*/  étant  également  une  quantité  réelle  (page  4S4,  au  bas),  que  l'on  aura  à  la  fois 

âK';  =  m.2;^,R,  et  2A:tKssn.2Kr, 

m  et  n  étant  encore,  comme  (out  à  l'heure,  deux  entiers  positifs,  et  par  suite,  en  multi- 
pliant membre  à  membre, 

4K;'.Âr,K=:4mn.A:,K  KV,  ou  1  eb mn, 

condition  qui  exige  de  nonyeau  m -^  n  »  i ,  Ar|,  K,  et  K';  étant  encore  tons  trois  positib, 
et  réduit  dès  lors  les  égalités  précédentes  simplement  celle-ci 

KV«Jlf,K,  ou  K=:--K;'-.ifc"K';, 

eu  égard  à  la  yaleur  (iS)  de  Ati,  et  l'on  retroOTe  ainsi  la  troisième  des  relations  déjà 
obtenues  ci-dessus  (43). 
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ou  négatives  que  prendront  les  trois  coordonnées  u»  v^  w,  le 
cosinus  et  le  delta  d'amplitude  de  ces  coordonnées  resteront 
constamment  positives,  le  sinus  d'amplitude  seul  pouvant  recevoir 
des  valeurs  négatives,  en  même  temps  que  la  coordonnée  elle- 
même. 

Nous  aurons  Toccasion  de  constater  dans  la  suite  Futilité  de 
celte  remarque. 

B.  On  obtiendra  encore  trois  relations  analogues,  en  appli- 
quant un  raisonnement  semblable  à  la  période  imaginaire  corres- 
pondante au  même  module  k\  relativement  auquel  nous  envisa- 
gions tout  à  rheure  la  période  réelle.  En  effet,  dans  ces  mêmes 
formules  (2i),  les  périodes  relatives  aux  premiers  membres  étant 
K'  et  tKi,  et  celles  relatives  aux  derniers  membres  étant  de  même 
A:K«  et  tA:K,  on  aura  donc,  en  partant  de  la  considération  de  la 
période  imaginaire  tK!,  puis  permutant  ensuite,  trois  égalités  de 
la  forme 

iK;  »  k  (mK,  H-  niK),         iK'/  ».  k'{mK!,   -»-  mK '), 


(43) 

^    '  (  tK4«fc"(mK;' -i-mK"), 

m  et  n  étant  encore  deux  entiers,  positifs  ou  négatifs  cette  fois, 
qu'il  s'agit  de  déterminer. 

A  cet  effet,  d'une  part,  multipliant  la  seconde  de  ces  égalités 
par  t,  et  tenant  compte  de  la  précédente,  ainsi  que  de  la  pre- 
mière (42),  l'on  trouvera  tout  d'abord 

—  K;'  « fc'm. îK;  —  k'n . K'«  k'm.k(mKi  -4-  niK)  —  k'n  A:K. 

«  A:A:'(m*K4  -♦-  mniK  —  nK,), 

puis,  en  faisant  abstraction  des  deux  membres  intermédiaires, 
multipliant  par  A'",  et  faisant  tout  passer  dans  le  dernier  membre, 

*"K'/  +  kk'k"  [(m'  —  n)  K,  -4-  mn  tK]  —  0 , 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de  la  première  relation  (6),  et  de  la 

dernière  (42), 

K -♦- t[(fw'  — n)K« -•.  mntK]  — 0, 
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ou 

(44)  K  (i  —  mn)  =  (n  —  m«)iK,. 

D*autre  part,  la  troisième  (43)  peut  être  écrite  successivement, 
en  tenant  compte  des  deux  dernières  (42),  et  de  la  première  de 
ce  même  groupe  (43), 

iK,=iîi.rKÎ'-|.nt*".K"— m.K-4-mJt".A;'K; 

«iwK  4-  iiA;'Aj".tK;  =  fiiK  -i-  nk'k'\k  (fwK,+mK), 

c'est-à-dire  simplement,  eu  égard  encore  h  la  même  relation  (6), 

tK|  =-=  fwK  -4-  fit  (mK|  -4-  m'K), 
ou 

(45)  tK|  (i  —  mn)  «  (tw  —  n*)  K . 

Or,  m  et  n  désignant  par  hypothèse  deux  nombres  entiers,  il 
est  clair  que  ces  deux  égaliti^s  (44)  et  (45),  dans  lesquelles  Tun 
des  deux  membres  est  réel  tandis  que  Tautrc  est  imaginaire,  ne 
pourront  avoir  lieu  que  si  ces  deux  membres  sont  nuls  Tun  et 
l'autre,  cVst-à-dire  qu*à  la  condition  d*avoir  à  la  fois  : 

(46)  i—mn  =  0,  n  — m'  =  0,  w  — fi'  =  0 

Et  des  lors,  la  première  de  ces  trois  équations  donnant,  par 
Félimination  de  n,  celle-ci 

i— >w'  =  0,  ou  (1  —  »i)(1 -t-m -4- m*)«=0, 

dont  Tunique  racine  réelle,  savoir  m=^^,  jointe  à  la  valeur 
n=  i  qui  en  résulte  par  la  seconde  équation,  vérifient  h  la  fois 
ces  trois  mêmes  conditions  (46),  les  relations  posées  de  prime 
abord  (43),  dans  lesquelles  les  valeurs  m^^n^^i  sont  ainsi  de 
nouveau  seules  admissibles,  se  réduiront  donc  par  là  simplement 
aux  trois  suivantes 

(47)        iK;  —  A^(K|  4-  iK),      iKr  —  fe'(K;  +  tK'),       «,  =  &"(K;' -i-iï"). 

que  nous  retrouverons  également  tout  à  Pheure  par  une  autre 
voie. 
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En  outre  ces  mêmes  valeurs  de  m  ei  n  transformant  en  idenli- 
lés  chacune  des  deux  égalités  (44)  et  (45),  qui,  en  tant  que  com- 
binaisons linéaires  des  deux  systèmes  (42)  et  (43),  pouvaient 
remplacer  deux  équations  quelconques  de  ces  systèmes,  on  voit 
par  là  que  les  six  équations  (42)  et  (47)  se  réduiront  nécessaire- 
ment dès  lors  à  quatre  distinctes  seulement,  qui  pourront  fournir 
déjà,  comme  nous  nous  le  proposions,  les  valeurs  des  quatre 
intégrales  de  première  espèce  K',  Ki,  K'",  Ki\  en  fonction  des 
deux  homologues  canoniques  K  et  Ki. 

En  effet,  considérant  seulement  la  première  et  la  troisième 
équation  de  chacun  des  deux  groupes  (42)  et  (47),  Ton  en 
déduira,  par  une  combinaison  facile,  et  en  ayant  égard  à  la 
valeur  (18)  de  k^,  ces  quatre  autres  égalités, 

I      K'  ==A:K,,  K;  =  — !A:(K,H-iK)  =  A(K  -tK,). 

»  A*"  A*| 

desquelles,  en  intervertissant  leur  ordre,  on  tirera  finalement  les 
quatre  valeurs 

K'  -=A:K,  k;  =^(K  — iK,), 


(*8) 

'     K"  =  ^,{K, -HiK),  K;'c=A:,K, 

qui  vérifient  bien  identiquement  d'ailleurs,  ainsi  qu'il  est  très 
aisé  de  le  constater,  les  deux  équations  du  milieu  de  chacun  des 
groupes  (42)  et  (47),  équations  que  nous  n^avons  pas  fait  inter- 
venir dans  leur  calcul  (*). 

(*)  En  effet,  si  Ton  effectae  dans  ces  deux  équations  la  substitution  des  valeurs  (48) 
que  nous  venons  de  trouver,  elles  deviennent  les  suivantes 

ou,  en  ordonnant  alors  par  rapport  aux  quantités  K  et  K| , 

(K  —  «,)  [kk:  —  I*,)  =a  0,  K  ikk'  —  f*,)  =  0, 

dans  lesquelles  on  a,  en  vertu  de  la  valeur  (18)  de  ki ,  et  de  la  dernière  relation  (6), 

ee  qui  établit  le  fait  énoncé 

SI 
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C.  Passons  maintenont  aux  intégrales  de  seconde  espèce. 

Pour  celles  qui  sont  réelles  (oui  d*abord  (*),  remarquant 
que  la  dernière  des  égalités  (21)  donnera,  en  y  faisant  v  =  iv\9 
puis  ayant  égard  ensuite  successivement  à  la  troisième  formule 
(176*»")  et  à  la  première  (177"*)  du  Chapitre  III, 

, , ,,  _! ,_j::ja-'') 

m   )•"'•      „„(',.)    .„(|.,,)    ^p) 

Ton  en  conclura  inimcdiatemenl,  d'après  la   première  défini- 
tion (38), 


(50) 


K'  —  J '  =  /     ilo-  /     k-' su* {v,  /.') <h=r   [ I  —  A" sn' (o,  A')] 

Il  0  0 

=  /  "  dn"(iN  k')(h  =  p  sn»  (^  -+-  K,  A:]  dv  . 


Si  donc  l'on  fait  c^  présent 
(51)    z=— -f-K,         d'où  dz-=--dv  ou  dv^—ikdz^ 

ri  K 

les  nouvelles  limites  de  la  variable  z,  dans  la  dernière  de  ces 
intégrales,  étant,  eu  égard  à  la  valeur  (48)  de  K', 

K         et  —  -t-K^/K. -f-  K, 

Ton  trouvera  donc,  en  effectuant  cette  substitution  linéaire  dans 
la  dernière  quadrature  des  égalités  (50),  puis  tenant  compte  de  la 


(')  Voir  la  note  de  la  page  438,  dernier  alinéa. 


dv 
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seconde  définition  (38), 

K'-J'=  /    s'n'(«,i).(— «c)rf«  — ^y    À'sn'(z,*)rf« 

—  «  1 

(1*ou,  par  conséquent,  les  trois  nouvelles  égalités  : 

(5^2)       j,  =  ^(K'  — j'),      j;=.^'{K"--j"),      j;'=r(K- j). 

D.  Semblablement,  pour  les  intégrales  de  seconde  espèce 
qui  sont  imaginaires,  si  Ton  pose  encore,  comme  dans  les  éga- 
lités (28), 


—  tw  ,  — I 

w" «=3 ——--♦-  K  -♦-  iK|,       d'où       (lw'*=  -—dWj       ou        dw  =  ik^dw'\ 
ky  kl 

les  valeurs  de  celte  variable  w"  étant  K  -n'K|  pour  u;  =  0,  et 
pour  w  =  K",  eu  égard  à  la  valeur  (48)  de  K",  celle-ci 


ki  «I 

la  première  des  définitions  (38)  donnera  donc  alors,  en  tenant 
compte  de  la  première  égalité  (29), 


y^f    k"Un'{w,  k")dwa:^rk"^dn^w'\k).ik,dw" 

A"A,.dn*(w",A)(iw", 


ou  plus  simplement,  en  ayant  égard  de  nouveau  à  la  valeur  (18) 
de  if, 
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du'  lu?",  k)  c/ti?"  =  —  t'A-"  /  [i  —  A'sn*{tt?",  k)]dw" 

=  _i^"       /    dw^'—J     kUn''{w",k)(itv"\ 
m  tt 

i*"  [(K-h tK,— î2K)  -  l^r^kUn'(w'\  Ar)rfw"—   /""  «sn'(ir".  A) ./u;")l 

0  0  -J 

=  -  tA"  [(iK.  -  K)  -  (J  +  t J.  -  2J)]     ^*^ 

=  -  rt"  [t  (K.  -  J.)  -  (K  -  J)]  =  A"  [K.  ^  J.  -t-  »(K  -  J)]  ; 

d*où  l'on  conclura,  en  combinant  d'abord  la  dernière  de  ces 
égalités  avec  la  troisième  du  groupe  précédent  (52), 

(53)  J"  =  A-"(K, -JO-^-»-^"*  — J)  =  fe"(K,  — J,)-Htj;', 

et  de  là  ensuite,  en  permutant,  le  nouveau  groupe  d'égalités  : 

(54)    j-tJ,=fc(K;-j;),    j'_tj;«fc'(Kr-.j'/),    j"-tT/=r(K.-j,). 

De  même  que  les  six  relations  (42)  et  (47)  entre  les  six  inté- 
grales de  première  espèce  seules,  les  six  dernières  (52)  et  (54) 
qui  contiennent  en  plus  les  six  intégrales  de  seconde  espèce,  se 
réduisent  de  nouveau  à  quatre  distinctes  seulement,  qui  fournis- 
sent en  conséquence  les  valeurs  demandées  des  quatre  intégrales 
non  canoniques  J',  Jj,  J",  J['  ;  car,  d'une  part,  les  premières  équa- 
tions de  chacun  de  ces  deux  groupes  (52)  et  (54)  étant  récrites 
ainsi  qu'il  suit 


n  En  effet,  si  I'od  fait  x  »  0  dans  la  formule  fondamentale  relative  à  la  fonction  de 
dcoxième  espèce,  savoir 

Z(a;-«-2K)sZ(â;)  +  2J,  il  reste  Z(2K)»2J. 

[Voir  Herhite,  Note  sur  la  Théorie  des  Fonctions  Elliptiques  (déjà  citée  dans  la  note 
de  la  page  437),  à  la  page  S4  de  ladite  Note]. 
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donneront,  en  tenant  compte  des  valeurs  (48)  de  K'  et  Kj,  ' 

(  J'-K'-ij.  =  AK,-Jj,, 

\  k  k 

f  j;«K;--(J-tJO  =  ^(K-tK.)--^(J-t-J,)-=^K---J--t(frK.--J.); 

ety  d*au(re  part,  les  dernières  équations  des  mêmes  groupes  don- 
neront de  même,  ainsi  que  nous  Pavions  obtenu  en  premier  lieu 
tout  à  rheure,  et  eu  égard  à  la  valeur  (18)  de  k^^ 

m  J7«^(K-J),  r«i[K,-J.^t(K-J)]. 

Or,  ees  quatre  valeurs  étant  ainsi  obtenues,  il  est  bien  facile 
de  nouveau  de  s'assurer  qu'elles  vérifient  encore  identiquement, 
conjointement  avec  les  valeurs  (48)  précédemment  acquises  pour 
les  intégrales  de  première  espèce,  les  équations  du  milieu  de 
chacun  des  deux  groupes  (52)  et  (54),  équations  que  nous 
n'avons  point  fait  intervenir  dans  le  calcul  des  quatre  valeurs  en 
question  (55)  et  (56)  (*). 


(*)  Ed  effet,  si  l'on  effectue  la  substitution  de  ces  valeurs  (48),  (KS),  et  (56)  daus  les  deux 
équations  en  question»  on  les  iransfonnera  par  là,  quant  à  la  seconde  (53),  dans  celle-ci 

ou  en  ordonnant, 

(„  ,K-.K.,[*_.*'(».-i)]^(i-«,[î.-.*^]-0, 

et  de  même,  quant  à  la  seconde  (54),  dans  la  suivante 

«._lj.-.[*K-ij-.(*K.-lj.)]  =  *'[*.K-l,K-J,]. 
OU  bien  en  réduisant,  et  faisant  passer  tout  dans  le  second  membre, 

'[-^e-r,)]-'[î-a- 


(57) 


(58) 
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En  résumé,  les  quatre  intégrales  de  première  espèce  non  cano- 
niques étant  déjà  données  par  les  formules  (48)^  les  quatre  inté- 
grales correspondantes  de  deuxième  espèce  le  seront  de  même 
par  celles-ci  : 

r«l[K.-J,-Hi(K-J)].         J7c=l(K-J). 

Ces  deux  groupes  d'expressions  résolvent  complèiement  la 
question  que  nous  avions  en  vue  dans  ce  paragraphe,  à  savoir  le 
calcul  numérique  de  celles  des  douze  intégrales  complètes  (41) 
qui  ne  se  présentent  pas  sous  la  forme  canonique;  car,  pour  les 
quaire  premières  dont  les  modules  sont  canoniques,  les  deux  de 
première  espèce  étant  donnée  par  les  séries  très  connues 

K = I  fi  -.  (!]  V  .  (i4)v ('•^•^••••^v^jv  -. 1 . 

'  K.==  z  l .  (i]V .  (ii!)\i -.  (^•^•«•••.(^"-'nv  ^ 1 . 

SL        ^"^1  ^2.4/    '  \      2.4.6 -2n     }    '  J 

ou  encore,  en  muUipliaDi  par  —  /, 

K[.-.r(..-i)]-a[i.|']  =  0. 

Or,  il  est  bien  aisé  de  reconnaître  que  les  deux  coefflcients  entre  crochets  qui  sont  les 
mêmes  daus  ces  deux  dernières  équations  (ix)  et  (g)  sont  séparément  nuls,  car  l'on  a, 
comme  ci-dessus  dans  la  note  de  la  page  443,  successivement,  en  vertu  des  premières 
relations  (13)  et  (6),  ainsi  que  de  la  valeur  (48)  de  A-(, 

k  —  ik'  I  A-,  —  -\  =  ^  —  f*'    '""    =  k-*'ik'k"k*  =  ik  (—  i  -^  U-'it")  =  0, 


1      !ï      * 


r  -^  ^  =  ^  -^  ik'k''  =  i  |— , -f-  kk'kA  =  0; 


d'où  il  suit  que  ces  mêmes  équations  {x)  et  (g)  sont  vérifiées  identiquement,  ce  qui  établit 
précisément  le  fait  annoncé,  relativement  aux  équations  envisagées  (52)  et  (54). 
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et,  de  même,  les  deux  de  sceonde  espèce  pouvant  être  représen- 
tées semblabicment  à  I  aide  des  expressions 

(59J    J-^V),      j.  =  .3logJ-f.<~(.-j-â.)-^(.3-A,)--^(â~,ls) 

Z  K  d .  I  5    () 

dans  lesquelles  «)  et  ^,  désignent  respcetîvemeni  les  développe- 
ments (l'un  inHni,  Tautre  fini,  de  n  termes  seulement)  (*), 

-2         AVll          GVIaI          «Vi  4.0/ 
J      "     2         iVll  2fi™2\2.4 (2;i--4V 

"2     ^2n      \2.4 )2/î--2)/      "' 

les  valeurs  numériques  des  quatre  premières  quantités  (41)  étant 
supposées  calculées  à  Taide  de  ces  développements  (58)  et  (59)- 
(60)  avec  telle  approximation  que  Ton  voudra,  il  suflira,  dès 
lors,  de  reporter  les  valeurs  ainsi  obtenues  dans  les  expressions 
en  question  (48)  et  (57)  pour  avoir  dans  les  mêmes  conditions, 
celles  des  huit  autres  quantités  (41),  qu'il  s'agissait  de  calculer. 

Nous  possédons  donc  désormais  tous  les  éléments  nécessaires 
à  l'introduction  dans  les  calculs,  à  la  place  des  coordonnées  recti- 
lignes,  de  nos  coordonnées  u,  r,  k;,  dans  les  conditions  où  les 
formules  de  transformation  (11)  nous  les  présentent,  c'est-à-dire 
engagées  sous  des  fonctions  elliptiques  de  modules  respec- 
tif A%  A',  A",  et  nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  nous 
servir,  pour  ces  calculs,  de  toutes  les  formules  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  aussi  bien  celles  qui  ont  rapport  aux  fonc- 
tions de  seconde  espèce  que  celles  qui  concernent  les  fonctions 
de  première  espèce,  et  dans  l'un  comme  dans  l'atitre  cas,   la 


(•)  Hermitk,  Note  sur  la  Théorie  des  FoncUomt  Elliptiques  {ciléu  plus  haut  dans  la 
noie  de  la  page  437),  pp.  83-8  i  de  cette  Noie. 
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facilité  de  Tinterprétation  numérique  des  résultais  de  ces  calculs 
nous  est  garantie  par  les  expressions  que  nous  venons  d'obtenir. 

L'importance  du  premier  ^croupe  (48)  de  ces  expressions,  rela- 
tif aux  intégrales  complètes  de  première  espèce,  ressort  déjà  avec 
évidence  de  ce  fait  que  K'  et  Ki'  marquent,  comme  nous  Tavons 
vu,  les  limites  respectives  des  variations  en  valeur  absolue  des 
coordoimées  géométriques  v  et  w'.  Nous  aurons  dans  la  suite 
loccasion  de  constater  également,  sur  plusieurs  exemples,  Tinté- 
rét  du  second  groupe  (57),  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  des 
deux  séries  de  formules  (S2)  et  (54),  relatives  aux  intégrales  com- 
plètes de  deuxième  espèce. 

Enfin  ce  premier  calcul,  préliminaire  indispensable  de  Tutili- 
sation  pratique  et  sûre  de  nos  coordonnées  u,  r,  te;,  suffit  déjft  à 
lui  seul  pour  faire  comprendre  le  service  que  peut  rendre  dans 
cette  théorie  la  permutation  circulaire  des  modules  réalisée  par 
nos  formules,  puisque  nous  avons  pu,  grâce  à  cette  seule  permu- 
tation, et  sans  avoir  recours  aux  formules  générales  de  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques,  résoudre  aisément  toute  une 
série  de  problèmes, qui  semblaient  essentiellement  tributaires  de 
cette  théorie  beaucoup  plus  élevée. 

(II"  Méthode.)  On  peut  encore  établir  les  mêmes  relations  en 
partant  de  la  définition  des  douze  intégrales  complètes  sous 
forme  d'intégrales  de  différentielles  algébriques,  c'est-à-dire  des 
définitions  (39)  [ou  (14)]  et  (40),  et  les  transformant  à  l'aide' 
de  changements  de  variables  convenablement  choisis. 

A  titre  de  confirmation  des  résultats  qui  précédent,  nous  allons 
les  retrou\cr  de  nouveau  par  cette  seconde  méthode,  en  ayant 
soin  de  considérer  successivement  les  mêmes  quantités  (41) 
encore  dans  le  même  ordre  où  nous  les  avons  déjà  envisagées 
tout  à  l'heure. 

A.  Pour  les  intégrales  complètes  de  première  espèce  K'  et 
Kj'  (33)  et  (34),  dont  tous  les  éléments  sont  réels,  on  pourra  leur 
appliquer  l'un  ou  l'autre  des  deux  procédés  de  transformation 
suivants,  qui  nous  seront  également  utiles  en  vue  des  résultats 
subséquents. 
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a)  Pour  la  période  réelle  K' (35),  rappelant  les  valeurs  (13) 
et  (17)  de  AJ,  ainsi  que  la  seconde  égalité  (S),  qui  donnent 


A'  +  itî  =  1  , 


fc»A" . 


—  i 


Aî^- &«*;'«  =  0, 


1^ 


nous  considérerons  la  transformation 

kx 


\/\  -  Aîx" 


kW 


l/t  -  Aïs» 


dz  — A 


l/l— Aî«' 


<  —  Aîx' 


(ix  ■■ 


kdx 


(4— AJx'ji' 


z'(l  -  k\x*)  -»  AV ,  z'  =.  (A*  +  kW) x\         x  — 


(61) 


.-.., 


l/A'  +  AJï" 


I 


i  _  A'V  =  4  -  A" 


AV  i  -  (A*  -.-  A')»'  _  <  —  x' 

1  —  AJx*  f  -  AJx»  1  —  Aîx*  ' 

AV  1-(AÎ+ A''A')«'  i 


1  -_  kW  1  —  AJx*  <  -  AV 

1  kdx  k.dx 


V(i-z*){\-k'*z*)      .//l-x'W      i      \(1-Aîx')î     1/(1— x'){1-Aîx') 
V  \i_AV/\l-AîxV   . 

laquelle  donnant,  d'après  la  dernière  équation  de  la  seconde  ligne 
de  ce  tableau,  a  =  0  pour  a  ■=  0,  et  a;  «=•  1  pour  z  =»  1,  four- 
nira dès  lors  immédiatement  la  valeur 

/"             dz                       /"'             dx 
—  A  /  — =  AK|* 
,     1/(1 -z')(1 -A'V)        J    l/(1-x')(1-Aîx') 

d'où,  en  permutant  les  trois  relations 

(62)  K'  =  AK,,  K"  =  A'K'.,  K  — A"K;', 

qui  reproduisent  les  relations  déjà  trouvées  (42). 


b)  Si  Ton  aime  mieux  calculer,  à  la  place  de  K',  l'autre  inté- 
grale réelle  K|'  (34),  l'on  pourra  prendre  à  cet  effet,  d'abord  la 
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transformation  réelle  (le  module  k'  étant,  on  s'en  souvient, 
purement  imaginaire),  basée  sur  la  valeur  (17)  de  A-'i*qui  donne 
k'*k"*  «=  \ ,  savoir 


yj^: 


—ik'x               ,            ,                     l/1-x'           —ik'.dx 
z^=  -,  dz=  —  ik dx  = -» 


l/p'^Tî 


(63)  (l  _x'=l  H-    *'V         l-x'->-A:'V_  1-(I-A-V_  l-A:;V 
i  -  x'  I  —  ar»  1  —  jr'  t  -  X»  " 


'    1  _  a:»  I  _  x'  I  _  x' 

<l'  «  — iA'.</x  -iVt'.rfx 


'l/(4-i')(l— Ai'V) 


. //i-/c;v\/    I   \  (1  _a:.)|     i/(i_x') (1— A-;v; 


laquellL'  donnant  cette  fois,  encore  d'après  la  dernière  équation 
de  la  seconde  ligne  cl  la  valeur  (18)  de  &;,  x  =  0  pour  «  =  0, 
et  pour  z  =  1,  X  =  —  =  —  =  A,  Tournira  donc  en  premier 
lieu  la  valeur  ^  '~*^       '^' 


(64)        Kl' =/"_=^=  =  _,../*- 


</x 


1/(1  -x")!!— if/x*) 

Puis  faisant  alors,  dans  la  seconde  intégrale,  en  tenant  compte 
encore  une  fois  de  la  valeur  (18)  de  k'„ 

X 

(65)  y  =  A:',x«=-.  x=ky,  dx  =  kdy, 

K 

Ton  obtiendra  de  nouveau,  eu  égard  à  la  dernière  égalité  (6), 
cette  autre  expression 

<;'=  -ik-  r         '"^y         ik:k  r  '^^  =  -  K 
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c'est-à-dire  la  troisième  des  relations  précédentes  (62),  de  Inquelle 
on  déduirait  encore,  comme  tout  à  riieurc,  les  deux  autres. 

B.  Semblablemeni  pour  les  périodes  imaginaires  telles  que 
fKi,  partant  de  la  définition  de  droite  (14)  pour  Kj,  savoir 


(05"')  k;=/*— = 


dx 


(^_jr*)(1—fc;V) 

dans  laquelle  le  radical  est  supposé  pris  avec  la  détermination 
positive,  nous  appliquerons  à  cette  intégrale  la  transformation 
très  simple,  basée  sur  la  valeur  (18)  de  /ri, 

Z  X 

A'j  k 

I 
Mjyer]      l      poura:  =  0>  z^^O,  pourjr««l,  z  = --\ 

dx  kdz 

^  V/(l-.x*)(1  -A'iVj       1/(1— /tV)  (1-2«)  ' 

par  Teffet  de  laquelle  cette  intégrale  deviendra  : 


A-V 


/•^  dx  r'k  kdz 

1^ c/      \/(\^z^){\  —  k^z')     /       1/(1  _ z^)   t  —  A'V) J 

Or,  le  radical  étant  pris  positivement  par  hypothèse  dans 
toutes  ces  intégrales,  il  résulte  immédiatement  des  définitions 
(39)  et  des  conventions  admises  à  leur  sujet,  relativement  aux 
déterminations  des  radicaux  qui  y  figurent,  que  les  deux  dernières 
de  ces  intégrales  représentent,  sans  aucune  ambiguité  de  signe, 
la  première  la  quantité  K,  et  la  seconde  la  quantité  —  t'K^  ;  c'est- 
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à-dire,  qu'en  faisant  abstraction  du  membre  intermédiaire,  l'on 
aura  Tégalité 

d'où,  en  multipliant  enfin  par  t,  la  première  des  trois  relations 
•K;  =  A;(K,  -f-  tK),  iK'/  «  A:'  {K\  -f-  tK^.  iK,  =  k'\K\'  +  «K"). 

C*  On  pourra  de  même  obtenir  les  relations  qui  contiennent 
les  intégrales  complètes  réelles  de  seconde  espèce,  en  employant 
de  nouveau  Tun  ou  Tautre  des  deux  procédés  de  transformation 
auxquels  nous  avons  eu  recours  un  peu  plus  haut  (pp.  451 -483), 
pour  celle  de  première  espèce. 

a)  Tirant  des  dé&nitions  de  gauche  (39)  et  (40),  dans  les- 
quelles le  radical  est  supposé  pris  avec  la  détermination  positive, 

J    V/(i— z«)(4-ifc'V)     J     1^(1— ;j*J(4— fc'V) 

/*  dz 


(66) 


l/(ï— z*)(î--T^ 


appliquons  à  cette  intégrale  réelle  la  transformation  (61),  déjà 
considérée  à  Toccasion  de  Tintégrale  K';  les  deux  dernières 
lignes  de  ce  tableau  nous  donneront  évidemment,  cette  fois,  les 
limites  de  z  étant  de  nouveau  0  et  1  comme  alors,  Texpression 

I  /  \/(l_2')(1_A:'V)     /     1— AîxV(l— x«)(l-iSîx*) 


(*}  Cette  intégrale  est  bien  finie  et  déterminée,  car  des  quatre  infinis  de  son  élémentt 
le  seal  compris  dans  les  limites  de  l'intégration,  savoir  x^i,  est  de  Tordre  d'infinité  1 1 
et  quant  aux  deux  autres  x^  ±  X  dont  l'ordre  d'infinité  est  |,  le  module  k  étant  < 


o 


455 

le  radical  qui  figure  dans  celle  dernière  expression  élant  donc 
pris  encore  avec  la  déterminalion  posilive. 

Parlant,  d'autre  part,  de  la  définilion  de  droiie  (40)  de  la 
quantité  iJ^,  dans  laquelle  le  radical  est  supposé  pris  cette  fois 
avec  la  déterminalion  négative,  savoir 


(67) 


-{   V(\  -  (»)  (\  — fcv) 


appliquons  à  celte  intégrale  la  transformation  suivante,  dans 
laquelle  nous  ne  considérerons  que  des  valeurs  positives  de  z, 

t=        ''         =(1  — AîaV*.  dt=(\  ~k\iT*  'k\zdz  =      ^'''^'  , 

l/T3^«  {\-k\zf* 


f{l— Aîz')=l,  f—\=k\i?.z\  Z' 


k,t 
\  l-iîz'-l        —k\z' 


(68)  ^  1  —  jfcîz»  \  —  A'z'  1  —  k\z* 

k*      __  \  —  fcV  —  fc' _ (\  —  k*)  —  kW      k\[i-z') 

dt  1  kUdz  dz 


v/(i_t«)(i_jt't«)    .  // -feîz»  wfeî(r=?)\  (1  -&îz')-;    i/-(i-z')(i-fc;2«)' 

V  \i-K[zV\\—kWi 
et  qui  donne,  encore  d'après  la  dernière  équation  de  la  seconde 


ligne,«=Opour  t— l,eipour  t«=  \ la  valeur z  =»j j—  =  1  ; 


les  première  et  dernière  équations  de  ce  tableau  fourniront  donc 


nique,  ils  sont  éyidemmenl,  aussi  bien  que  le  quatrième  or  «=  —  1,  situés  en  dehors  du 
etiamp  d'intégration. (Voir, si  Ion  veut,  Jordan, Court  d: Analyse  de r École  Polytechnique, 
Tome  II,  S  76,  page  85) 
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alors  pour  Tintégrale  ci-dessus  (67)  Texpression 

_    ri         kU\fn r'     A*  dz 

le  radical  étant  donc  encore  supposé  pris  négativement;  c*es(-à- 
dire,  sous  forme  explicite,  en  introduisant  de  nouveau  la  déter- 
mination positive  du  même  radical,  en  vue  de  faciliter  la  compa- 
raison avec  les  résultats  qui  précèdent, 

r'       h^  dz 

|J,=»   / rp-  » 

J    \  -  Kz*  ^ a/(i .-.  2»)  ( I  -  k\z') 

et  par  conséquent,  en  divisant  par  i,  puis  comparani  à  la  der- 
nière expression  (66),  la  détermination  du  radical  étant  alors  la 
même  de  part  et  d'autre,  on  trouvera,  sans  ambiguité  de  signe, 
Pégalité 

(69)  l^-k^  r "!"  =fe.(K'-n, 

d'où,  en  permutant,  les  trois  nouvelles  relations  : 

(70)      j,=.^(K'-j'),      j;«A'(K"-r),      j;'=r(K-j). 


6)  On  les  retrouvera  également,  en  employant  les  deux  trans- 
formations successives  dont  nous  nous  sommes  déjà  servi  pré- 
cédemment (page  452)  pour  calculer  Tintégrale  de  première 
espèce  Ki',  savoir  :  en  appliquant  d'abord  la  première  transfor- 
mation (63)  à  la  valeur  de  la  quantité  analogue  de  deuxième 
espèce  J7  que  Ton  déduit  immédiatement  par  double  permutation 
circulaire  de  celle  (69)  obtenue  tout  à  Theure  pour  J|,  c*est-à* 
dire 

.1 '"    "• 


t"»  /  — 


.*;'V)5^^l  -  j' 


457 

le  radical  étant  par  conséquent  encore  supposé  posiiiT,  transfor- 
mation qui  donnera  cetie  fois,  eu  égard  aux  deux  dernières  lignes 
de  ce  tableau  (63),  les  limites  de  z  étant  encore  les  mêmes  que 
pour  la  quantité  précitée  Ki'(64),  cette  autre  valeur 


J     I  -k\  V  1/(1  .  ^«)(|  _^;'V)  •;: 


—  ik'.dx 


l/(l-...r'i)(l-fc;V) 


puis,  cela  fait,  en  appliquant  de  même  à  ce  résultat  la  seconde 
transformation  (65),  laquelle,  en  tenant  compte  de  la  première 
relation  (6),  qui  donne  —  îWA"  =  I ,  fournira  la  nouvelle  expres- 
sion 

W  i/(i-î/*)(i-*y)  '{  i/(«-y»)(i-ty)J 

eu  égard  à  la  détermination  supposée  positive  du  radical  dans  les 
deux  dernières  intégrales  :  ce  qui  est,  en  ne  considérant  que  les 
membres  extrêmes  seulement,  la  troisième  des  relations  déjà 
obtenues  tout  à  l'hctire  (70). 

D.  Pour  tes  intégrales  complètes  imaginaires  de  deuxième 
espèce,  enfin ,  appliquons  encore  au  module  k'  les  définitions 
(39)  et  (40),  qui  donnent 


J      V/(l— zMi— A'»2»)'  •/      VijT^z*]  (\  —  A'V) 


dz  ...       r^  k'*^dz 


^^P  dz        ^  ^,^^1 

./      J/n_2«)(|_AV)  •/ 


\/{\  —  2»)  (  I  _  AV)  y    \/(i  —  z»)(i— fcv) 

la  détermination  du  radical  étant  d'après  nos  convenlions  la 
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même  pour  les  deux  expressions,  séparément  dans  chacune  des 
deux  lignes  que  nous  venons  d*écrire  ;  nous  obtiendrons  dès  lors, 
en  retranchant  membre  à  membre,  respectivement  dans  chaque 
ligne,  les  égalités 

»._,._  /"   "-*-'-"^    ■  /"\^H^^. 

J      V{\—z*){\  —  fc'V)      J  V  \—z* 

0  • 

J         1/(1  —  z»)  (1  —  it'V)      c/  i^i— z« 

le  radical  inférieur  étant  supposé  pris  positivement  dans  la  pre- 
mière ligne,  et  négativement  dans  la  seconde.  D*où  il  suit,  qu'en 
multipliant  ces  deux  suites  d*égalités  respectivement  par  t  et  —  t, 
puis  faisant  abstraction  des  membres  intermédiaires,  ce  qui  les 
changera  dans  celles-ci 

t/  V\^z^  J  l/i-«* 

0  1 

dont  la  seconde  deviendra,  étant  récrite  comme  la  première  avec 
la  détermination  supposée  positive  des  deux  radicaux, 

J        \A^^z* 

I 

l'on  aura  donc,  sans  aucune  ambiguité  de  signe,  avec  cette  déter- 
mination positive  des  radicaux,  en  ajoutant  à  (a  première  des 
égalités  précédentes,  et  réunissant  en6n  les  deux  intégrales  qui 
ne  diffèrent  alors  que  par  les  limites. 


(71) 
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Cela  posé,  rappelant  les  valeurs  (13)  et  (17)  de  K*,  appli- 
quons maintenant  à  celte  intégrale  la  transformation  purement 
imaginaire,  dans  laquelle  nous  n'envisagerons  que  des  valeurs 
positives  de  /, 


z^-yx-c^  dz 


A'*  k*        ""  ir  "^       k"*      ' 


(72)    / 


vv 


\/l  -  A'V  (  AA't 


'1—2'  l/_()_ik«(«)       l/_  (1  _  ifcV] 


M' 


.^T-Tv .    .  .       m         -td<  -ikt*dt 


laquelle  donnant,  toujours  d*aprës  la  dernière  équation  de  la 
seconde  ligne,  t  «-%  1  pour  z  =  0,  et  /  =  0  pour  z  =  p,  trans- 
formera dès  jors,  sans  aucune  incertitude  encore  quant  aux 
signes,  Tintégrale  en  question  (71),  dans  laquelle  les  radicaux 
sont  supposés  pris  positivement,  dans  Texpression  suivante 


^         l/i— ««  Y      +iV(i-e')(i_AV) 

^1^    /^'  iff'dt  j^ 

~  V      1/(1— fxi —*»<•)""*  ' 

0 

et  par  conséquent,  on  aura,  en  reportant  cette  expression  dans 

59 
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Tégalité  précédente  (71),  ei  renversant  les  deux  membres, 

j«^[K;-JÎ-i-itK'-J')], 

d'où,  en  ayant  égard  au  groupe  précédent  (70),  et  permutant 
encore  une  fois,  le  dernier  type  de  relations  : 

Notre  seconde  méthode  nous  a  donc  bien  conduit,  ainsi  que 
cela  devait  arriver,  sans  aucune  incertitude  à  aucun  instant  quant 
aux  signes,  exactement  aux  mêmes  résultats  que  la  première 
méthode. 

Expression  de  l'élément  de  masse  (ou  de  volume)  dans  les  trois 
systèmes  :  dbs  coordonnées  elliptiques  a,  |x,  v;  des  coordonnées 
tiiermométriques  u^vyw;  et  des  coordonnées  coniques  du  second 
ORDRE  u,  Vy  ET  r.  —  La  réalité  et  les  conditions  pratiques  de 
remploi  de  nos  nouvelles  formules  de  transformation  (10)  ou 
(11)  étant  désormais  assurées,  il  ne  nous  reste  plus  qu*à  en 
montrer  Futilité  par  des  exemples,  choisis  de  telle  sorte  qu'ils 
se  prêtent,  pour  certains  cas  particuliers,  à  des  vérifications 
faciles.  Cest  ce  que  nous  allons  faire  à  présent,  en  choisissant 
pour  ces  exemples  un  genre  de  questions  qui  se  présente  dans 
toutes  les  sciences  d'application,  à  savoir  le  calcul  d'intégrales 
triples,  telles  que  celles  qui  expriment  la  masse  ou  les  moments 
principaux  d'inertie  en  Mécanique,  les  quantités  de  chaleur  ou  la 
dilatation  totale  d'une  masse  donnée  en  Physique  Mathéma- 
tique, etc.  (*). 

Pour  cela,  il  nous  sera  nécessaire  de  posséder  tout  d'abord 
l'expression  de  l'élément  de  volume  analogue  à  dxdydz  dans 
ledit  système  de  coordonnées  u,  t;,  u;;  mais  comme  le  meilleur 


(')  Voir,  par  exemple,  les  équations  (14)  et  (SO)  du  Chap.  I  de  cet  Ouvrage,  et  aussi 
notre  Étude  sur  le  houtement  permanent  des  fluides  {Thi$e  de  Mécanique,  1874), 
pp.  S7,  en  haut,  et  44-45. 


(73) 
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moyen  cl*apprécier  justement  la  facilité  procurée  pour  les  calculs 
en  question  par  ce  nouveau  système  de  coordonnées  consistera 
évidemment  à  recommencer  les  mêmes  calculs  avec  les  autres 
systèmes  actuellement  employés,  et  à  comparer  la  suite  et  le 
développement  correspondants  de  ces  divers  calculs,  nous  allons 
chercher  en  même  temps,  afin  de  nous  permettre  une  semblable 
comparaison,  Texpression  analogue  de  Télément  de  volume  dans 
les  deux  systèmes  précédemment  envisagés,  savoir  celui  des 
Coordonnées  Elliptiques  >,fA,  y,  et  celui  des  Coordonnées  Coniques 
du  Second  Ordre  m,  t;,  et  r. 

1®  (Coordonnées  Elliptiques).  —  Rappelant  encore  une  fois 
que  ces  coordonnées  ne  sont  autre  chose,  par  définition,  que  les 
(rois  fonctions  <b,  %  Il  déterminées  dans  notre  Chapitre  IV, 
avec  la  particularisalion  de  la  constante  d  qui  figure  dans  nos 
résultats  par  l'hypothèse  d=3l,  les  formules  (73)  et  (74)  de  ce 
même  Chapitre  nous  donneront  dès  lors,  avec  ce  changement  de 
notation  et  cette  supposition,  pour  les  trois  quantités 

déjà  considérées  relativement  à  ce  système,  les  expressions 

n 

1(A-^)(A~v)  \{f,—y)(f.^X)  i(y~A)(y-^^ 

Avec  ces  valeurs,  les  éléments  de  normale  aux  trois  surfaces 
coordonnées  étant,  comme  dans  les  formules  (19)  de  notre 
Chapitre  I, 

dn=Ar'A.dA=H,«.rfx,  dn'  =ArV.d/c^==l^^c/A*, 

dn"«=  Af*  y .  rfy  =  V . dv, 


(*)  Nous  désignons,  à  la  Yérité,  deax  de  ces  quantités  par  les  mêmes  lettres  Ki  et  Jj 
qui  nous  ont  déjà  serti  pour  deux  des  intégrales  complètes  envisagées  dans  le  para- 
graphe précédent;  mais,  le  Lecteur  étant  préyenu,  il  ne  saurait  se  produire  en  aucun 
endroit  des  calculs  qui  font  suiyre,  aucune  confusion  de  notations,  entre  ces  deux  couples 
de  quantités  représentées  par  les  mêmes  symboles. 
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l'élément  de  volume  aura  donc  pour  expression,  en  employant 
de  nouveau  la  notation  (ilK)  de  notre  Chapitre  V, 

dndn'dtt"  •=•  H,i<ix.K,i(/^.J,îc(s'  =  (H,K,J,)i  d)^diid* 

""L*     m     *     M     *     A")    J     "' 

L(4')'  A*)  Ai»)  A")        J 

et  par  conséquent,  si  Ton  fait  attention  que  le  produit  6  peut 
aisément  être  présenté  sous  forme  de  déterminant,  ainsi  quil 
suit 


(74)       e  =  -['A*-v)A«-f-(v-X)A*'-(A-/t*)v»]  = 


I  ,      X  ,      A* 
i,      AC,     A*' 


et  que  l'on  convienne  de  désigner  par  D  la  densité  du  corps, 
Ton  aura  dés  lors  pour  Télément  de  masse  d«lB  cette  première 
expression  : 

c/a  a^a  a*  (/a 


(75) 


dcJB  = 


tD 


dv 


vdv 


\/f(v)       i/Tôô 


fj^d/jL 
v^dv 


2*  (Coordonnée»  Thermométriques). —  Désignant  de  même  par 
H»  K«,  J„  les  quantités  analogues  dans  ce  système  à  H,  K,  J,  et 
à  Hi,  K|,  J|,  e'est-è-dire  les  expressions 


H,  -.  Ar'u,  K.  =  ArV         J,  =  Vtr, 
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qui  donneront, en  comparant  les  valeurs  du  même  élément  d*arcds, 
soit  avec  les  coordonnées  ?,  ^,  m,  soit  avec  nos  coordonnées  f/,  v^w^ 

nous  aurons  donc,  en  raisonnant  de  nouveau  exaetement  comme 
nous  Pavons  fait  à  la  fin  de  notre  Chapitre  IV  pour  les  quantités 
précédentes  H|,  Ki,  Ji,  ^^  tenant  compte  des  définitions  (i  )  de  ti,  t?,  w^ 

et  nous  en  conclurons 

les  valeurs  des  quantités  H,  K,  J,  étant  les  expressions  (69)  du 
Chapitre  IV,  dans  lesquelles  4>,  ¥,  Il  doivent  être,  eu  égard  au 
changement  de  notation  rappelé  tout  à  Pheure  dans  le  numéro 
précédent,  remplatés  par  X,  p,  y,  c'est-à-dire,  par  conséquent,  les 
quantités 

H  «  6y  (y  —  A)  (A  -  ,^).  K  ^ra{X  -  /u)  (a.  -  v). 

En  reportant  alors  ces  valeurs  dans  les  égalités  précédentes, 
nous  en  tirerons  donc  pour  la  première,  par  exemple,  en  tenant 
compte  des  valeurs  (67)  et  (74)  dudit  Chapitre  IV,  ainsi  que  des 
définitions  (2)  de  celui-ci, 


(v-A)(A-/*)=:   -— {v«X)(X«A.); 


et  du  moment  que  nous  avons  reconnu  è  la  fin  du  Chapitre 
précédent  que  Pon  pouvait,  sans  restreindre  en  quoi  que  ce  soit 
la  généralité  des  résultats,  supposer  la  constante  cf=»1,  Pon  voit 
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donc  que  nous  obtiendrons  de  cette  façon  définitivement  les  trois 
valeurs 

(76)  H,  =  i(v-AUA-M),       K,=  i(A-A^)(^-v),        J,=  l(^-y)(y-X), 

fl  »  fit 

'  dans  lesquelles  l,  fx,  y  tiennent  lieu,  pour  abréger,  respectivement 
des  trois  fonctions  de  ii,  v,  w  définies  par  les  égalités  (3),  et  qui 
correspondent,  avec  cette  acception,  aux  trois  expressions  (73)  de 
H«,  K|,  J|  obtenues  tout  è  Theure  pour  le  système  des  Coordon- 
nées Elliptiques. 

Avec  ces  valeurs,  les  éléments  de  normale  aux  trois  surfaces 
coordonnées  étant  encore,  comme  tout  à  Pheure, 

rfn"  =  Ar*M?.rfw  =  M  dw^ 
Télément  de  volume  sera  donc  semblablement 
dndn*dn"  »  Hf^du.Kf^dv.J^^dw  =  (H,KiJt)*</«(<udii7 

(76-)  ;         - [^„i(^-'')'(v-A)«,.-.,']*d««/«d«, 

[\  1  e 

(/*—>')  (^ — >)  (^— A«)    dudvdw^^  — :!. du dvdw , 


en  faisant  usage  de  nouveau  de  la  notation  (70)  du  Chapitre  IV. 
Si  donc  Ton  prend  encore  pour  le  produit  6  Texpression  déjà 
introduite  tout  à  Theure  (74),  et  que  Ton  désigne  encore  par  D 
la  densité  du  corps,  Ton  voit  ainsi  que  Télément  de  masse  sera 
représenté,  dans  notre  système  de  coordonnées  u,  v,  te;,  par  ceue 
autre  expression,  analogue  à  (75), 


(77)  dM=^ 

l/G 


du  ,  xdu  ,  aVu 
dv  ,  fidv^  fj^dv 
dw ,      vdw ,       y^dw 


(a) 
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X,fx,  V  tenant  lieu  cette  fois,  pour  abréger,  des  trois  fonctions  (3) 
des  coordonnées  u,  v,  w. 

3"  (Coordonnées  Coniques  du  Second  Ordre.)  —  Enfin,  nous 
aurions  semblablement  l'expression  de  Télément  de  volume, 
dans  le  système  des  Coordonnées  Coniques  ti,  v,  r,  défini  par  les 
formules  ci-dessus  (32),  en  calculant  ies  valeurs  des  trois  quan- 
tités analogues  à  H,  K,  J  dans  ce  système,  savoir 

H,=  Ar'ti,         K,  =  Ar*r,         J3«ArV, 

valeurs  que  Ton  conclurait  aisément  de  Texpression  de  l'élé- 
ment d'arc  ds  à  Paide  des  mêmes  procédés  qui  nous  ont  permis 
de  déduire  lesdites  formules  (32)  comme  limites  des  formules 
précédentes  (10)  relatives  au  Système  Ellipsoïdal  (*),  car  c'est 


(*)  En  effet,  il  résulte  des  valeurs  obtenues  tout  il  l'heure  (76)  pour  le  système  des  Coor- 
données Thermométriques  u,  v,  w^  que  le  carré  de  l'élément  d'arc  aura  pour  expression  dans 
ce  système 

d*»— H,dti»-^K,(/tJ»+J,rfto«=  -  (v— >j(3l— /«),du*-+-  -  (A— y!»),>— v).t/i^'-*-  —  (yn— v)(.^)).(/to« 

dM)« 


[1  i  T  dw* 

--  (v-A)  dti«H-  -  (/u— v)dt>«     -H(At  -  v)(>-X)  .  — 
n"  /*  J  m" 


Partant  de  là,  l'on  remarquera,  d'une  part,  qu'en  faisant,  comme  dans  l'équation  (34), 
(g)  ©«*(«'  — K,),  d'oU  dv=:kdv', 

auquel  cas  l'on  aura,  par  la  première  formule  (S6)  :  sn  (v,  A:^  "■  —  en  (v',  Ati),  les  deux  pre- 
mières équations  de  gauche  (8),  qui  pourront  s'écrire  tout  aussi  bien 

X  =  — a*-f-/*sn*(i/,  A),  ^s=  — 6»-i-m«sn«(v,  A') 

donneront,  eu  égard  aux  premières  égalités  {%  et  (5), 

A  — /*  =  — (a»  — 6«)  +  i«8n«(tt,  A)  — m"8n*(»,  A') 
=  —  /t  ^.  /i  sni  („^  le)  ^m^li"  sn«  («',  AJ] 
=  —  (/■-♦- tu»  )-+-/•  snVw,  A)-i-m*sn«{t/,  A,) 


1 1  1  -4-  -  sn«  (ti,  A)  +  -  sn*  {v\  A.)J, 


c'est-à-dire  que  l'on  aura,  en  tenant  compte  encore  des  valeurs  (3)  de  A*  et  (16)  de  A*, 
(r)  >_^«n«i\,  N=sl  -  A«sn«(u,  A)— AJ  8n«(p',  A,). 
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ainsi,  l'on  s'en  souvient,  que  nous  avons  obtenu  ces  mêmes 
quantités  dans  notre  Mémoire  sur  emploi  des  Coordonnées 
Curvilignes  (pp.  79-80)  pour  le  système  des  coordonnées  X,  /ul,  r, 


D'autre  pait,la  troisième  équation  de  gauche  (8)  donnant  aucccssivement,  en  ayant  égai^ 
aux  valeurs  {%  de  m*  et  it«,  ainsi  qu'à  la  valeur  Çâ)  de  *"«, 


dn«tc=rl— Ar"«sn«to  =  l+—    --^  =  — .[m«-f.(vH.c«)]«       '^"  . 


puis,  tirant,  parle  moyen  de  ces  valeurs,  de  la  différentiation  de  la  même  équation  (^, 
dv  —  n*.2  SD  w  en  to  dn  ti7  du?, 

l'on  en  déduira  la  valeur 


m«  4(v-4-a«)  (v-f-6«)  (v-f-c«)' 

de  sorte  qu'en  substituant  le»  valeurs  (r),  (6),  et  (r/)  dans  l'expression  obtenue  en  premier 
lieu  ix),  celle-ci  deviendra  : 


d*«. 


Cela  posé,  si  l'on  y  change  encore,  comme  plus  haut  (p.  42îJ),  a*,  b\  c\  1,  /»,  et  v  en  t^a*, 
£«*«,  f«c*,  f«3i,  «Vi  r*,  comme,  eu  égard  k  la  valeur  (3)  de  ft*,  elle  se  trouvera  trans- 
formée par  là  dans  la  suivante 

il  est  bien  clair,  qu'en  faisant  enfin  dans  cette  dernière  c  »  0.  et  remplaçant  en  même 
temps  N  par  sa  valeur  de  définition  (r),  cette  égalité  se  réduira  définitivement,  en  effaçant 
alors  l'accent  de  v,  à  la  suivante 

d,t«p«Ar«sn«(i«,  A)  — Aî8n«(c,  *i)].r«(dt/»4.(/©«)-^(ir*  =  H,dtt»-*-Mi7*+Vio«, 

d'ofi  l'on  conclura,  par  conséquent,  pour  le  Système  des  Coordonnées  Coniques  «,  v,  r,  les 
valeurs 

H,  =  K,«r»[t— A«sn*(«,  Ar)  — &?  Sû«(t7»  it»)],  J,  =  l, 

qui  reproduisent  exactement  celles  que  nous  allons  obtenir  un  peu  plus  loin,  à  l'aide  d'un 
autre  procédé  plus  rapide. 
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qui  ne  diffère  du  système  actuellement  envisagé  u,  v,  r  qu^en  ce 
que  les  premières  ne  sont  pas  des  coordonnées  thermomé- 
triques. Toutefois,  le  calcul  sera  plus  simple  et  plus  rapide  dans 
le  cas  actuel,  en  déterminant  directement  ces  quantités  H5,  K5,  i^ 
à  Taide  des  formules  de  définition  du  système  considéré  (32),  et 
nous  servant  à  cet  effet  des  trois  dernières  formules  de  la  note 
de  la  page  23  de  notre  Chapitre  I  (page  24). 

En  effet,  les  formules  précitées  (32)  donnant,  étant  différen- 
tiées  en  ti, 

dx 

—  «=>»r.cn(M,  k)dtï  (m,  A;j.dn  (0,  &,), 

-~  =  rJ—  dn(ii,  fc)sn(w,  A;n.cn(t7,  A;,), 

)     «M  ^  "^ 

I    dz 

!    — -=r.[ — /c*sn(M,  i)cn  (u,  A;)j.sn  (•;,  A;,), 

I 

si  Ton  élève  au  carré  ces  trois  dernières  égalités ,  et  qu*on  fasse, 
pour  un  instant,  en  vue  d'abréger  les  écritures,  comme  à  la 
page  246  du  Chapitre  III, 

(78)  sn  (w ,  Ar)  =  U ,  sn  (r ,  A;,)  -=  V , 

puis  qu'on  les  ajoute  ensuite  membre  à  membre.  Ton  obtiendra 
de  la  sorte,  en  vertu  des  formules  précitées 

=  r'.  (I  -  U')  (i  —  t'U*) . {t  —  AÎV) 

-V  r'.  (  I  —  t'D')  U».  (i  —  V)  ■*■  r'.  fe*U*  (1  —  U') .  V» 
=  r»  [jl  -  (ï  +  fc»)  U»  H-  A:'U«|  (I  -  ftîV») 

^  (U*  —  k'V*)  {i  —  V)  •*-  (**U»  -  A:*D*)  V], 

c'est-à-dire,  en  réduisant,  puis  ordonnanl  par  rapport  &  l)  et  V, 

H, -=  r' [i  -  A'U' -  fcîV  ^]k](i-*-  k^)  —  1  -+-  if  j  U»V' 

—  (k\k*  —  k*  +  k*)\}*y\. 


468 

expression  dont  les  deux  derniers  coefficients  sont  nuls,  car  l'on 
trouve  aisément 

itlO+fc*)— 1 -i-A*-=i}H.*'(Arî-».A-')— ï=.frî  +  fc'— I —0, 

et  qui  se  réduit,  en  conséquence,  à  Tune  ou  à  Tautre  des  deux 
expressions  suivantes 

H,  =  r»  (1  —  ft»U'  —  ^,\*\  =  r"  [(1  -  JtTJ')  -♦-  (1  —  k\W)  —  l],' 

c'esl-à-dire,  en  vertu  des  définitions  (78)  de  U  et  V,  simplement 
à  celles-ci  : 

(  H,  =  r'  [l  —  A'  sn«  (u,  A:)  -  k\  sn«  (»,  &,)] 
^  ^^  j       =r«[dn«(tt,A:)^.dn'(«,A,)  -  ij. 

Pour  avoir  de  même  l'expression  du  second  coefficient  K,,  il 
ne  sera  pas  nécessaire  de  recommencer  ce  calcul,  car  ces  der- 
nières expressions  auxquelles  nous  venons  d'arriver  pour  Hg  ne 
changeant  pas,  de  même  que  les  formules  originaires  (33),  lors- 
qu'on y  change  à  la  fois  u  en  v,  et  A:  en  A:, ,  représentent  dès  lors 
aussi  bien  la  valeur  dudit  coefficient  K^^^â^T^v.  Enfin,  les 
mêmes  formules  (32)  qui  sont  linéaires  et  homogènes  en  r, 
donnant  par  conséquent 

dx       1  dy  dz       \ 

il  len  résulte  immédiatement  pour  le  troisième  coefficient  Jj  la 
valeur  évidente 

et  l'élément  de  volume,  en  conséquence,  sera  représenté,  dans  ce 
système  de  coordonnées,  par  l'expression 

dndn'dn"  =  Hs» dti.Ks*  dv.l^ dr—U^du dv.dr^ 
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de  laquelle,  en  la  multipliant  par  la  densité  D,  et  tenant  compte 
alors  des  valeurs  trouvées  tout  à  Theure  (79)  pour  H5,  Ton 
déduira  par  suite  Pexpression  correspondante  de  Télément  de 
masse  sous  Tune  ou  lautre  des  deux  formes 

(  dM  =  D.r'p  —A:* sn'(u,  k)^k\ sn' (t?,  A-,)]  dudvdr 
^     '  î  ==D.r«[dn«(tt,A-)-*-dn*(v,A,)— ijrfttrfurfr. 

Semblablement  le  produit  plus  simple 

(81)  dnc/n»  H,«(<u.K,tdv=»  H,(<(i(/v 

représentera  Pélément  de  surface  sur  la  sphère  de  rayon  r,  et 
conduira,  en  particulier,  par  une  intégration  immédiate,  à  une 
expression  que  nous  voulons  signaler  de  Taire  S  découpée  sur 
cette  surface  par  deux  cônes  de  chaque  famille  u  et  v,  c'est-à-dire 
celle  comprise  entre  les  surfaces  coordonnées  u^  et  u^  d*une 
part,  et  V|  et  v^  d'autre  part. 

En  effet,  il  est  bien  clair  que  Ton  obtiendra  Taire  en  question 
en  intégrant  ledit  élément  (81)  entre  les  limites  U|  et  u^  pour  ti, 
et  t'i  et  v^  pour  t\  c'est-à-dire  entre  les  limites  constantes  et 
données  pour  chacune  des  quadratures  relatives,  soit  à  u,  soit  à  v, 
opération  dont  le  résultat,  en  prenant  pour  H3  la  première  des 
valeurs  (79),  sera  dès  lors  représenté  par  la  formule 

S  =  /*"*/*%«  [l  —  A»  sn«  (w ,  fc)  —  k\  sn'  (v,  A,)]  du  dv 

)         r  /*"•    /'*'•      /**'•     /*"« 

(82)  {         «r*      /      du.i      rfv—  /      dv./      A*8n'(ti,A:)rfM 

^n^du  .r'''k1sn'{v,k,)dv  > 
i  tt|  if| 

c'est-à-dire,  en  faisant  usage  de  la  notation  abrévrative  très  con- 
nue 
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que  Ton  obtiendra  pour  cette  aire,  Texpression  simple  et  remar- 
quable : 

(83)  S  =  r«  [(•!« (t;)î  --  lt^)î[Z(ti,  A-)];-(m)Î  [Z  (v,  k,)]{^- 

Gomme  vérification  de  cette  formule,  remarquons  qu  elle  devra 
fournir  I  aire  de  la  portion  de  la  surface  de  cette  sphère  comprise 
dans  Tangle  trièdre  des  coordonnées  positives,  c*est-à-dire  la 
huitième  partie  de  la  surface  totale  de  la  sphère,  aire  partielle 
que  nous  désignerons  par  (S),  en  assignant  à  la  variation  des 
coordonnées  u  et  t;  séparément  toute  Tamplitude  dont  elle  est 
susceptible  pour  les  valeurs  positives  des  coordonnées  x,  y,  z, 
c'est-à-dire,  eu  égard  aux  observations  présentées  dans  un 
paragraphe  précédent  (page  433),  en  faisant  U|  =0,  Uj'^  l^« 
t;^  B»  0,  t;2=  K|,  hypothèses  d*où  résulteront  les  valeurs 

.     K-K,  (Z(ii,  A^)1î  =  [Z(t/,^)|;=Z(K,A), 

i     (c);  =  K,,  [Z(i;,fc.)]î«[Z(r,/c.)j;«=Z(K.,^.). 

auquel  cas  cette  formule  (83)  deviendra  : 

(84)  (S)-r»|KK,-K.Z(K,A)-KZ(K|,A.)]. 

Or,  si  Ion  substitue  alors,  pour  les  fonctions  elliptiques  de 
seconde  espèce,  à  la  notation  précédente,  qui  est  celle  de  Jacobi, 
la  notation  antérieure  de  Legendre,  ayant  alors,  comme  on  sait, 
pour  les  intégrales  complètes 

D 

E(k)  =  K  -  Z(K,  k),  E(k,)  «  K,  -  Z(K„  k,), 


{')  La  première  de  ces  deux  égalités  n'est  que  la  traduction,  soit  dans  un  mode  de  nou* 
tion,  soit  dans  l'autre,  de  l'identité 


/^ly-; ^-7-^         /'l/i-A-a?*^         /••  1-A«a!- 

V/ 1  —  /c*  su*  fdfssf     =r  «^^  «=  /      —  — 


dx 


/* dx  r^ 

1/(1— a;«)(l— A«^)    •/      I 


hWdx 


J       l/(I-a;«)(l-A«a?«)    /       l/(l-<r«) (!-*•«•) 
ei  de  même  pour  la  seconde,  en  y  changeant  seulement  keaki. 
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Ton  en  conclura,  en  premier  lieu,  par  une  combinaison  facile, 

KiE(k)  -^  KE(A-,)  =»  2KK,  —  K,Z(K,  )t)  —  K  Z(K,,  fr,), 

et  de  là,  en  faisant  i  présent  le  même  changement  de  notation 
pour  les  intégrales  complètes  de  première  espèce,  à  Taide  des 
égalités  K  =»  P(A:)  et  K^  «=»  P  (k^\  cette  seconde  relation  : 

?(k,)E{k)-^?(k)E{k\)^F(k)F{k,)  =  KK^—K^Z(K,k)^KZ{K^,k,): 

L*expression  obtenue  tout  à  Theure  (84)  sera  donc,  étant 
écrite  avec  les  notations  de  Legendre, 

(85)         (S)  =  r*  [F (k)  E(k,)  ^  F  {k,)  E(k)  -  FIA)  F(k,)\  -  ^  r' , 

ainsi  qu  on  devait  le  trouver,  car  Ton  a,  en  vertu  d*une  formule 
connue  du  Traité  des  Fonctions  Elliptiques  (*)  : 

?(k)E{k,)  H-  F(k,)E(k)^F{k)F(k,)^^^ 

La  formule  obtenue  ci -dessus  (82)  étant  étendue,  ainsi  que 
nous  venons  de  le  faire  à  tout  Tangle  trièdre  des  coordonnées 
positives,  représente  sous  ces  conditions,  traduite  dans  notre 
système  de  notation ,  la  formule  finale  du  §  CIV  des  Leçons  sur 
les  Fonctions  Inverses  (page  134),  mais  elle  est  infiniment  plus 
claire,  comme  Ton  voit,  à  cause  qu'elle  ne  renferme  que  des 
éléments  analytiques  connus,  circonstance  qui  nous  a  permis,  en 
premier  lieu,  Taccomplisscment  effectif,  réalisé  par  la  formule 
suivante  (83),  des  quadratures  simplement  indiquées  par  la 
formule  en  question  (82),  puis,  en  second  lieu,  sa  vérification 
immédiate  mise  en  évidence  par  la  dernière  formule  (85),  opé- 
rations qui  échappaient  aussi  bien  Tune  que  Tautre,  avec  les 
types  de  transcendantes  adoptés  par  Lamé  pour  la  définition  de 
ses  Coordonnées  Thermométriques. 


n  Lecendbe,  TraUé  des  Fonctions  Elliptiques^  Tome  I,  Chapitre  XU,  page  61. 
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Application  des  coordonnées   thermométriques   u»   t*,  w  au 

CALCUL  D*INTÉGRALES  TRIPLES  ANALOGUES  A  CELLES  QUE  L*ON  REN- 
CONTRE EN  MÉCANIQUE.  —  Lcs  expressions  de  Télément  de 
volume,  et  par  suite  aussi  de  rétémentde  masse,  que  nous  venons 
de  donner,  permettent  de  calculer  à  la  fois  dans  les  trois  sys- 
tèmes de  coordonnées  curvilignes,  successivement  envisagés  tout 
i  Theure,  les  intégrales  triples,  relatives  à  un  corps  homogène 
quelconque,  telles  que 


Ox'd 


OrfJB,         OxrfJB,         Ox'dJB,      ....     OyzrfJB,    ..... 

qui  serviront  à  la  détermination  de  la  masse,  du  centre  de  gra- 
vité, des  moments  ou  des  plans  principaux  dlnertie  de  ce  corps, 
à  Taide  de  celui  de  ces  systèmes  que  Ion  aura  choisi,  en  rem- 
plaçant à  la  fois  dans  ces  diverses  sommes  les  coordonnées  x,  y,  z 
par  Tune  des  valeurs  fournies  par  les  équations  (9),  (10), ou  (32), 
en  même  temps  que  l'élément  dMt  par  Texpression  relative  à  ee 
système,  puis  effectuant  ensuite  Tintégration  dans  toute  retendue 
du  corps. 

L'emploi  simultané  de  ces  trois  systèmes  de  coordonnées  à  un 
même  calcul  de  ce  genre  démontrera  dans  beaucoup  de  cas, 
croyons-nous,  la  supériorité  du  système  de  coordonnées  u,  v,  w, 
que  nous  proposons  pour  tenir  lieu  de  celui  de  Lamé,  et  qui 
réunit  seul  les  trois  avantages  que  nous  avons  signalés  au 
début  du  présent  Chapitre.  Nous  ferons  ressortir  encore  mieux 
cette  supériorité  en  déterminant  complètement,  par  le  moyen 
de  ces  coordonnées,  une  classe  d'intégrales  triples  analogues, 
mais  d'un  ordre  plus  élevé,  savoir  celles  qui  rentrent  dans  les 
types 


(86)  Ooc-'rfja,  0(yzy^+'dMs 


l'exposant  a  étant  un  entier  positif  quelconque,  et  le  volume 
envisagé  étant  choisi  de  telle  sorte  que,  comme  pour  le  calcul 
précédent  qui  nous  a  conduite  la  formule  (82),  les  limites  d'in- 
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tégradon  soient  encore  constantes  pour  les  trois  variables  simul- 
tanément, hypothèse  qui  équivaut  évidemment  à  prendre  pour 
ce  volume  le  parallélipipëde  curviligne  découpé  par  trois  couples 
de  surfaces  appartenant  chacun  à  une  famille  coordonnée  diffé- 
rente, ainsi  que  dans  le  calcul  précité. 

La  simpliGcation  introduite  par  cette  hypothèse,  aussi  bien 
avec  Tun  des  systèmes  de  coordonnées  qu'avec  Tautre,  sera  de 
double  nature,  et  permettra,  sans  trop  de  peine,  de  pousser  jus- 
qu'au bout,  pour  révaluation  de  sommes  telles  que  celles  (86)^ 
le  développement  effectif  des  calculs,  qui  seraient  sans  cela  d'une 
extrême  complication. 

En  effet,  dans  les  formules  précitées  (9)  ou  (iO),  l'expression 
de  chaque  coordonnée  rectiligne  étant  composée  de  trois  facteurs 
dépendant  exclusivement  chacun  d'une  coordonnée  différente 
UfVfW,  ou  >,  p,  V,  il  en  sera  évidemment  de  même  des  coeffi- 
cients a""  ou  (yz)*'^^*  de  l'élément  différentiel  rfjB,  dans  chacune 
des  sommes  (86).  Or,  cet  élément  pouvant  être  pris,  d'après  les 
formules  (75)  et  (77),  sous  la  forme  d'un  déterminant  dont 
chaque  ligne  ne  dépend  que  d'une  seule  coordonnée  curviligne, 
il  en  sera  donc  évidemment  de  même  des  produits  tels  que 

a^rfjia (yz)^'^dM,  qui  s'offriront  en  conséquence  sous  la 

forme  de  déterminants  dont  chaque  élément  sera  composé  de  trois 
facteurs  ne  dépendant  chacun  que  d*une  seule  coordonnée,  et 
qui  pourront  ainsi  être  représentés  par  des  sommes  telles  que 

(87)  2  (Arfx .  MdAi .  Nrfy),       ou  bien         5  (Urfti .  Wdv .  Wdu?) , 

suivant  que  Ton  partira  des  expressions  (9)  et  (75),  ou  bien  de 
celles  (10)  et  (77). 

Gela  posé,  les  limites  de  l'intégration  étant  constantes  par 
hypothèse  pour  chacune  des  coordonnées  curvilignes,  il  est  bien 
clair  que  le  résultat  de  la  triple  intégration  ou  ^,  p,  y,  ou  u,  t;,  tu, 
opérée  sur  les  expressions  précédentes  (87),  sera  figurée  de  la 
même  façon  par  celles-ci 

2  (  jM)..r\df..r^^dX  ou  2  ( /"*udu.  z'^dt) Y'"' wrfj, 
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c*cst-è-dire  encore  par  des  déterminants  dont  tous  les  éléments 
seront  les  résultats  de  quadratures  effectuées  séparément  par 
rapport  i  une  seule  variable,  et  dont  chaque  ligne  ne  comporlera 
de  nouveau  que  des  quadratures  relatives  à  la  même  coordonnée. 

Ainsi  donc,  réduction  des  intégrales  triples  à  des  intégrales 
simples,  et  mise  en  évidence  de  prime  abord  des  résultats  sous 
forme  de  déterminants,  de  manière  à  pouvoir  profiter,  pour  leur 
évaluation  définitive,  des  nombreux  procédés  de  calcul  propres 
à  ce  puissant  instrument  analytique,  telles  sont,  comme  on  le  voit, 
les  simplifications  qui  résulteront,  pour  les  calculs  que  nous  nous 
proposons  d*effectuer,  de  la  délimitation  très  particulière  du 
volume  auquel  nous  supposerons  expressément  que  s*étendront 
nos  intégrations. 

De  là,  pour  chaque  cas,  deux  séries  d'opérations  entièrement 
distinctes.  Tune  de  calcul  intégral,  Tautre  simplement  algébrique, 
que  nous  allons  accomplir  successivement,  et  qui  feront  ressortir, 
aussi  bien  Tune  que  Tautre,  les  avantages  pratiques  de  nos  coor- 
données u,  V,  w. 

Détermination  des  quadratures  auxquelles  se  ramènent  les- 
DITES  INTÉGRALES  TRIPLES.  —  En  vuc  dc  faciliter  tout  à  rbeure 
auuint  que  possible  Tune  et  Tautre  de  ces  deux  opérations,  nous 
substituerons  provisoirement  comme  variables,  pour  le  calcul 
de  Tune  des  intégrales  de  chaque  type  (86),  à  nos  coordon- 
nées u,  V,  w  elles-mêmes,  les  fonctions  très  simples  de  ces 
variables 

(•) 
(88)     p  =  / .  sn  (u,  fc),         7  —  =b  / .  dn  (v,  t'),         r—d:  in  en  (ip,  k"), 

avec  la  condition  expresse  de  prendre  exclusivement  dans  les 
deux  dernières  de  ces  définitions  le  signe  supérieur  ou  le  signe 
inférieur,  suivant  que  la  variable  correspondante  t;  ou  u;  ^ra 


(*)  Le  Lecteur  yem  un  peu  plus  loin  comment  l'on  se  trouve  amené  tout  naturelleoMBl 
il  ce  changement  de  variables. 
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elle-même  positive  ou  négative.  On  reconnftitra  plus  loin  Tutilité 
de  cette  distinction  de  signe  dans  ces  définitions. 

Toutefois  ces  mêmes  définitions  appellent  nécessairement  deux 
observations  essentielles. 

En  premier  lieu,  à  la  vérité,  les  nouvelles  variables  que  nous 
venons  d*introduire  ne  satisfont  pas  entre  elles  (*) ,  quant  aux 
équations  qui  les  définissent,  i  la  loi  de  permutation  circulaire 
constamment  observée  par  nous  jusqu'ici,  à  laquelle  nous  sem- 
blons  ainsi  renoncer  provisoirement.  Mais  ce  défaut  apparent  se 
trouve  racheté,  comme  on  le  verra,  par  un  avantage  très  grand 
pour  le  calcul  effectif  des  déterminants  sus-mentionnés,  dont  nous 
nous  proposons  de  trouver  l'expression . 

Cet  inconvénient,  d ailleurs,  qu'on  est  naturellement  amené  à 
leur  reprocher  au  premier  abord,  ne  constitue  pas  en  réalité  une 
pierre  d'achoppement  pour  la  réalisation  du  programme  que  nous 
nous  sommes  tracé,  car  il  est  bien  clair  qu'une  intégrale  de 
chaque  (ype  (86),  en  particulier,  étant  supposée  obtenue  à  l'aide 
des  variables  auxiliaires  p,  9,  r,  rien  n'empêchera  d'exprimer  de 
nouveau  à  ce  moment,  par  la  substitution  des  valeurs  (88),  le 
résultat  en  question  à  l'aide  des  variables  primitives  u,  r,  u;, 
lesquelles  permettront  alors,  pour  le  calcul  des  autres  intégrales 
du  même  type,  la  permutation  circulaire  que  nous  avions 
escomptée  comme  l'un  des  avantages  principaux  de  ce  système 
lie  coordonnées  pour  la  réalisation  des  calculs  liés  à  la  considé- 
ration de  trois  axes  coordonnés. 

En  second  lieu,  il  résulte,  il  est  vrai,  de  la  convention  posée 
au  sujet  du  signe  qu'il  faudra  prendre  dans   lesdites  expres- 


(')  Nous  disons.  e;i{r«  elles,  car  il  est  clair  que  l'on  pourra  aussi  bien,  lorsque  l'on  y 
trouvera  un  avantage  quelconque  Jntroduire  simultanément  deux  autres  séries  de  variables 
auxiliaires,  déduites  de  celle-ci  par  permutation  circulaire  de  tous  les  éléments  qui  y 
figurent,  savoir 

ip'  aasm8n(r,   W)y  qf  ==fcmdn(ti»,  k'\  r'  =dz  t7 eu (ti,  k), 

p"  =s  nsn  (w,  W'I  g"  =±n  dn  (u.  k  ),  r"  =  ±  im  en  (t?,  k^), 

et  qui  joueront  évidemment  un  rôle  analytique  complètement  analogue. 

33 
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sions  (88)  de  q  et  de  r,  que  ces  varia  blés,  considérées  comme 
fonctions  de  v  et  de  Wy  subissent  Tune  et  l*autre  une  discontinuité 
manifeste  pour  la  valeur  0  de  ces  coordonnées;  car,  lorsque 
celles-ci  passeront,  en  croissant,  par  la  valeur  0,  il  résulte  de 
celte  convention  que  la  variable  q  sautera  brusquement  de  — lk\ 
h  -h  lk[,  et  la  variable  r  sautera  semblablement  de  —  in  h  -h  in  : 
en  soAe  que  Ion  peut  craindre  au  premier  abord  que  cette 
discontinuité  ne  crée,  en  général,  un  obstacle  irréductible  à  Tem^ 
ploi  de  ces  variables  auxiliaires  pour  Topération  de  l'intégration 
triple  que  nous  avons  précisément  en  vue.  Il  nous  faut  donc, 
avanl  d^alier  plus  loin,  indiquer  d^abord  comment  Ton  devra  s'y 
prendre  dans  chaque  cas  pour  éluder  cette  grave  difficulté. 

Dans  cette  pensée,  marquons  sur  le  plan  des  ?/z,  par  les  chiffres 
1,  2,  3,  4  placés  dans  Tordre  amené  par  une  rotation  directe 
(c*est-à-dire  de  y  vers  z),  les  quatre  régions  de  ce  plan  séparées 
par  les  axes  coordonnés  ;  puis  considérons  ces  quatre  régions 
commes  les  bases  ou  sections  médianes  de 
quatre  prismes  parallèles  aux  x,  infinis 
dans  les  deux  sens, et  embrassant  ensemble 
dès  lors  tout  Tespace,  lesquels  seront,  avec 
ces  conventions ,  suffisamment  définis  par 
les  mêmes  numéros  1,2,  3,  4. 

Cela  posé,  il  est  bien  clair  à  présent  que 

toute  intégrale  triple,  telle  que  O  F  (m,  r,  w)dudvdw,  F  (ti,  v,  ti;), 
désignant  une  fonction  continue  quelconque  des  trois  coordon- 
nées u,  Vf  Wy  toute  intégrale  semblable,  disons-nou3,  supposée 
étendue  à  un  volume  tel  que  les  limites  de  v  ou  de  %v,  correspon- 
dantes à  ce  volume  pour  l'opération  de  Tintégration  triple,  soient 
Tune  négative  et  l'autre  positive,  pourra  toujours  être  décom- 
posée en  quatre  sommes  partielles,  correspondant  chacune  à  une 
portion  du  champ  d'intégration  ou  volume  donné  comprise  en 
entier  dans  l'un  des  quatre  prismes  que  nous  venons  de  définir, 
selon  que  l'indique  Tégalité  suivante  : 


z 

% 

2 

1 

0 

y 

3 

4 

477 


O  F(ti,  «,  w)dudvdw  =<  /        /        /       F(fi,  i?,  w)dudidtv 
/ggbtox   ^  =  /        /        /     Fdudvdw  -*-   /       j       I       Vdudvdw 

Kl  t'i  tO|  U|  V|  0 

/*«!      /•*'4      /'^  /^«l      /*l'«      /^"'« 

/        /     Fdudvdw  -k-  j       j       j       Fdudvdw. 

U|  0  IIA|  Ul  0  0 

Or,  dans  chacune  de  ces  quatre  sonnmes  partielles ,  pour 
rétendue  des  coordonnées  i;  ou  ti;  qui  y  est  envisagée,  les  deux 
variables  auxiliaires  g  et  r  sont  alors  Tune  et  l'autre  des  fonctions 
continues  de  ces  coordonnées.  En  admettant  donc  que  la 
fonction  ^{p,  q,  r),  dans  laquelle  se  sera  transformée  la  fonction 
F  (u,  v,  to),  soit  elle-même  une  fonction  continue  des  variables 
p,  (/,  r  entre  les  limites  correspondantes  aux  limites  données 
de  u,  V,  u;,  dans  ces  conditions,  disons-nous,  rien  ne  fera  plus 
obstacle  à  remploi  desdites  variables  auxiliaires  p,  q,  r  pour  le 
calcul  de  chacune  des  quatre  sommes  partielles  en  particulier,  et 
par  conséquent,  en  suivant  cette  voie,  à  celle  de  la  somme  totale 
proposée  elle-même. 

Nous  supposerons  donc  dans  toutes  les  applications  que  nous 
allons  présenter  que  Ton  ait  effectué,  toutes  les  fois  qu*il  en  sera 
besoin,  la  décomposition  que  nous  venons  de  spécifier. 

Cela  posé,  Ton  déduira  immédiatement  des  définitions  (88) 
des  variables  p,  9,  r,  et  (3)  des  modules  A,  k\  k",  en  ayant  égard 
en  outre  à  la  relation  de  gauche  (5),  en  premier  lieu,  ces  autres 
valeurs 


478 


(89) 


,  1  —sn'  il  —  1  —  il -î-  . 


/*    p*  p*       n'-vp* 


rfp 


=  /ciiM(lnM.rfM=/  /±ll/irrpjfd=l  l/n'  +  p»)  .  rfti 


11 


Sll't)  — ^ 


-i' 


en*  i;  =  I  - 


m'  m* 

(90)      (     rfç  «  zh  /  (  —  A:'*  su  u  en  r) .  di? 


m" 


w" 


'•tI-^^^^^K^w^'^^^^)-" 


=  =h-l/(P-g*)(n«+9«).dv; 


r'  =  (di  iw)*  en"  u?  =  —  w*  (I  —  sn*  ic)  =  —  n*  -<-  n*  sn*  ic, 


sn'  M?  =  - 


....     -  «'  V?  -*-  r^       .       n*  -♦-  H 

dn'ti?=  1  —  A"«  sn"  w  =  1  ^  _ —  =  \  ^ — 

«r      nr  nv 

m'  -I-  it"  -I-  rV       —  /*  -♦-  r' 


(90 


m' 


m- 


dr=»àz  in  ( —  dn  wsnw).  dw 


m  ' 
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d'où  Ton  conclura,  en  vertu  de  la  dernière  équation  de  chacun 
de  ces  trois  groupes,  pour  les  différentielles  du,  dv,  dw^  les  trois 
expressions,  de  même  forme^  à  un  facteur  constant  près, 

dzndp  ,  ±  Ida 

du  =  —-=-=====  '  rfv  r— 


(92) 


l/(/*  — p«)(n»^p«)  l/(r  —  q")  (n*  ^  q^ 

àzmdr 
^/(/««r')(n*-*.r') 


Puis,  en  second  lieu,  par  le  moyen  des  formules  (10),  et  en 
ayant  égard  de  nouveau  à  la  valeur  (3)  de  k'\  ces  deux  suites 
d*égali(és,  dans  lesquelles  les  doubles  signes  sont  expressément 
ceux  introduits  par  les  définitions  (88)  des  variables  q  et  r, 

i  — • 

(93)      o-eB/snii.dnv  cnu7»-r-r-./snti.{dnv.mcntr«=; — .p.(±o).(dbr), 

l.tn  Ln 

I  y^s=afiisnvdnti7cnu,iisnwdnticnv=stfiit.dnticnii.CDVsnt;.dnti;snu' 

=  —  •  dn  tt  en  1* . ( —  fc"  en  r  sn  v). ( —  dn  w?  sn  w) 

'        ^  \  mn    dsnw    ddnv    denw;         1      dJsnu    d.ldnv    d.iucnio 

"     —  iw'      du        dv         dw        — tm       du  dv  dw 


m     du    \     dvi    \ 


ni     du    \     dvI    \     dwl 


e*est-à-dire,  par  conséquent,  finalement  les  deux  expressions 

=F  î  dtzi  dp  dq  dr 

(94)  x  =  -r-pqr,  yz  = --  —  —-, 

^     '  ln  ^^  ^  m    du  dv  dw 

le  signe  supérieur  correspondant  dès  lors  manifestement  à 
rhypothèse  de  la  concordance  des  signes  dans  les  deux  expres- 
sions (88)  de  q  et  de  r,'  c*esi-à-dire,  d*après  nos  conventions,  a 
celle  des  signes  des  coordonnées  t;  et  ti;  elles-mêmes,  et  le  signe 
inférieur  étant  de  même  expressément  relatif  à  celle  de  la  dis- 
cordance des  signes  entre  les  mêmes  variables. 


480 

Enfin,  en  iroisième  lieu,  en  retranchant  deux  à  deux,  Tune  de 
l'autre,  celles  des  équations  (8)  qui  contiennent  la  constante  a< 
dans  leur  premier  membre,  Ton  obtiendra  ces  nouvelles  égalités 

M  —  V  =  a'  -I-  /tt  —  (a*  -+-  v)  =  r  dn*  I?  —  (•»)■  en'  ti?  =  9' —  r*, 
y  —  A -=  a*  -4-  ;/  —  (a'  -^-  A)  =^  (in)'  en*  1^—  Psn^u  «=  r' —  p', 
A  —  M=a*-fr-A  —  (a'-Hj*)  =■     /*sn*a—     Pdn'p  =p«  — 9*, 

d'où  Ton  conclura  dès  lors,  pour  le  produit  6,  celle  nouvelle 
expression  de  même  forme  en  ;>*,  9*,  r*  que  la  précédente  (74) 
en  A,  fx,y,  savoir  : 

(95)    e-(,*-v)(v-A)(A-^)=.(9'-7'j(r'-p')(p'~f,'j=     1,9%  9* 

Ces  résultats  préliminaires  étant  acquis,  revenons  maintenant 
à  nos  sommes  proposées  (86),  que  nous  conviendrons,  pour  plus 
de  facilité,  de  représenter  par  les  notations 

(96)  Vr  —  ^x^dM ,  if'  =  ^{yz)*^^'dM , 

et  de  même  pour  les  quatre  autres  analogues,  issues  de  celles-là 
par  la  permutation  des  trois  coordonnées  x,  j/,  z.  Et  nous  propo- 
sant de  calculer  à  la  fois  les  six  sommes  représentées  par  ces 
deux  types  pour  le  volume  particulier  que  nous  avons  défini, 
occupons-nous  tout  d*abord  du  second  de  ces  types,  dont  le 
calcul  mettra  tout  de  suite  en  évidence  le  très  grand  avantage 
dé  nos  variables  p,  9,  r. 

11.  [Intégrale  i^^^].  A  cet  effet,  remarquant,  d*une  part,  que 
la  seconde  expression  de  la  première  ligne  (93^*)  donnera,  étant 
élevée  au  carré,  puis  en  ayant  égard  aux  valeurs  (89),  (90), 
et  (91), 
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.V*2*  =  mV.  dn*  u  en*  u  .en*  i?  sn*  t? .  dn*  u?  sn*  tu 

=3»  mV. r^^ ^- — —  


l* 


m' 


m" 


m* 


—  I 


nous  ferons,  quel  que  soit  (, 

(97)  T  =.  (/*  —  (*)  (n*  -*-<•)  =  /V  ^  (/*_«•)(«  —  t*, 

et  nous  conviendrons,  en  vue  d*abréger  les  écritures,  de  repré- 
senter par  P,  Q,  R,  ce  que  devient  ce  trinôme  T  lorsqu'on  y  écrit 
successivement  p,  9,  r,  à  la  place  de  t  :  auquel  cas  Tégalité  pré- 
cédente s'écrira  simplement,  à  l'aide  de  ces  notations,  ainsi  que 
de  la  quantité  6  déjà  réintroduite  plus  haut  (page  464)  : 


,v«-4pqr, 


-^VpQR. 
»/g/ 


m 


D'autre  part,  en  tenant  compte  de  nouveau  de  l'expression  de 
droite  (94),  de  celle  (76"')  de  Télément  de  volume,  et  de  la 
dernière  valeur  (95)  de  6,  l'on  trouvera  pareillement  celle-ci 


,  _^  ....       ±:i  dp  dq  dr      D 

yz  dM  ==  y« .  D  dn  dn'dn"=  —  t"  "t  1 zi 

m  du  dv  du?   [/q 


l>  P\  P' 
I.  9%  ?* 
1,   r\    r* 


dudvdw 


fwl/G 


«>  p^  p' 

I,    r\     r* 


dp  dq  dr  ^ 


zfciD 


m 


|/G 


dp,  V^dp,  p^dp 
dq,  q^dq,  q'dq 
dr,      r^dry      r*dr 


de  telle  sorte  que,  par  le  moyen  de  ces  deux  dernières  suites 
d'égalités,  la  seconde  des  sommes  (96)  se  présentera  sous  la 
forme 


4S2 


(98) 


^(«o  =  0(ya)»=-^'rfjaft  =  O  Cy'^T-  y*''J 


-S 


il  1/g 


p«QaR« 


±:iD 


w 


l/G 


/.m 

dqy     q\lq,     q*dq 
tlr^     r^dr,     r*dr 


S'-^n 


V»l 


1/g; 


c'e^t-è-dire  sous  celle  cl*un  déierminanl  dont  les  différents  élé^ 
ments  seront  des  intégrales  simples  prises  entre  des  limites 
constantes  données,  puisque  par  hypothèse  celles  de  u,  v,  w  le 
sont  elles-mêmes,  d'après  les  considérations  exposées  un  peu  plus 
haut  (pages  473  474),  en  sorte  que  Ton  aura 


(99)       J/>  = 


dtt   \«*+' 


fv'dp,  /PVrf;^  fPY^'p 

f^^dq,    /Q-q\lq.    /Q^'q'dq 
f^'dr,     fWr^lr,    fU'r'dr 


les  intégrales  qui  formeront  les  éléments  de  ce  dernier  détermi- 
nant étant  toutes  des  intégrales  définies  dont  les  limites  seront 
respectivement  pour  chaque  ligne  les  quantités  p^  etp^,  q^  ^^  Vst 
Tf  et  r,,  correspondant  aux  limites  données  ff|  et  Uj,  c;|  et  tr,, 
t€f  et  w^fCn  vertu  des  égalités  de  définition  (88). 

Dans  Texpression  (99)  que  nous  venons  d'obtenir,  le  double 
signe  qui  figure  dans  te  premier  coeflicient  constant  étant  iiitro- 
duit  par  Tégalité  de  droite  (94),  a  donc  expressément  la  même 
signification  que  dans  cette  égalité,  c'est-à-dire  que  le  signe  supé- 
rieur se  rapportera  ainsi  exclusivement  au  cas  où  les  deux  coor- 
données V  et  w  seront  de  même  signe,  et  le  signe  inférieur  au 
cas  où  elles  seront  de  signes  contraires. 

Chacune  des  quantités  P%  Q%  U**  étant  entière  en  p, ^,  r, 
toute  diÛiculté,  quant  à  l'intégration  proprement  dite,  a  donc 
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ainsi  disparu ,  e(  la  question  se  trouve  ramenée  par  le  fieiit  à  un 
simple  calcul  algébrique,  à  savoir  ceiqi  qui  consistera  ft  déve- 
lopper d'abord,  puis  è  ordonner  suivant  la  puissance  de  tf  la 
puissance  entière  a  du  trinôme  T(97),  c'est-à-dire  à  calculer 
les  divers  coefficients  du  développement 

•  (100)        T«  =  A„  -^  A,l*  ^  A/  -f-   ...  ^  A,«.,«*«-«4-  A,„<*% 

que  nous  obtiendrons,  sans  trop  de  peine,  en  opérant  comme  il 
suit. 

Partons   de  la   formule  connue,  pour  l'exposant  entier  et 
positif  fi, 

(•) 

(a-.b^  cr  ^  2 ^'^'^ "" «*'>'c>, 

^  ■  ^  i.'2  «1  .^2  6. t. 2 r 

cetie  somme  étant  formée  en  prenant  de  toutes  les  manières 
possibles  les  trois  exposants  entiers  et  positifs  a,  6,  y  sous  la 
condition  a  +  6+y«=at},et  avec  la  convention  que  lorsque 
Ton  attribuera  la  valeur  0  è  Tun  de  ces  exposants,  Ton  écrira 
pour  ce  même  exposant  1  à  la  place  de  0  an  dénominateur  du 
coefficient  numérique  du  terme  envisagé.  Nous  trouverons  donc, 
sous  ces  conditions,  en  écrivant  aa^  au  lieu  de  a,  et  bx  à  la  place 
de  6,  pour  le  développement  di'  (ax^-hftx-i-c)",  la  formule 

en  adoplaiil,  pour  simplifier  récriture,  la  notation  abréviative 
1  *2.3.  ...  m  s»  m!  ;  et,  par  conséquent,  si  nous  posons 

(iOi)       (ax^  -h  hx  -♦  c)"  =  cA>o  -+-  cJl>,x-  -h  oH»jr'  -♦-....■+-  tA),a''  -f- ....  -»-  JW,»!*", 


(•)  Voir,  si  l'on  veut,  les  Leçom  d'Algèbre  de  Lkfebure  de  Fourcy,  7«  édition  (1862). 
page  m.       ' 


le  coefficient  Ai  du  terme  général  sera  représenté  par  la  nouvelle 

2a"  6    c^ 
n!  -7  ~  —  .  formée  celle  fois  en  prenant  de  toutes 
a!  6!  y!  "^ 

les  manières  possibles  les  deux  exposants  entiers  et  positifs  a  et  6 

sous  la  condition 

2a  -f-  6  ^s- 1  ou  6  =  1  —  $« . 

laquelle  donnera,  par  conséquent, 

a-l-6  =  t  —  a  et  y  =  n  —  (a-f-6)  =  w  —  !-+-«, 

en  sorte  que  ladite  somme  pourra  être  écrite,  sous  forme  con- 
denséC)  l'argument  a  recevant,  par  hypothèse,  toutes  les  vajeurs 
entières  depuis  0  jusqu'à  ^  ou  ^^,  suivant  que  1  sera  pair  ou 
impair,  ^ 

ni , 

a!  (t  — !'«)!  (/*  —  i -*-«)! 

étant  entendu  alors,  quant  aux  dénominateurs  des  différents 
termes  de  cette  somme,  que  lorsque  Texposant  a  recevra  la 
valeur  0,  c'est  dans  le  seul  premier  dénominateur  a!  que  Ton 
devra  écrire  1  à  la  place  de  0,  et  non  dans  les  deux  suivants 
qui  tiennent  lieu  de  S  !  et  de  7!,  la  même  convention  que  devant 
étant  d'ailleurs  maintenue  pour  ces  deux  derniers  dénominateurs 
relativement  aux  facteurs  S  =  1  —  a  et  y^^n — i  4-  a  eux-mêmes. 
D'ailleurs,  de  même  que  pour  la  formule  du  binôme  dont  il 
est  issu,  les  2n-f-1  coefficients  du  développement  (101)  se  ramè- 
neront très  aisément  aux  n  +  1  premiers  d'entre  eux,  qu'il  sera 
en  conséquence  seuls  nécessaire  de  calculer.  Car  si  nous  dési- 
gnons,  pour  un  instant,  par  (0X91)  ce  que  devient  le  coefficient  Xi 
lorsque  Ton  y  permute  les  deux  lettres  a  et  c,  on  aura  donc, 
d'une  part,  en  tenant  compte  é  la  fois  de  la  formule  (101)  et  de 
cette  dernière  définition,  le  développement 

(cx*-»-6x-i-a)''=.(Jlo„)-f-(Jl),)x-f- H-  (X,)x'-t- H-  (ciUto-i)x*"*-^  («*»*.)*«•» 
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ou,  en  chaDgeani  x  en  -^ , 

/  i        1        \"  i  i  i  i 

e---+-6--f.  Cl)  «(c)Id,)-h(<A»,)--4- h(oip,)-;-+- -^(<A»u-.i)-i-7-<-(c*o,.)— . 

\  Xr         X  /  X  X  X  Xr 

et  enfin,  en  multipliant  par  a;*", 
(c  -»-  //x-haxV— {cHDtt)x*--i-(ofc,)x*"-*-H -♦-  (ofcjx*-'-*- -^(olloi.-,)x-H(JU^)l 

développement  dont  la  comparaison  avec  celui  de  fexpression 
identique  (101)  d*où  nous  sommes  parti  fournira,  par  consé- 
quent, les  égalités 

(103)        cHo,^  =  (oIdu),    <A»i.-i«=(oHD,),  <A»i«-i  =  (<A>,),  


qui  ramèneront  dès  lors  le  calcul  des  2n  h-  1  coefficients  JUi  à 
la  possession  desn  +•  1  premiers  JUo»  <A>| ,  JU),  ...  oXon  seulement. 
Pour  tenir  compte  de  cette  remarque  et  simplifier  autant  que 
possible  récriture  des  résultats  qui  précédent,  nous  mettrons 
alors  Texpression  (iOS)  du  coefficient  général  <A»i,  en  y  écrivant/ 
comme  indice  à  la  place  de  a,  et  tenant  compte  de  la  significa- 
tion du  symbole  m!,  sous  la  forme  équivalente 

en  faisant 


(105)       JId,— 2 


7(i-^1)(iH-2) U-^n-^i)  j\  (t-â/)î  i! 

et  comme  Téléipent  de  cette  dernière  somme  JUi  est  symétrique 
en  a  et  c,  Ton  aura  donc  ainsi  à  la  fois,  en  vertu  de  la  définition 
même  du  symbole  (JUi), 

oHo,  — c"   'X-,  (0^4)  ««"''cJÛ., 

d*où  résultera  par  conséquent,  par  les  égalités  précédentes  (105), 
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la  forme  irés  simple  et  très  symétrique  des  diverses  égalités  (104) 

(  «"«N)  «— C"Jl>o,     0H9,     =c"'*X,,     o/Uj     —  c"-*dU,, JU,     —  c""'JUi, 

qui  fournit  Texpression  définitive  des  coefficients  demandés  de 
la  formule  générale  (101). 

>  Pour  faire  usage  à  présent  de  ces  résultats  pour  le  développe- 
ment  (100)  qui  nous  intéresse  dans  la  question  proposée,  con- 
venant de  faire  désormais,  en  vue  d*abréger  récriture  des  résul- 
tats ultérieurs, 

(«07)  9*  =  Pn\  /i=«r  — «•, 

notations  qui  donneront  alors  pour  notre  quantité  T  (97)  Tex- 
pression  simple 

(i08)  T=:5f* -!-/*/•—/*, 

pour  avoir  le  développement  demandé  (100)  de  Texpression  T% 
il  suffira  de  faire,  dans  les  formules  (105)  et  (106)  que  nous 
venons  d*obtenir,  a«=  —  1,  6«=A,  c^=»g^fn'*=^  a^  auquel 
cas  ces  formules  donneront,  pour  les  différents  coefficientsyde  œ 
développement,  les  valeurs 

(109)  -  »  \. 

A,^  =  (-<)«Ao,      A.«..-(-ir-*A.,      A.„.,=  (-«)«-•  A„  ... 


(HO)  A,  «2 


^(;-^1)(j  +  2) (j-4-«  — 0     j!      (t-2j)l  j\ 

Targument/  prenant  encore  dans  cette  dernière  somme,  de  même 
que  Targumenta  dans  la  somme  (102),  toutes  les  valeurs  entières 
depuis  0  jusqu'à^  ou  ^^,  suivant  que  t  sera  pair  ou  impair. 
De  ces  expressions  Ton  conclura  en  particulier,  en  ayant  égard 
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aux  conventions  admisrs  i^lativement  aux  dénominateurs,  pour 
les  cinq  termes  extrêmes,  de  part  et  d'autre,  les  valeurs  de  la 
quantité  Â,- (110) 

^'  =  1.2.3..  (.-l)T=="*' 


:-rT rs— *  — «»» 


(«  —  2)!  2        (a  —  0»    <     1  «  .* 

(A'=(;r:r5r!3[-"(7^r^-rTT^ — Til — *-«(—•)*?. 

-  a!       A'  «!       ^^fl;^  2«!      (-1)*   5* 

'^*"'(a  —  4)!4r"^  (a  -  3)!  ~r"  1.2  7'*"  (a  —  2)!    1.2    ÏTi 

a(a_|)(a-2)(a  — 3)  ,  (g  —  1  )  (g  —  2)  a(a-l) 

i.2.3.4  1.2  ^  i.2     ^' 

lesquelles,  étant  remises  dans  les  égaillés  (106),  redonnent  bien 
effectivemeni,  pour  les  eoeflicients  de  ces  termes  extrêmes,  les 
mêmes  valeurs  que  Ton  trouve,  sans  trop  de  peine,  pour  ceux-là, 
en  appliquant  iléralivement  la  formule  du  binôme  au  développe- 
ment de  l'expression  [{gr*  -t-  hz)  —  z*]%  ce  qui  permet  de  vérifier 
suffisamment,  si  on  le  désire,  Texactitude  des  calculs  que  nous 
venons  de  présenter. 

L'expression  complète  du  développement  (100)  étant  ainsi 
obtenue,  et  ayant,  d*après  cette  formule  même,  pour  toutes  les 
valeurs  entières  de  Tindice  t,  depuis  0  jusqu'à  2a, 

I  I  i 

les  éléments  de  chaque  colonne  du  déterminant  en  question  (99) 
appartiendront  donc  ainsi  respectivement  aux  trois  types 

[r'-'^-^èi^^'^'^''  /'™'=?2è3^'"^'^''     ..: 

(111) 
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desquels  Von  conclura  par  suite  »  en  faisant  suceessivemeni 
t  ms^p^  q,  r,  tous  les  éléments  dudit  déterminant;  et  par  consé- 
quent, le  problème  sera  réduit  désormais  au  seul  calcul  effectif 
de  ce  déterminant,  en  tenant  compte  de  toutes  les  réductions  qui 
pourront  s'offrir  :  question  que  nous  allons  traiter  et  résoudre 
de  même  complètement  un  peu  plus  loin. 

A  titre  d'exemple,  examinons  le  cas  simple  relatif  à  Thypo- 
thèse  a  =  1 . 

Dans  ce  cas,  les  différents  éléments  du  déterminant  qui  figure 
dans  Texpression  (99)  de  y^\  appartiendront  alors,  pour  les  pre- 
mière, deuxième,  et  troisième  colonne,  respectivement  aux  trois 
types  suivants 

desquels  on  déduira,  comme  nous  Pavons  dit,  en  faisant  dans  ces 
(rois  dernières  égalités  successivement  t  >»  p,  9,  r,  tous  les  élé- 
ments du  déterminant  demandé. 

B.  [Intégrale  U*^].  Venons  maintenant  au  premier  type  de 
somme  (96),  et  dans  ce  but,  commençons  par  exprimer  de  nou- 
veau I  élément  dMi  à  Taide  de  nos  variables  auxiliaires  p,  9,  r. 

A  cet  effet,  récrivant  les  dernières  valeurs  (89),  (90),  et  (91), 
ainsi  que  les  expressions  des  différentielles  (92),  &  Taide  de  la 
notation  convenue  (97),  comme  il  suit 


(«3) 

v/p 

</p»=k        du. 

dq=.±-^dv. 

l/R 

dr—±—dw, 
m 

("*) 
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nous  commencerons  par  observer  que  le  signe  de  ces  expres- 
sions n'étant  évidemment  pas  arbitraire»  il  est  nécessaire,  avant 
d*en  faire  usage,  de  décider,  en  tenant  compte  des  distinctions 
de  signe  admises  à  Toccasion  des  variables  p,  q^  r  (88),  quel 
signe  Ton  devra  prendre  dans  chacune  de  ces  expressions,  chaque 
radical  étant  entendu  toujours,  comme  nous  l'avons  dit,  expres- 
sément dans  le  sens  de  la  détermination  positive. 
Pour  la  première,  Texpression  de  la  dérivée 

du 

étant  une  fonction  paire  réelle  qui  reste  positive  quel  que  soit  le 
signe  de  la  coordonnée  u  ( —  K  <  u  <  K),  montre  immédiate- 
ment: en  premier  lieu,  que,  dans  la  première  équation  (113), 
le  rapport  kl?  est  une  quantité  réelle  positive  [c'est-à-dire  que  la 

quantité  l/P  est  une  quantité  purement  imaginaire,  de  manière 
que  l'imaginaire  i  disparaisse  dans  ce  rapport,  ainsi  que  dans  le 
rapport  inverse  7-7=  j  ;  et  en  second  lieu,  que  c'est  dés  lors  le 
signe  H-  qu'il  faudra  prendre  constamment  dans  cette  équation, 
et  par  conséquent  aussi  dans  l'expression  de  la  première  diffé- 
rentielle (114),  quel  que  soit  le  signe  de  la  coordonnée  u. 

Pour  les  deux  autres  de  ces  différentielles,  il  sera  nécessaire 
d'examiner  séparément  l'hypothèse  des  deux  signes  relativement 
è  chacune  des  coordonnées  v  ou  u;. 

Pour  la  seconde  de  ces  expressions,  en  effet,  la  valeur  de  la 
dérivée 

(4  i  6)  d(ldnv)  ^  ^  ^_  ^,,j  sn  ^  en  ^  „  V 

dv 

étant,  au  contraire,  une  fonction  impaire  de  même  signe  que 
t?  (—  K'  <  t;  <  K'),  eu  égard  à  la  valeur  (3)  de  k'^  qui  est  néga- 
tive, il  résulte  de  là  que  l'on  aura,  d'après  nos  définitions  (88), 
suivant  l'hypothèse, 

da 
»  >  0,  V  >  0,  7  «  -•-  /du  f»,  -1  «  ^  V. 


da 
t?  <  0,  V  <  0,  q=^^ldnv,  -1  =.  —  V, 


dv 
dv 
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la  valeur  de  ia  dérivée  ^  étanl  ainsi  toujours  une  quantité  posi- 
tive :  d*où  il  suit  que,  dans  la  seconde  équation  (113),  et  par 
conséquent  aussi  dans  l'expression  de  la  seconde  différentielle 
(114),  c'est  de  nouveau  constamment  le  signe  -+-  qu'il  faudra 
prendre  è  Texclusion  de  Fautre. 

Pour  la  dernière  de  ces  mêmes  expressions  enfin,  Ton  voit, 
en  tenant  compte  de  la  définition  (7)  de  n,  ainsi  que  de  la  pre- 
mière et  de  la  dernière  formule  (23),  que  la  dérivée 

^/-  .  —  t/r,  sn^,fc 

altncnw)       .    ,  .       ,  ,  y-r —  \  h      I 

(i^7)  Jl^ ^  =  în(-snti?dnw)=-l/a«-c*. '--—  =W 


en* 


est  encore  une  fonction  impaire  de  même  signe  que  w\  et  par 
conséquent  que  w=aiw'  :  d'où  il  suit  de  nouveau,  la  définition 
admise  pour  la  variable  r  donnant  semblablement,  suivant  Tby- 
polhèse, 

tt7  >  0,  W  >  0,  r  ==  +  t«  en  tr,  -^  =  -*-  W, 

dr 
U7  <  0,  VV  <  0,  r  «  -  in  en  w,  t"  =  —  W, 

,      dw 

que  la  valeur  de  la  dérivée  ^  (*)  sera  encore  une  quaniiié  posi- 
tive dans  l'un  et  l'autre  cas;  et  par  conséquent,  c'est  encore  le 
signe  -f-  qu'il  faudra  prendre  constamment,  è  l'exclusion  de 
l'autre,  dans  la  dernière  équation  (113),  et  par  suite  aussi  dans 
l'expression  de  la  troisième  différentielle  (1 14). 

En  résumé,  le  signe  —  devant  être  rejeté  à  la  fuis  dans  les 


,  f)  Noos  disons  expressément  ici  la  valeur  de  la  dérivée  7^,  et  non  pas  celle  de  la  d^- 
Tée  inverse  ^.  Cette  distinction,  qui  serait  sans  intérêt  à  propos  des  deax  premières 
expressions  (il3)  ou  {ii4\  lesquelles  sont  toutes  les  deux  réelles,  ainsi  que  le  mentirent  les 
égalités  (ii5)  et  (116),  est  essentielle,  au  contraire,  quant  à  la  troisième  des  mêmes  groupes 
qui  est  purement  imaginaire;  car  l'égalité  (117)  montrant  que  la  valeur  de  la  dérivée  précitée 
j~  est  de  la  forme  <W',  W  éunt  réel,  la  dérivée  inverse  ^  «-  ~  =  ^  est  alors 
comme  on  voit,  de  signe  contraire  à  W  ',  et  par  conséquent  aussi  k  la  dérivt  e  en  ques- 
tion J^  «  iW. 
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six  égalités  (113)  et  (114),  Ton  aura  donc  définitivement»  sans 
incertitude,  quel  que  soit  le  signe  des  coordonnées  u,  v,  ta,  les 
trois  valeurs 


(118) 


ndp 
du  =s  — » 


dv^ 


Idq 


dw 


mdr 


chaque  radical  ét^nt  entendu  ext)ressément  dans  le  sens  de  la 
détermination  positive  (*). 

Ce  point  essentiel  étant  élucidé,  en  remettant  donc  à  la  fois 
ces  dernières  valeurs  et  celle  (95)  de  6  dans  Texpression  (76***) 
de  réiément  de  volume,  celle-ci  deviendra,  étant  exprimée  ô 
Taide  des  variables  p,  9,  r,  avec  la  même  interprétation  des 
radicaux, 

1,    P\    V' 

1,    q\    9' 

1,     r\     r* 


dndn'dn"  : 


1 


ndp   Idq  mdr 


et  Ton  aura  dès  lors,  pour  Félément  de  masse,  en  supprimant 
haut  et  bas  le  facteur  constant  1/G  =  i^l^w^n*  =  /mn, -cette 
nouvelle  expression,  sous  la  forme  d*un  déterminant  dpnt  chaque 
ligne  ne  dépend  encore  que  d*une  seule  variable^ 


(119) 


(ijjB  =  D 


dp 

fdp 

P'dp 

\/p' 

VP 

VT 

dq 

q-dq 

q*dq 

rfr 

v/r' 

r'dr 
l/R 

r*dr 
l/R 

(*}  C'est  précisément  en  vue  d'arriver  à  ce  résultat  qui,  supprime  des  distinctions  de 
signe  embarrassantes  dans  les  calculs  que  nous  nous  proposons  de  développer  et  l'inter- 
prétation des  formules  qui  en  ressortiront,  que  nous  avons  introduit,  dans  la  définition  de 
nos  variables  auxiliaires  g  et  r  (88},  la  distinction  de  signe  que  nous  avons  dite,  suivant  le 
signe  des  coordonnées  correspondantes  v  o\x  w  elles-mêmes. 
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chacun  des  radicaux  étant  toujours  entendu  dans  le  sens  arith- 
noétique. 

Ces  prélin)inaires  étant  acquis,  Ton  aura  donc,  eu  égard  à 
Texpression  de  gauche  (94),  en  employant  cette  dernière  for- 
mule (119), 


](«)  = 


=feT-S 


dp 
I/P 

fdp 
l/p 

fdp 
l/p- 

/*"9«r«.D 

dq 
V/Q 

q^dq 

dr 

r*dr 
l/R 

r*dr 

fdp         p'*yp 

p'+*dp 

I/P 

yp 

|/P 

q'dq         q'^^dq 

q''+*dq 

l/Q 

1 

r'dr          r' 

'**dr 

r'**dr 

l/R           l/R 

l/R 

expression  qui  se  décomposera  de  nouveau  eh  intégrales  simples, 
d'après  les  explications  fournies  une  fois  pour  toutes  (p.  473),  et 
qui  pourra  dès  lors,  en  convenant  de  nouveau  de  désigner, 
pour  /  e»  p,  9,  r,  par  T^  l'intégrale  définie 


(120) 


le  radical  étant  expressément,  comme  pour  chacun  de  ceux  de 
la  formule  (1 19),  supposé  pris  avec  la  détermination  positive, 
être  représentée,  à  faide  de  cette  notation,  par  la  formule  simple 


(1!2I] 


''"-(ï)"" 


"a  1      "a+t  > 
Qa»       Qa+t» 


RfiM      R, 


a+t' 


«+* 


^a+4 


*a+i 
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les  symboles  P„,  Q„,  R„  désignant  encore,  par  définition,  comme 
pour  la  formule  (97),  ce  que  devient  l'expression  T^^  (120), 
lorsque  Ton  y  écrit  respectivement  p,  9,  r  à  la  place  de  t. 

Dans  cette  expression,  comme  dans  celle  précédemment 
acquise  (99)  de  Tautre  somme  if^,  et  pour  les  mêmes  raisons, 
le  signe  supérieur  se  rapporte  encore  expressément  au  cas  où 
les  deux  coordonnées  v  eiw  seront  de  même  signe,  et  de  même 
le  signe  inférieur  à  l'hypothèse  contraire. 

D'ailleurs  le  signe  des  coordonnées  t;  et  ti7  changeant  respecti- 
vement avec  celui  des  coordonnées  y  et  z,  il  est  clair  que  dans 
les  intégrations  triples,  ce  seront  les  plans  coordonnés  zx  eixy 
eux-mêmes  qui  délimiteront  les  portions  du  champ  d'intégration 
pour  lesquelles  il  faudra  prendre  expressément  ainsi  Tun  ou 
l'autre  des  deux  signes.  Et  comme,  d'après  ce  que  nous  avons  eu 
soin  de  faire  observer  précisément  dans  ce  but,  le  signe  de  la 
coordonnée  t;  est  toujours  celui  de  la  coordpnnée  y  (p.  431),  tandis 
que ,  à  l'opposé ,  le  signe  de  la  coordonnée  w'  ou  w  est  le  signe 
contraire  de  la  coordonnée  z  (p.  432),  les  portions  du  champ  d'in- 
tégration pour  lesquelles  t;  et  ti;  seront  de  même  signe  sont  donc 
Qclles  pour  lesquelles  les  coordonnées  rectilignes  y  eiz  seront 
de  signe  contraire,  et  inversement;  d'où  la  règle  suivante  : 

Règle  pratique.  —  «  Pow  employer  les  formules  (99)  cf  (121), 
»  après  avoir  décomposé^  comme  il  a  été  dit  (pages  476-477),  la 
»  somme  proposée  en  quatre  sommes  partielles  correspondant  aux 
»  quatre  prismes  infinis  parallèles  aux  x,  il  faudra  prendre  le 
»  signe  supérieur  pour  celles  de  ces  sommes  qui  seront  relatives 
»  aux  prismes  infinis  de  rang  pair^  et  le  signe  inférieur  pour 
»  celles  relatives  aux  prismes  de  rang  impair,  » 

La  question  est  donc  ainsi  ramenée  de  nouveau  tout  entière 
au  calcul  de  la  seule  quadrature  (120),  qui  est  de  celles  que  l'on 
sait  opérer  ;  car  une  formule  de  réduction  très  facile  à  obtenir 
permettra  sans  trop  de  difficulté  de  la  ramener  par  de  simples 
opérations  algébriques  aux  deux  éléments  les  plus  simples  de 
même  parité,  c*est-è-dire  à  des  intégrales  elliptiques  de  première 
et  de  deuxième  espèce,  comme  nous  allons  le  montrer. 
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En  effet,  partons  de  rîdentîté 

21/X 


_^.[,._.,t...1t], 


dans  laquelle  la  dérivée  T'  du  trinôme  T  (97)  ou  (108)  étant 
Texpression 

r  «  (r  —  n*).  2t  —  4£*  =  2t (A  —  21*), 

le  facteur  entre  crochets  sera  dès  lors,  çn  réduisant  et  ordonnant, 

(a  —  i  )  T  -♦-  t    i  T'  =  (a  —  I  )  (j*  ^  A««  —  (*)  ^  (•  (A  —  2^) 
.       c=  (a  _  1)  ^»  ^  afci'  —  («  +  i)  <*, 

identité  qui  deviendra,  par  conséquent,  en  y  remettant  cette  der- 
nière valeur, 

«'  i/x        v/t  1/t 

Si  on  la  multiplie  alors  par  dt,  et  qu'on  rinlégre  entre  les 
limites  (|  et  (j,  l'égalité  obtenue  par  là  s'écrira,  avec  notre  nota- 
lion  (120), 

(t«-'\/^)î  =  («-!)  s'.  T,_.  +  «A.  T,  -  («  +  1  )  T.^. 
et  donnera  par  conséquent  la  formule  de  réduction 

(122)  T„+, ^  f-  (t«-'l/T)î  H-  «AT,  1-  («  -  1)</'T,.J , 

a  -T-  1  -' 

qui  ramènera  de  proche  en  proche  le  calcul  de  Pintégrale  T^^., 
aux  trois  seules  dernières,  savoir,  si  a.  est  pair,  à 

To=/     —  et  T.»/      — . 

./      i/T  '/       1/T 
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et,  si  a  est  impair,  à  la  seule  intégrale 

/'•  tdt 

car  rintégrale  T3  sera  donnée  elle-même  par  ladite  formule  (122) 
en  fonction  des  éléments  irréductibles  T4  et  T., ,  dont  le  premier 
interviendra  seul  en  réalité  dans  Texpression  de  T^  ainsi  fournie 
pour  a=l  par  cette  formule  (122),  puisque  le  second  T_|  y 
serait  affecté  du  coefficient  a —  1=0. 

La  détermination  de  ces  trois  éléments  ultimes  To,  T|»  Tj 
s*imposant  dès  lors  en  premier  lieu,  envisageons  d'abord,  dans 
ce  but,  les  deux  quantités  dindice  pair,  Tq  et  T^,  dont  a  priori 
les  expressions  en  u,  v,  w  ne  sauraient  dépendre  du  signe  que 
Ton  adoptera  dans  les  valeurs  (88)  des  variables  p,  9,  r,  puisque 
la  variable  ^  ne  figure  dans  Texpression  de  leur  différentielle  que 
par  son  carré.  Pour  celles-là,  ces  mêmes  valeurs  de  défini- 
tion (88),  étant  introduites  dans  Texpression  des  différentielles 
en  question  ainsi  que  celles  (118)  que  nous  avons  obtenues  un 
peu  plus  haut  pour  les, différentielles  des  mêmes  variables,  don- 
neront, en  tenant  compte  en  même  temps  des  valeurs  (3)  des 
différents  modules,  successivement  pour  les  hypothèses  de 
^  =  P>  9i  ^» 

J       l/p       nj       i/p       nj  n^  "' 


1/p       nJ       v/p 

Pi  Pi  «i 


(124) 


«-./    Â-J     Û-J   *■='!* 


l/Q        U        l/Q 

9«  9i  "i 


J       \/vi      mj      \/vi      mj  m"   '" 


1/r    ^J     v/r 

r,  p,  w, 
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(425)    / 


/»!  Pi  «1  ♦         • 

«1 

k*  sn*  (M,  fe)  du  «  —  n  ("Z  (w,  fc)]*, 


i;,  !'| 


R,=  /       -—==-/       r«. =-   /       (dbtncnir)*.rfir 

c/        1/r       m,/  i/D       my 


)dw 


—  --y     (1— sii«ti7)( 

=  —  -  (tr)î  —  m  /     &'"  sn'  (w,  *")  rfw 

Semblablement,  pour  les  éléments  d*inclice  impair  du  lype  T|, 
dont  les  expression^  en  u,  v^  w  dépendront,  au  contraire,  pour 
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une  raison  analogue  (quant  à  deu%  d'entre  elles,  il  s'entend),  du 
signe  adopté  dans  les  définitions  (88)  de  q  ou  r,  Ton  trouvera 
sans  peine,  en  interprétant  dans  les  formules  qui  vont  suivre  les 
doubles  signes  ainsi  que  nous  Tavons  fait  à  Toccasion  desdites  défi- 
nitions, c'est-i-dire  le  signe  supérieur  correspondant  exclusi- 
vement à  rhypolhèse  des  coordonnées  t;  ou  ti;  positives,  et  le  signe 
inférieur  de  même  à  l'hypothèse  contraire,  Ion  trouvera,  disons- 
nous,  en  tenant  compte  de  nouveau  des  mêmes  valeurs  (88) 
et  (114)»  ainsi  que  de  la  formule  (29^'')>  ^^  l>*ois  expressions  : 

n 

J       Vv     ^       "   l/p     J  n  J  dn  14 

Pi  Pi  «I  «I 

ik  d  en  M  /"*"•       à .  ik  en  « 


*  —  t&snudnu  , 
au 


/"•  ik  don  M  ^   r 

1/4  ^kHK  —  cii*til     J 


V\^k\\--  en*  II)     *>'         1/  A:î  -  (tit  en  i/)« 
ssa  I  arc  sin  I --  en  w  I  |  =«     arc  sm  I  —  en  m  I     , 

Z»^*  gda         Z-^*  g    /dg  /-*'•  ^         .  /•''•  dn  t?  en  tJ 

J        Vq     J        ^    V^         ^  ^  ^^^ 

/*^«     d.snv  _^p       .  ,      xT. 

==rt:  /  "  =  =b[arcsin(8nD)j7y 

•^^        l/<  — 8n*t? 

/•  rdr         /'''•  r    màr  /*"'*  tn  en  t»     , 

(    ) 
/'"'*  -  ^-"  en  tt?  dn  u?  ,  /*"'»     d .  fc"  sn  tu 

«  =*=  /        ; «'m-'  =  =F   /  

c/  diiu?  y        1/1  — ik"*sn'tt? 

«  ::;:  [arc  sin  (A"  sn  U7)]î  «  ip    arc  sin  ( sn  14?)     . 


(*)  En  effet,  en  égard  aux  Taleurs  (3)  de  A*  et  (7)  de  n,  le  module  k  éunt  positifs 
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(i28) 


Ces  expressions  des  divers  éléments  appartenant  aux  trois 
types  irréductibles  Tq,  T|  y  T^  étant  ainsi  désormais  acquises, 
occupons-nous  donc  à  présent  d*obtenir,  i  Taide  de  ces  quantités 
et  par  le  moyen  de  la  formule  de  réduction  (ISS),  la  valeur 
explicite  de  Fintégrale  demandée  T^,  pour  un  indice  entier  et 
positif  quelconque. 

A  cet  effet»  convenant  de  faire,  en  vue  de  simplifier  les  écri- 
tures, dans  la  formule  en  question  (133),  pour  n  ^3, 

(127)        T. ^(<— l/T)î,       A;«(n  -.  2)  h,       k':^{n^Z)g\ 

puis  chassant  les  dénominateurs,  et  n*y  gardant  au  second 
membre  que  les  termes  intégrés  ou  connus  du  type  T.,  cette 
même  formule,  étant  supposée  récrite  de  proche  en  proche  en  y 
réduisant  à  chaque  fois  Tindice  a  de  deux  unités,  fournira  de 
cette  façon  la  suite  d'équations 


(a_i)T,    -A'.   .t,.,-a;'   .t._-t,   . 

1 

(a  —  3)  Ta.,  —  Aa_j  .  Ta_4  —  AJ^'.,  ,  T^,,  =»  T^.,, 

B... 

(«  -  5)  T._.  -  Ai_, .  T._.  -  a;-..  .  V,  =  T;  ., , 

B*. 

(«-2i+<)T,_«^  -a;,_«+.  .t,_«    -a;'.«+,.t.-«-. 

-T,. 

■«-M  . 

^«.«-1 

(„_2,_i)T,.«    -a;_«   .!,_._.  _a;'_,   .t,.«.. 

=T. 

-«     » 

B.,. 

(a_î,_3)T„.„_,  —  a;_«_,.t«_«_4  -a;'_«., .t„^., 

=T.. 

-M-1    > 

B«fcM-« 

•     •     • 

définition,  sa  Taleur  est  donc, sans  incertitade  k^^  ^  ••«-«>■  ^  ^  ^^         j^  ^^^^^ 

'"  ^  _V/;îr^  ;  d  oU  il  suit,en  mulupliam  la  première  de  ces  égalités  par— ^,qae  l'oni, 

loiyours  sans  incertitude,  l'égalité  -  /*  =,i  ,  et  non  pas  cette  autre  :  f*  «  ^  qui   ré- 
sulterait au  contraire  de  la  seconde  valeur  rejeiée  pour  k. 
(•')  Pour  la  même  raison  que  tout  à  l'heure,  étant  donné  la  valeur  (3)  de  A"«,  savoir 


it"«— — 


;jî,  des  deux  expressions  de  signes  contraires  -et  r  =  ^-^S,  c'est  la  se 

"•        '■•        VST-* 


v^*nïï' 


conde  qui  est^  positive  et  qui' représente  en  conséquence  la  valeur  de  k'';  en 
1  on  a  A"  =  i  ass  -~,  ou  —  *"  —  2  »  ainsi  que  nous  l'écrivons  ci-dessus  dan 
des  deux  dernières  lignes  de  ces  équations  (liSj. 


sorte  que 
dans  chacune 
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(129) 


les  deux  dernières  équations  de  la  série  étant,  si  a  «>  2y, 
(         5Te-A;.T,-A;'T,=T„ 

ou  bien,  si  a  «■  2v  -4-  1 , 

4T5-a;.t,-a;'.t.==t„ 

2Ta— Ai.T,—     0    =T; 


Da,»_i 


"«.v-t 


Ba.»- 


•a.»-i 


Gela  posé,  si  l'on  ajoute  ensemble  ces  différentes  équations 
respectivement  multipliées,  la  première  par  Tunité,  et  les  sui- 
vantes par  les  coefficients  indéterminés  B^i,  B^,,  ...  B^,  ..., 
inscrits  en  marge  en  regard  de  chacune,  de  manière  à  former  la 
combinaison  , 

(«-i)T«-*-[(«-3)b«,,-a;,]t„.,h.[(«-5)b„.,  -aub«..~a-]t„., 

^  . . .  H.  [(a  _  2t  -  3)  B«.  ,^,  -  A;.„  B„.  ,  -  Aï.n^.  B«. ,.,  ]  T««,., 
H-    ..  =-T«  H-  B«,.T«..  H-  B«.,T«.,  +  -.  -♦-  B«.,  T«.t*  H- , 


il  est  clair  a  priori  que  Ton  pourra  toujours  assigner  aux  coeffi- 
cients actuellement  indéterminés  B^^^^,  Bg^^, ...  B^  ...  des  valeurs 
telles  que,  dans  le  premier  membre,  toutes  les  quantités  du 
^ypc  T«  disparaissent,  sauf  la  première  que  nous  nous  proposons 
de  déterminer,  et  la  seule  dernière  T|  si  a  est  impair, ou  les  deux 
seules  T]  et  Tq  si  a  est  pair.  En  effet,  la  série  des  conditions  à 
poser  pour  cela,  savoir 


(a  -  3)  B«, .  -  Ai  =  0,  («  _5)B«.,  -  a;.,  B«.,  - 

(130)     (a  — 2i  — 3)Ba..+,  —  a;.„  B«,,  ~  K-ti-t-t  Bcci  i  c=0, 


«0, 


déterminant  séparément  et  successivement,  en  premier  lieu  B^e^, 
puis,  cette  valeur  acquise,  B^,,  puis,  à  Taide  de  ces  deux  valeurs, 
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de  proche  en  proche  toutes  les  autres  quantités  analogues,  four- 
nira donc  de  la  sorte,  sans  que  Ton  ait  à  redouter  aucune  impos- 
sibilité ni  indétermination,  toute  la  série  des  coefficients  B^^qui 
vérifieront  ces  conditions  ;  de  manière  qu'avec  lesdites  valeurs, 
réquation  formée  tout  à  l'heure  (129)  fournira  elle-même  immé- 
diatement Texpression  demandée  de  la  quantité  T«,  en  fonction 
des  quantités  intégrées  du  type  T.,  et  des  seules  quantités  T,  ou 
To  et  T],  suivant  la  parité  de  a. 

On  trouvera  sans  peine,  en  agissant  ainsi,  et  tenant  compte 
des  définitions  (127)  des  coefficients  A,  pour  les  trois  premiers 
coefficients  en  question  B^.,  les  valeurs 

n  «-«.  „  («-2)(«-4)A«-i-(a-5rff' 

a  —  3  (a  —  3^  (a  —  o) 


(«-2)(«-4)  r  («-3)'         -1 


Boe,j  = 


(«  -  2)  («  —  4)  («  -  6)  h*  -I-  [(g  -  6)  (g  —  5)'  -.-  {g  —  2)  (g  -  5)']  Aj* 


(„_3)(,-5)(g-7) 


-2)(g-4)(g-6)  T  .       /       («  -  3)«  («-«)'      \    '  ,1 

-3)  (g -5)  (g— 7)1  \{a  — 2)(«  — 4)*  (g— 4)(g-6)/    *J* 


Quant  è  l'expression  du  coefficient  8^,^  du  terme  général,  qui 
est  sensiblement  plus  difficile  i  obtenir,  on  peut  la  représenter, 
ainsi  que  nous  allons  le  montrer,  par  les  formules  connexes 

n  M     N  M       ^(«-2)(«-4)(g-6)...     («-20 


(I31){      "•  "•     "  "•         (a  -3)(«-5)(«-7)...(a-2î-l) 

dans  lesquelles,  Tindice  /  étant  au  plus  égal  au  plus  grand 
nombre  entier  compris  dans  ^,  c*est-à-dire  étant  supposé  rece- 
voir successivement  toutes  les  valeurs  entières  depuis  1  jusqu'à 
î  ou  ^^  suivant  que  t  sera  pair  ou  impair»  la  définition  des 
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nouveaux  coefficients  B^|,  du  polynétne  entier  fi^^^i  est  la  sui- 
vante. 

Supposons  que  Ton  ait  écrit  toutes  les  fractions  numériques 
du  type  r^^^^  -I"^^—  i)  >  po"ï*  toutes  les  valeurs  entières  de  * 
depuis  1  jusqu*à  t  —  1  telles  que  chacun  des  facteurs  qui  y  figurent, 
a  —  2*,  a  —  2*  —  1 ,  a  —  2*  —  2  soient  positifs  :  la  quantité 
BK^\  sera  la  somme  de  tous  les  produits  j  à  j  de  semblables  frac- 
tions prises  de  telle  sorte  que,  dans  chacun  des  produits  ainsi 
formés,  chaque  facteur  du  dénominateur  n'entre  qu*à  la  pre- 
mière puissance  seulement. 

De  cette  définition  très  nette  résulteront,  en  premier  lieu,  les 
valeurs  des  trois  premiers  coefficients  B^^^  ' 

BC)  (.-5)'        .         (.-S)'         ,  («-2i-Hl)' 


Bg, 


(«  — 2)(«  — 4)      («_4)(a  — 6)  («  — 2i-«-2){«  — 20 

(«  —  3)»  (a  — 7)»  (oc  — 3)*  («  —  9)* 


(a  — 2){a  — 4)(«— 6)(a  — 8)      («  —  i)(«  —  4)  («  — 8} («  — 10) 

(g  — 3)'  (g  — 2t-*-1)* 

"^ ■*'(g  — 2)(g  — 4)(g  — 2i-t-2)(g  — 2t) 

(g  — 8)'              (g  — 9)*                           (g  —  »)*            (g  — 2»-*-i)» 
-*  ■  ■  


Bgf." 


(«  _  4) (g  —  6)  (g—  8) (g— 10)  (g— 4)  (g— 6)  («  -2i  -t-2)  (g— 2t) 

(._7)«  (g  — H)«  

(g-6)(g  — 8)  (g— 10) (g— 12)"^ .' 

(g  —  2i  -I-  5)* (g  — 2».»-l)' 

"^  (g  — 2»-H6)(g  — 2t +  4)  (g  — 2i-t-2)(g  — 2»)* 

(g -5)*  (.-7)'  (g- H)' 


(g  — 2)(g— 4)(g  — 6){g  — 8)(g  — 10)(g-12) 

(,_2tH-9)' (g  — 2»-*- 8)' (g  — 2t-vl)* 

(«_2,-H-10)(g  — 2t -+-  8)(«  — 2»  +  6)(g  — 2i  +  4)  (g  —  2t  +  2)  (g  —  2i)' 

puis,  en  second  lieu ,  les  relations  évidentes  entre  les  quanti- 


B02 
tés  B^,  relatives  à  trois  valeurs  consécutifs  de  t, 

(«  _  2t  -  if 


(43«) 


(«  —  2t)  («  —  «  —  «) 

(ot-2t-i)'. 
(«  — 2»)(«  — 2i  — 2) 


BJi»..., 


B"', 


'«.m 


'B;/.V 


(«_2t  — 1)« 


Bj/..:\, 


l 


analogues  à  celles  que  Ton  rencontrerait  en  algèbre  entre  les 
sommes  de  produits  d^ordres  consécutifs  relatifs  aux  racines  de 
deux  équations  algébriques  de  degrés  t —  t  et  t\  dont  la  seconde 
ne  différerait  de  la  première  que  par  l'introduction  d'un  seul 
facteur  nouveau  (*). 

En  partant  de  ces  relations  il  est  aisé  de  vérifier  Texactitude 
de  Tcxpression  générale  (131)  donnée  tout  à  Pheure  pour  le 
coefficient  B«,^. 

En  effet,  le  facteur  Mg^,  qui  y  figure  satisfaisant  manifeste- 
ment aux  relations 


M«,f+4  =  Mtej- 


2i  — 2 


—  î2i— 3 


Moc,i==  Maj,<_4 


il 


—  2i— 1 


qui  multipliées  entre  elles  fourniront  par  conséquent  celle-ci 

M  M  («^2»l(a-2»-2) 

pour  que  Texpression  en  question  B^,  =  M^^  N^^,^  vérifie,  comme 


(*)  Voir,  si  l'on  Teat,  i  titre  d'exemple,  les  équations  de  gaoehe  (B)  de  notre  Note  Sur 
une  expression  explicite  de  Vintégrale  algébrique  d'un  système  hyperelHptique  de  la 
forme  la  plus  générale.  (Comptes  rendus,  6  février  1893.) 
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SI  est  demandé,  la  condition  (iSO),  ou,  en  d^autres  termes,  en 
tenant  compte  de  la  définition  (127)  des  coefficients  A,  pour  que 
Ton  ait 

(«  «  2i _  3)  M«„-^,  N«.,+,  -  (a  —  2t  -  2)  /i .  M„., .  N„,, 

il  sera  donc  nécessaire  et  suffisant,  eu  égard  aux  valeurs  précé- 
dentes, que  Ton  ait 

^  '      "^    '(a_2i--i)(a  — 2t  — 3)         ' "^ 

a  --  Zt  — 1 

c'est-à-dire,  en  supprimant  le  facteur  commun  Mec,i-o  ^^  multi- 
pliant ensuite  par  a  —  2t  —  1 , 

(a^2i)(«-2i-2).N«.,+,-{«-2i)(«-2e-2)&.N«., 

ou,  en  séparant  en  deux  membres  : 

«..+4  «.<      (^_2i)(«  — 2t  — 2)^      "•    * 

Or,  il  résulte  à  première  vue  de  la  définition  (131)  du  fac- 
teur N«,(  que  cette  quantité  vérifie  bien  effectivement  la  condition 
à  laquelle  nous  venons  d'arriver,  car,  en  vertu  de  cette  défini- 
tion, ladite  condition  équivaut  à  la  suivante 

A'^'  -+-  BS{.>H-i*''y  -*■  BSi^fc'"*?*  -^ -*-  B<^'>,+,A'-v+^yV  -*-  ... 

»  h  [//  -h  B!,*>,  ft'-y  -*-  BiJ\A'- V  -H •+-  Bi,^,  A'-V  •+-•••] 
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laquelle  est  manifestement  vérifiée  lorsqu'on  admet  que  les 
relations  (132)  le  sont  elles-mêmes,  ce  qui  a  lieu  effectivement» 
ainsi  que  nous  Tavons  remarqué,  en  vertu  des  définitions 
ci-dessus  posées  pour  les  coefiîcients  ïi% . 

En  entendant  donc  désormais  que  le  symbole  B^,^  représente 
Texpression  définie  par  les  égalités  (131)  avec  cette  signification 
précise  du  symbole  B^^,,  Péqualion  obtenue  en  premier  Iieu(l29) 
se  réduira  donc  alors  simplement,  savoir  :  si  a  =  2v,  à  celle-ci 

!(a  —  i  )  Ta  —  (AJ  Bflc  v-i  -*-  Ai'  Ba.  »_  »UT,  —  Aj'  B«,  v.» .  Tq 
=  T«  -K  B«.,  ï«.,  -*-  B^,  T«_,  H-  .     -4-  B^,.T„.«  +  ... 

c*est-à-dire,  en  tenant  compte  des  valeurs  (127)  des  coeffi- 
cients A,  que  Ton  aura,  pour  ce  cas,  définitivement  la  formule 

i|       ^^     ^ 

T,y  =- iTtv  -+-  Bjv. I .Ti(v-«)  -*-  Bft,,^.T,jv_,j  -^- ....... 

(*^^J       {  H-  B,v,,.T,(v-o  •+■•'•  "^  Bt,.v-5.Te  +  B„,v.i.T4 

-^  (39*B„,v  .5  -♦-  2A  B«. v-«).T,  -+-  ff'Bjv.»-»  T«]; 

et  de  même,  si  a  =»  2y  +  1,  la  même  équation  se  réduisant 
alors  à  la  suivante 

(a  —  1  )  Ta  —  (Ai  Bflj,  V.,  -*-  Ai'  B«.  V..,) .  T, 

■=»Ta-4-  Ba,|  Ta_,-t-  Ba,,.Ta^4  4- -♦-  Ba,|.Ta_,, 

"♦-  Bflj,  v-t-Tj-»-  Ba;v_|.T», 

donnera,  eu  égard  encore  aux  valeurs  (1S7)  des  A,  la  formule 
analogue 

!Tiv+i  =  5~L '^*'+'  ■*■  Bt»+i,|.Tt,_|  -4-  B^+i, i.Tfv-3  -♦"••• 
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le  symbole  T.  tenant  lieu  toujours,  dans  ees  formules,  de  la  quan- 
tité connue  ou  intégrée  (i27),  et  les  symboles  Tq,  T|,  Tj  repré- 
sentant pareillement,  suivant  la  détermination  adoptée  pour  la 
variable  t,  les  expressions  obtenues  en  premier  lieu  (124),  (126), 
ei(125)C). 


(*)  Le  calcul  que  nous  venons  de  développer  n'offre  pas  d'intérêt  seulement  quant  i 
l'objet  spécial  en  vue  duquel  nous  avons  été  amenés  i  la  présenter;  mais  il  fournit  en 
même  temps,  par  le  moyen  d'un  simple  changement  de  constantes,  un  résultat  important 
de  Calcul  Intégral,  à  savoir  l'expression  explicite  de  la  quadrature 


/ 


Sn"*  a»  cfû>  :=  û,m  , 


pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  l'exposaoi  m ,  expression  dont  il  sera  facile  ensuite 
de  conclure,  ainsi  que  nous  le  montrons  dans  la  Note  VI  qui  termine  cet  ouvrage,  celle 
des  quadratures  connexes 

cn*^  <j»d'M  et  /    dn"*«cfa». 

O  0 

En  effet,  l'expression  (108)  de  T  étant  récrite  ainsi 

\        9*         9^    1 
l'on  voit  qu'il  suffira  de  faire 

(,)      i=_(i  +  fc.),     -^-fc',       ou      !/'=-j^,.      h=-n\(i^li')=.~, 
pour  que  le  radical  Vl  prenne  la  forme  canonique 


auquel  cas,  si  l'on  pose  alors  <  :=  sn  c»,  et  que  l'on  convienne  de  prendre  dans  la  for- 
mule (iSQ),  pour  les  limites  t|  et  t^  de  l'intégrale,  les  valeurs  0  et  sno),  d'une  part  ladite 
quantité  T,  se  changera  dans  la  suivante 

T.=   /       =/      sn«<u-r  =  -    /      sn«oirfca«  — M'.û^, 


(6) 


(r) 


(S) 
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Possédant  donc  ainsi  désormais  l'expression  complète  de  Tin- 
tégrale  T«  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  a,  il  suflBra 


d'aatre  part,  le  symbole  T.  fiST)  et  les  quantités  intégrées  To,  T| ,  Tt  defiendront 
respectivement 

_  /  ,•  .       \»      ,• 

T„«r  — (<"-»V^T)î  =■—  [8n"-*ii.-cn»dn»l    =  —  cnoadnoa.sn"-»», 

To=s  — tifc.ûo=s  — «A.  A   d»=:  — i*.», 

0 

T,  =r  — t*.û,  =  — 1*.  /      sn*aidû»aB—  /      *•  sn««Édo.  =  —  Z(»), 
*o 

SDMCfflvs:    / 

/''^JkÇ— SDa)dD<>».cfft»)_  f^'"  '   ikd  en»      _r  jik       \"|« 

^'l— AM— cn*a,)    y       ^'Aî-(tAco«)«     L  ^*i        Mo' 


Ti  =  —  i*.ûi  =  -—•*./      sdmcTms:  /       (/» 

dom 


et  dès  lors,  en  sabstituant  à  la  fois  ces  différentes  valeurs  (Q,  (a),  et  (r)  ou  ($}  dans  les 
deux  formules  trouvées  ci-dessus  (133)  et  (134),  puis  les  multipliant  alors  l'une  et  l'autre 
par  le  facteur  ^  >  l'on  obtiendra  de  cette  façon  l'expression  de  l'intégrale  tX^  ^J  sn**  »  do», 
pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  l'exposant  «,  savoir  :  si  a  »  3y,  celle-ci 

1  Û2>  = r    en  €•  dn  w  (sn*'-'  a»  -t-  Bsv.  i  sn"^-"  o»  -4-  B»,  t  sn**-'  m  -i 

I  (2v— 1)A«[ 

(e)        <  -4-.Bt».f  sn*'-'*-*o»H i-Bw,y-3sn'cb-i- Btv.y.isno») 

f  —  i(3l^v.v--»— 2(i-^A«)B,v,v-tU(a»)  —  Bjv.v.t.»l; 

et  si  «  »  2y  +  1 ,  la  suivante 

iûjy+i  = 1  en  ci>  dn  ca  (sn*''-'  &>  -♦-  Biv+i.  \  sn*'-*  w  -h  Bjy+i, i  sn*''-«  »  -i 
-♦- -  (~2Bîv+,.  v-ï -+- -^  B2.>^.|,  v-i  j .  f  I  arcsin  f -cn<k»j 

l'expression  générale  des  coefficients  B^.i  étant  donnée  par  les  formules  ci-dessus 
(130>>i')  ou  (131),  dans  lesquelles  les  constantes  h  et  g^  représenteront  alors  les  valeurs 
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(6) 


dès  lors,  pour  avoir  tous  les  éléments  du  déterminant  pro- 
posé (i^l),  de  changer  successivement  dans  Tune  ou  Tautre  de 


de  droite  (a),  le  symbole  B«,o  tenant  lieu  toujours  de  l'unité,  d'après  la  manière  même 
dont  nous  avons  introduit  dans  nos  raisonnements  le  symbole  Ba,i  (page  4I&S}. 

Comme  exemples  d'application  de  ces  nouTelles  formules,  considérons  pour  Tune  et 
l'autre  le  cas  de  v  »  3,  qui  est,  d'un  c6té,  assez  compliqué  pour  faire  intervenir  dans  le 
calcul  un  élément  analytique  tout  au  moins  de  chaque  type,  parmi  ceux  qui  constituent 
l'ensemble  des  formules  en  question,  et  qui  est,  d'un  autre  côté,  assez  simple  pour 
permettre  d'une  façon  suffisamment  sûre  la  vérification  directe  des  résultats  qu'elles 
nous  fourniront. 

Cette  hypothèse  donnera,  en  tenant  compte  de  la  valeur  susmentionnée  Boe.a  «=  1,  quant 
k  la  première  formule  [€),  l'expression 

Q,r=  — I  cQ(udn«(sn»w-+-B,^»sn«)~-j3— 2(1^A*)B,^4Z((«)  — B,,j.to^ 

dans  laquelle  le  coefiScient  B«,  i  aura  pour  valeur,  d'après  la  première  formule  ('130'><")  et 
la  valeur  (a)  de  h, 

6  —  2  4  !-♦-&• 

et  qui  sera  par  conséquent  sous  forme  définitive,  en  réduisant  à  un  dénominateur  unique, 

Îû,—  /     su*t-dio  =  — —  I  cnù»dii(iij3/:*sii»{u-f-4A»(l  -f- Jk«)sn(o| 
0  _  )9A-«— 8(l+AVjZ(«)— 4A*(lH-A«).ci,]; 

et  de  même  quant  à  la  seconde  formule  (t^)  cet  autre  résultat 

û,  aas  — -- 1  CQ  te  do  (0  (SD*  a»  -4-  B, ,,  SU*  a»  -I-  B,  ,) 

H-  |-2B„,  ^-^  B,,,j  .  I  Tarcsin  (^cn*]l  1» 

dans  lequel  les  deux  coefficients  67,1,  fi,,),  auront  de  même  pour  expressions,  en  vertu 
des  mêmes  formules  (iSO^i*)  et  des  valeurs  (a)  de  h  et  de  g*. 


59 


(t) 
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ces  deux  dernières  formules ,  suivant  la  parité  de  a,  en  premier 
lieu  a  d'abord  en  a  h-  2,  puis  en  a  -»-  4,  et  en  second  lieu,  dans 
les  trois  expressions  ainsi  obtenues,  t  successivement  en  p,  p.  r; 
et,  cela  fait,  le  problème  se  trouvera  réduit,  par  conséquent,  è  un 
simple  calcul  algébrique,  dont  nous  allons  tout  à  Theure  nous 
occuper  et  donner  également  les  résultats  définitifs. 


et  qui  par  conséquent  se  réduiront  de  ia  même  façon,  après  que  l'on  y  aura  remis  ces 
valeurs,  à  l'expression  définitive  : 

n,=  /     «"'«"^'«"^-^rTî    cnwdneo|  8ft*sn*  to-i- 10*»(1  -f- A:*)sD*a» 

H-15it(1+A«)~16it''j— )36A*(l-^it^— 15(l^A«)'(.tTarcsm[-CDo.j  I  1. 

Or,  l'on  parvient  sans  trop  de  peine  à  vérifier  directement  l'exactitude  de  ces  deiu 
derniers  résultats  (6)  et  (t^),  si  l'on  prend  la  dérivée  des  deux  membres  de  ces  égalités,  en 
observant  que  l'on  a 

d 

—  (CDaiiln(o)=cn  w  d.dDca  +  dnoi  (f.cBoi 

s  en  (o  ( —  k*  sn  a»  en  »)  h-  dn  eu  ( —  sn  a»  dn  eo) 

=  —  sn'«(&*cn*<0+ du*oa)  =  —  sno*  j  (1  —  fc'so»»)  -t-  *•(!  —  sn*e»)j 

—  —  snwd  -♦-&•  — 2Âf«sn* ai), 

et  si  l'on  écrit  ensuite  partout,  pour  la  facilité  de  la  lecture,  i  à  la  place  de  sno» .  On 
reconnaît  ainsi,  sans  grande  diflBculté,  que  les  seconds  membres  de  ces  deux  formules, 
qui  sont  alors  des  polynômes  en  <,  de  degré  6  pour  la  première  et  7  pour  la  «eoonde,  ne 
contenant  chacun  que  des  termes  de  même  parité,  c'est-à-dire  par  conséquent  respective- 
ment de  la  forme 

Ai  ^  a;/»  m-  a;^*  -♦-  a;/«  ou  a;'<  h-  A'/i»  -f-  a;'i*  -+-  k';c, 

se  réduisent  l'un  et  l'autre  exclusivement  à  leur  dernier  terme,  dont  le  coefficient 
a;  ou  A'/  est  précisément  égal  à  l'unité. 

Observons  enfin  en  terminant  que  le  second  facteur  dn  dernier  terme  de  la  deuxième 
formule  ((\  qui,  eu  égard  à  l'équivalence  des  deuxième  et  dernier  membres  de  la  suite 
d'égalité  ($)»  représente  exactement  la  quantité  AX1|  «  &/  sn  a»  tfoi,  est  donc  par  consé- 
quent assurément  réel,  nonobstant  la  double  présence  de  l'imaginaire  i  dans  son  écriture 
(ce  qui  provient  de  ce  que  l'arc  sinus  est  comme  le  sinus  une  fonction  impaire,  ainsi  qu'en 
témoigne  son  développement  connu  en  série).  U  est  fecile  d'ailleurs  de  donner  i  cette 
même  expression  une  autre  forme  dans  laquelle  ne  figure  plus  l'imaginaire  ^  car  ron 
trouve  aussi  aisément  l'autre  formule  de  quadrature 
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Afin  de  permettre  au  Lecteur  d^apprécier  exactement  le  ser- 
vice rendu  dans  le  calcul  des  intégrales  triples  du  genre  (86) 
parnos coordonnées  ti,  v, w,  ou  les  variables  intermédiaires  />,  g,  r 
que  nous  leurs  substituons  à  titre  provisoire,  examinons  rapide- 
ment, avant  d*aller  plus  loin,  quelles  opérations  eût  exigées,  pour 
le  calcul  de  cette  même  somme  V^\  lemploi 'des  Coordonnées 
Elliptiques  \  p,  v  (*). 

Pour  cela,  la  première  des  équations (9)  devenant,  étant  récrite 
è  Taide  des  notations  (2),  puis  élevée  à  la  puissance  ^a, 

\ 


0  0 

=  /     ft.2sni«cnicudni<».  (- — r— -"»-•; ; — rr-l-iû'» 

0 

4-f-iksn«i<»  "y  I— *8n»io. 

0  0 

«log(l+fc8n«i(.)  -  log(l-i:sn«  i»)  «  log  ^j— j^jq- j, 

expression  que  l'on  pourra  substituer  aussi  bien,  si  on  la  préfère,  à  la  place  du  dernier 
facteur  de  ladite  formule  (0- 

(*)  C'est  en  se  posant  une  question  toute  semblable  à  propos  de  la  seconde  somme 
(96)  y  "^  que  l'on  est  conduit  tout  naturellement,  pour  faciliter  les  intégrations,  à  introduire 
lesystème  des  variables  auxiliaires  (88)  p,  q,  r,  dont  nous  aTons  fail  choix  plus  haut 

En  effet,  pour  celle-là,  la  seconde  et  la  troisième  des  équations  (9)  domiant,  en  tenant 
compte  des  définitions  (2),  et  introduisant  de  nouveau  la  constante  G  »  t*m*n'^ , 


de 


^  ^_(6«-*-X)(y-»-/BtU^*-*-^)  (c*-»-A)(c*-hAO(c'-i-v) 
^***""  m«.(-P)  n«.(-in») 

i-  (6«  H-  X)(c«  +  X).(6*  -h  ri  (c«  H-  rt  .(6«  +  v)  (c«  H-  v), 


ml/G 


5i0 


Ton  eût  donc  trouvé  pour  cette  somme,  en  prenant  pour  Télé- 
ment  de  masse  dM^  Texpression  (75)  relative  à  ce  système  de 


l'on  en  conclura  tout  d'abord»  en  employant  de  nouveau  l'expression  (75)  de  t/«)fô,  et  sup- 
primant les  facteurs  communs  aux  numérateurs  et  dénominateurs  des  différents  éléments. 


(6) 


yzd^ss 


}D 


ml/G  2* 


dl 


Xdl 


V/ÔM-Ï 
dfi 


fidu 


X*dX 
fi^dfi 


d-j 


l/a'-hM 
vdv 


l/a«H-^ 


i/^ 


Cela  posé,  si,  par  analogie  avec  ce  que  nous  avons  fait  plus  haut  pour  nos  variables 
Pf  q,  r,  nous  convenons  de  représenter  par  R  le  trinôme 


(r) 


R  =(6«  H-  p)  (c«  -+-  p)  =  b*c*  -i-(6«  -♦-  c»)  p  -♦-  p«, 


et  par  A,  M,  N,  ce  que  devient  ce  môme  trinôme  lorsqu'on  y  remplace  p  successivement 
par  >,  |x,  V,  auquel  cas  l'expression  ci-dessus  (ce)  s'écrira,  avec  ces  notations. 


AMN, 


UV/GJ 

l'on  aura  donc,  par  le  moyen  de  cette  dernière  égalité  ainsi  que  de  ceUes  (6),  toujours  en 
vertu  des  mômes  considérations,  pour  la  somme  en  question  J^'^^  l'expression 

Ji«>=  S  (yi)««+«  dM  =  S  (i/V)*.  yzdM 

/X«dX  r     tL^\d\  r    A''>W 

2l/a»-4-X*     J    âV/ÔMTî'     •>'     aV/ÔM^Î 

2V/a*-^/     '^    2V/a*T^'     </    2l/â«T^ 

2j/a»-*-v'     y    2V/a»-i-v'     o/    2l/a*-*-v 

Or,  l'on  aperçoit  tout  de  suite  que,  pour  chacune  des  intégrales  qui  constituent  les  élé- 
ments4e  ce  dernier  déterminant,  la  différeatieUe  pourra  être  rendue  non  seulement  ration- 
nelle, mais  entière,  en  faisant,  p  désignant  toujours  par  hypothèse  l'une  quelconque  des 
variables  >,ft,  y. 


<D 


(mV/G)** 


(<?)  .    i==Va*-^-P,        ^«^a'HFp,    .     pŒ-.a«r*-/% 


dt 


21/ôr; 


Kl) 


coordonnées, 


t'dM 


i      t'D 


l'{inf  ¥ 


/^'^(a'+At)WA         /^(a»+AO|v^^        /•^(a'+/.)iv*rf/c 

A*I  f*l  A*i 

i^'"'*  (g* 4-  y)i«dy  /•"*  (a'-4- y)î«yrfy  y^"*  (a»+  v)i«/rfy 


d'où,  en  remettant,  dans  l'expression  ci-dessus  (r) .  i'on  trouvera,  eu  égard  aux  défini- 
tions (3), 

R  «  (6«  +  pj  (c« -4- p)  =  (6«  —  a« -^ /*)  (f«  —  û* -I- /*)  =  (—/•+/*)  (n» -h /«) 

—  —  (/*— ^)  (n*-^  /•)=— T, 

en  introduisant  de  nouveau  la  notation  déjà  usitée  ci-dessus  (97). 

En  effet,  par  ce  changement  de  variables,  les  types  des  différents  éléments  du  détermi- 
nant en  question  deviendront  respectivement,  pour  chaque  colonne, 

./     2l/â»Tp  */  J  *^ 

f    ^*^*'^^-  =  (— 1)«  A*  {-  a-  -f-  ««)«  c/f  =  (—!)«  /t«  (a«  —  2a«^  -h  ^)  df 

et  se  composeront,  par  conséquent,  d'intégrales  qui  seront  exactement  celles  que  nous 
avons  eu  à  calculer  plus  haut  avec  nos  variables  p,  q,  r,  multipliées  chacune  par  un 
facteur  constant  très  simple,  d'où  résultera  dès  lors,  par  une  réduction  évidente  de  ce 
déterminant,  pour  la  somme  envisagée  jj^",  la  même  expression  déjà  obtenue  plus  haut  (99). 
Le  groupe  d'équations  (8)  fait  voir  très  clairement,  en  effet,  que  les  dites  variables  auxi- 
liaires p,  9,  r  ne  sont  autres  que  celles-Ui  mêmes  représentées  synthéiiquement  par  t  dans 
l'équation  posée  tout  à  l'heure  (o),  car  cette  équation  tenant  lieu,  en  réalité,  si  l'on  spécifie 
la  variable  p,  de  tiois  équations  analogues  telles  mie 


p  =\/a«+I, 


q^Va 


•f-i 


=vi 


— i-r  * 
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expression  sous  forme  de  déterminant  dont  tous  les  éléments 

r;*»  R^  étant  un 
polynôme  entier  en  p  de  degré  t,  et  R  un  autre  polynôme  sem- 
blable, du  troisième  degré  si  a  est  pair  et  égal  à  2t,  et  du  second 
degré  seulement  si  a  est  impair  et  égal  à  2t  +  1,  car  dans  ce 
dernier  cas  un  facteur  (a<  +  p)t  disparaîtra  au  numérateur  et  au 
dénominateur  de  chaque  élément,  et  Ton  aura  ainsi,  pour  les  trois 
valeurs  0, 1,  2  de  Texposant  n,  Tégalité 


/-(a«-he)'V^p^    r  (g'-Hpy-^îpMp        ^    A 

/  »/Â^  /       l/(a«^p)(6«^p)(c»-*.p)      / 


.        .,.        ,  l/(6»-*-p)(c«-Hp) 

Pi  Pi 

Dans  Tun  et  Tautre  cas,  Tintégrale  qui  représente  chacun  de 
ces  cléments  se  décomposera  donc,  à  la  vérité,  en  termes  simples 
de  la  forme /^p^»  m  étant  entier  et  positif^  à  l'égard  desquels 
Ton  pourra  sans  doute  instituer  une  formule  de  réduction  ana- 
logue à  celle  (1S2)  donnée  plus  haut  pour  le  type  d'intégrales  (120). 
Mais  Ton  voit  que,  même  avec  cette  ressource,  le  calcul  des  inté- 
grales en  question  sera  encore  notablement  plus  compliqué 
qu'avec  nos  variables  p,  9,  r,  puisque  la  formule  de  réduction 
dont  nous  parlons  ne  s'appliquerait  que  successivement  et  isolé- 
ment à  chacun  des  termes  dans  lesquels  se  trouvera  décom- 
posée rintégrale,  après  le  développement  effectif  du  polynôme 


li  comparaison  de  ces  trois  dernières  équations  avec  celles  du  groupe  (8)  qui  contiennent 
la  constante  a*  fournira  les  égalités 

p*  =  /«  sn"  11,  q*  =  P  dn*  tJ,  r*  =  {itif  en*  10, 

ou,  confonném:nt  à  nos  défini  lions  (88), 

p  =  ±  /  sn  u,  ^  =  dr  /  dn  V,  r  =  d=  in  en  u?. 

L'on  est  donc  ainsi  assuré  qu'en  inti-oduisant,  avant  l'intégration,  ces  dernières  Taria- 
bles  p^q,  r  k  la  place  de  u,  v,  w  dans  l'élément  différentiel  de  la  seconde  somme  (96),  les 
quadratures  à  effectuer  pour  l'obtenir  seront  celles  de  polynômes  entiers,  et  par  une 
induction  toute  naturelle,  l'on  est  dès  lors  conduit  en  même  temps  à  essayer  si  l'intro- 
duction de  ces  mêmes  variables  ne  faciliterait  pas  également  d'une  manière  appréciable 
le  calcul  des  quadratures  relatives  à  la  première  somme  Vf- 


ùaiM 
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R.r=:  (a*  -*-  p)',  tandis  qu'avec  noire  système  de  variables,  ces 
mêmes  termes,  ou  les  intégrales  T^  (120),  constituaient  au  con- 
traire les  éléments  du  déterminant  à  calculer  eux-mêmes. 

Nous  croyons  donc  avoir  prouvé  d'une  façon  péremptoire,  par 
cet  exemple,  que  les  calculs  d'intégration,  impossibles  avec  les 
Coordonnées  de  Lamé,  telles  qu'il  les  présente,  étaient  singuliè- 
rement plus  faciles  avec  les  Coordonnées  Thermométriques  m,  v,  w 
que  nous'  proposons  de  leur  substituer  qu'avec  les  Coordonnées 
Elliptiques  de  Jacobi. 

Calcul  effectif  ou  réduction  des  déterminants  qui  forment  les 

ÉLÉMENTS  DES  MÊMES  INTÉGRALES  TRIPLES.  —  H  UOUS  leStC  à  faire  VOir 

que  pour  ce  second  problème  purement  algébrique,  les  variables 
auxiliaires  p,  g,  r,  dont  nous  venons  de  faire  usage,  c'est-à-dire 
au  fond  les  coordonnées  u,  v,  to,  dont  elles  tiennent  provisoire- 
ment la  place,  seront  encore  celles  qui  permettront  d'apercevoir 
le  plus  facilement  les  réductions  éventuelles,  et,  par  conséquent, 
de  pousser  jusqu*au  bout  la  solution  totale  de  la  question  proposée. 
Nous  allons  mettre  en  évidence  ce  dernier  point,  successive- 
ment à  propos  des  deux  mêmes  sommes  (96),  en  nous  occupant 
encore  en  premier  lieu  de  la  seconde. 

A.  [Intégrale  Ji*^].  Comme  le  fait  voir  la  formule  ci-dessus 
(100),  la  puissance  T"  étant  un  polynôme  complet  en  fl  de 
degré  2a,  contient  par  suite  Sa  +  1  termes.  Il  en  est  évidem- 
ment de  même,  quant  au  nombre  des  termes,  des  produits 
T^fl  et  T"f*,  ainsi  que  de  leurs  intégrales  définies  (111),  en  ne 
comptant  alors  que  pour  un  seul  terme,  bien  entendu,  l'intégrale 
définie  de  chacun  des  termes  des  polynômes  correspondants  en 
question.  De  plus,  sur  les  2a  -h  1  termes  appartenant  ainsi  à 
chacun  des  trois  polynômes  précités  T",  T"(*,  T't^  il  y  en  a  évi- 
demment Sa  qui  correspondent  aux  mêmes  puissances  de  fl^  et 
dès  lors  ne  diffèrent  que  par  le  coefficient  constant,  soit  en  pas- 
sant du  premier  polynôme  au  second,  soit  en  passant  du  second 
au  troisième,  et  la  même  circonstance  se  produira  par  conséquent 
encore  relativement  aux  trois  intégrales  définies  des  polynômes 
ci-dessus  mentionnés. 


5i4 

Il  suit  de  là  nécessairement  que  lorsque  Ton  décomposera, 
comme  il  semble  naturel,  le  déterminant  (99)  en  un  nombre 
(2a  +  1)^  de  déterminants  partiels  ne  contenant  chacun  qu'un 
seul  terme  par  élément,  une  très  forte  part  de  ces  déterminants 
disparaîtront,  comme  présentant  deux  colonnes  identiques  à  un 
facteur  constant  près.  Il  ne  subsistera  donc  de  ces  déterminants 
partiels  qii'un  nombre 

Va. 5    ^  =  -(«-Hi)(2a  +  i)(2«  +  3), 

représentant  le  nombre  des  combinaisons  distinctes  que  Ton 
peut  former  avec  Çia  +  3)- objets  3  à  3;  et,  par  suite,  il  aura  . 
disparu  de  ce  chef  un  nombre  de  déterminants  partiels  égal  à 

0  ô 

2a -4-1 


3 


-[3  (4a»  ^  4«  -H  i)  —  (2a*  H-  8«  +  3)] 


—  ??l^(10a'  ^  7«)  —  ^  a  (2«  H-  \)  (iOa  -^  7); 
3  3 

nombre  qui  surpasse  le  précédent  (celui  des  déterminants  par- 
tiels qui  subsisteront)  de 

1  a(2a  -H  1)  (10a  •♦-  7)  —  -  (a  ^  i)  (2a  +  1)  (2a  -H  3) 
3  5 

—  ï(2«-*- 1)  |a  (iOa-*- 7)— (a-«- 1)(2«H-3)] 
3 

=«  l  (2a  V  1)  [iOa«  -4-  7«  -  (2a«  -»-  5«  -4-  3)] 
O 

c=  1  (2«+  i)(8a»^-2«— 5)=-(2a-1)(2«^iX*«-^3), 
3  ô 

ce  qui  montre  Timportance  de  la  simplification  due  à  cette  seule 
circonstance  que  les  coeOieients  des  termes  correspondant  aux 
mêmes  puissances  de  p,  q,  r,  sont  les  mêmes  pour  les  trois  lignes 
du  déterminant  (99),  ou,  en  termes  plus  concis,  que  les  trois 
éléments  d'une  même  colonne  de  ce  déterminant  appartiennent 


(i35)  (p',9^r*)- 
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tous  les  trois  au  même  type  J'T'^t^dt ,  quelle  que  soit  la  ligne  que 
Ton  considère. 

Finalement  l'expression  proposée  JJ^'^se  réduira  donc,  comme 
nous  Tavons  dit  tout  à  fheure  ,  à  une  somme  de  déterminants 
partiels  en  nombre  |  («  -h  1)  (2a  •+■  1)  (2a  h-  3),  multipliés 
chacun  par  un  coefficient  constant,  qui  pourront  tous  être  repré- 
sentés par  la  notation  abrégée  (p',  9^,  r*)  en  la  définissant  par 
Fégalité 

(p')î>    (pOî,    (p*)î 

(9')î,      (q')î.      (?*)? 
(r')î,      (r>)î,      (r*)ï 

les  trois  exposants  t,  j\  k  étant,  pour  Tinstant,  trois  nombres 
entiers  positifs,  tous  impairs,  différents  entre  eux,  et  au  plus 
égaux  à  4a  -h  5. 

Partant  de  là,  et  ayant  égard  à  cette  notation  ainsi  qu'à  celles 
(107)  et  (108)  qui- nous  ont  déjà  servi  pour  le  calcul  des  élé- 
ments de  cette  intégrale,  si  Ton  a  égard  aux  développements 
calculés  ci-dessus  (111),  Ton  voit  que  la  somme  en  question 
Ji"^  (99)  se^  présentera  définitivement  sous  la  forme 


*lll 


Texpression  des  coefficients  A  étant  celle  que  fournissent  les 
égalités  (110)  et  (109),  et  cette  dernière  somme  étant  formée 
en  y  attribuant  à  présent,  de  toutes  les  manières  possibles,  aux 
trois  indices  t,  j\  A:,  toutes  les  valeurs  entières  (et  non  plus  seu- 
lement, comme  tout  à  Theure,  les  valeurs  impaires)  depuis  0 
jusqu'à  2a,  sous  la  seule  condition  que  ces  trois  exposants 
2t  H-  1,  2y  +  3,  2J:  +  S  soient  tous  les  trois  différents,  ainsi 
que  nous  venons  de  le  dire. 


(*;  Kous  montrerons  un  pea  plus  loin  que  dans  cette  formule»  de  même  que  dans  celle 
(i40),  que  nous  en  déduisons  à  titre  de  cas  particulier,  il  ne  subsistera  plus  aucun  double 
signe  (ainsi  que  cela  semble  devoir  être  a  priori^,  après  que  l'on  7  aura  remplacé  les 
yariables  auxiliaires  p,  ç,  r  par  les  expressions  (88j  dont  elles  tenaient  provisoirement  la 
place.  [Voir,  dans  l'artide  B  du  paragraphe  suivant,  la  note  concernant  les  expressions 
[idS),  relatives  au  centre  de  gravité.] 
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Ces  considérations  un  peu  abstraites  s'éclaireront  aisément  en 
les  appliquant  à  un  exemple. 

Considérons  de  nouveau  dans  ce  but  le  cas  simple  de  a«=  1 ,  pour 
lequel^  d*une  part,  le  développement  (109)  se  réduit  dès  lors  à 

T  =  j"  -*.  Ai»  —  <*  =:  Ao  -f-  A|£*  -4-  A,(*, 

les  valeurs  des  différents  coefficients  étant  par  conséquent,  savoir 

037)      •  Ao^sf*,  A,  =  A,.  A,  =  — 1, 

et  d  autre  part,  les  trois  colonnes  du  déterminant  (99)  appar- 
tiendront respectivement  aux  trois  types  (I  !2). 

Si  nous  faisons  alors,  pour  un  instant,  en  vue  de  faciliter  aussi 
bien  le  discours  que  les  écritures, 

(138)  a  =  (OÎ,       6=(«»)î,       y^{l%       er^(l')l       ,,=((•.?, 

comme  avec  les  cinq  lettres  a,  6,  v,  e,  ïi  Ton  pourra  former  les 

K       J      V  '  •         ' 

-1^  =  10  combinaisons  distinctes  qui  suivent 

(159)      i    f"'^'^^'       («1^»^»       (a»^,v),       («,r,c),       (a,r,  f),      («,f,f), 
(  (6,  r,  f),      (€,  r,  *î),     (?,  f ,  Jf),      [r,  ^ ,  v), 

et  dans  lesquelles  nous  avons  soin,  pour  plus  de  clarté,  d'écrire 
les  lettres  dans  Tordr^e  habituel  de  Talphabet,  à  chacune  de  ces 
combinaisons  correspondra  un  déterminant  à  trois  colonnes 
entièrement  déGni,  étant  entendu  que  chacune  des  lignes  en  sera 
formée  par  celles  des  quantités  (138)  qui  figurent  dans  Talgo- 
rithme  de  la  combinaison  envisagée,  en  y  attribuant  à  t  respec- 
tivement la  détermination  />,  q,  r.  Les  dix  déterminants  partiels 
ainsi  définis  seront  les  seuls  qui  subsisteront,  multipliés  chacun 
par  un  facteur  constant,  lorsque  Ton  décomposera  de  prime  abord 
le  déterminant  (99)  relatif  à  ce  cas,  dont  chacune  des  trois 
colonnes  renfermera  alors  trois  termes,  en  3^  =:  27  détermi- 
nants partiels,  dont  chaque  élément  ne  comprenne  qu*un  seul 
terme.  Il  aura  donc  disparu  par  cette  réduction  27  —  10  =  17 
déterminants  partiels,  comme  ayant  deux  colonnes  identiques,  à 
un  facteur  constant  près. 
Ce  premier  résultat  essentiel  étant  acquis,  le  développement 
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demandé  sera  fourni  très  aisément  par  la  formule  donnée  tout 
à  rheure  (136)  en  y  prenant  les  trois  indices  t,  /,  k  au  plus 
égaux  hiac=a%  c'est-à-dire  par  conséquent  en  leur  attribuant 
les  trois  seules  valeurs  0,  1 ,  2.  Cela  posé»  Ion  observera  que 
sur  les  dix  déterminants  partiels  précités  (139)  que  Ton  aura 
ainsi  à  former  pour  les  différents  termes  de  ce  développement,  le 
plus  grand  nombre,  à  savoir  «ep/,  ne  pourront  être  déduits  du  type 
(p^\  9^"*^»  ^^)  qu'en  attribuant  un  seul  et  unique  système  de 
valeurs  aux  trois  indices  i\  j\  fc;  qu'il  y  en  aura  deux^  à  savoir  les 
4*et8*qui  pourront,  au  contraire,  être  déduits  de  ce  même  type 
(au  signe  près,  c'est-à-dire  sauf  transposition  de  deux  colonnes 
consécutives)  au  moyen  de  deux  systèmes  différents  de  valeurs 
desdits  indices;  et  enfin  qu'il  y  en  aura  tin  seul,  le  7%  qui  pourra 
être  obtenu  par  la  même  voie  de  trois  manières  différentes. 
La  preuve  de  cette  assertion  résulte  du  tableau  suivant,  dans 
lequel  nous  indiquons  les  différents  systèmes  de  valeurs  en 
question ,  en  inscrivant  en  regard  de  chacun  d'eux  la  valeur 
qui  en  résulte  pour  l'élément  de  la  somme  envisagée  (136), 
c'est-à-dire  pour  la  quantité  ^^^^^-^  (p"-*,  f^,  ,^) , 


I  «=o. 


t. 5. 7 

^x  I  ^  AoAjAn  _ 


0.  5.7 
i  =  i2,  ,=0,  fc-i,  ^(p.,  ,',  r'), 
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car  il  résulte  manifestement  de  la  définition  (135)  du  symbole 
(p\  (fy  f*)  que  Ton  aura 

(  (P,  9N  O  «  ~  (p,  q\  r»),  (p^  r/»,  ,••)  =  -  (;>»,  9\  *•) 

En  tenant  compte  de  ces  égalités,  et  formant  de  même  les 
autres  déterminants  partiels  (139)  qui  ne  peuvent  être  obtenus 
que  d'une  seule  manière Jadiie  formule  (136) donnera  donc  ainsi, 
pour  la  somme  demandée,  Texpression 

AoAoAi  .         .      ,.        /AoA,A,       AoA,Ao\ 
AoA|A,  AoAjA, 

■^  rxi'P'  ''  "^^  -^  r7:9<'''  '''  '^^ 

/A,A,A,       AjAjAo        AtAoA,\  ,  j     ,     ,. 
/A,A,Aj       i^tAoA,\  A,A,Aa 

"    13X9  -  5X9J  •''  '  '  '  '^'  *  sTtTÏÏ^''  '  '^  '  '  ' 

AîAjAj  1    ^\  I 

c'est-à-dire,  eu  égard  aux  valeurs  (1 37)  des  coefficients  A,  Tex- 
pression  définitive,  écrite  à  l'aide  de  la  notation  abrégée  (135), 


(440)       ( 


-.-^''•'■'''^^^"•''-''-T^"'''-''' 


i.7  9 


3.5.7 


(P.  9'.  O  -*-  VTf^(P''  9*.  0-H4:(P'.  9''  O 


3.5  9^ 


h    (PN  9'.  0-3-^;''.  9'.  4 
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laquelle  est  bien  effectivement  celle  que  Ton  trouvera  si  Ton 
cherche  à  calculer  directement,  dans  ce  cas  simple,  la  même 
somme,  à  Taide  de  la  formule  primitive  (99),  en  opérant  immé- 
diatement toutes  les  réductions  qui  s'offriront  alors  par  suite  de 
la  forme  (112)  des  éléments  de  chaque  colonne,  et  sans  déduire, 
comme  nous  venons  de  le  Taire,  ce  résultat  de  la  formule  (136)  : 
ce  qui  constitue  dès  lors  une  vérification  péremptoire  de  Texac- 
titude  de  cette  dernière  formule ,  ainsi  que  des  diverses  considé- 
rations sur  lesquelles  elle  a  été  fondée. 

Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  remplacer,  tant  dans  la  formule 
générale  ci-dessus  (136)  que  dans  cette  expression  particulière 
(140)  que  nous  venons  d'obtenir,  les  trois  variables  provisoires 
p,  9,  r  par  leur  valeur  de  définition  (88)  en  u,  t*,  u;,  en  même 
temps  que  les  constantes  g'^  et  h  par  leurs  valeurs  convenues 
(107);  puis,  cela  fait,  possédant  ainsi  Texpression  définitive  soit 
de  If^y  soit  de  Ji'^  on  en  déduira  immédiatement  celles  de 
J^*^  et  Jif  ^,  ou  de  i^l^  et  J^^  par  la  permutation  simultanée  des  deux 
groupes  (P,  w*,  n*)  ou  (a*,  6*,  c')  et(u,  v,  w)\  et,  dans  l'un  et 
lautre  cas,  les  trois  sommes  demandées  se  trouveront  ainsi, 
malgré  leur  apparente  complication,  entièrement  calculées,  et 
développées  sous  une  forme  qui  ne  sera  plus  susceptible  d'au- 
cune réduction  ultérieure. 

B.  [Intégrale  li*^].  Conservant  encore  toutes  les  notations,  et 
notamment  celles  (127),  dont  nous  nous  sommes  servi  avec 
avantage  pour  le  calcul  des  éléments  de  cette  intégrale,  et  intro- 
duisant en  plus  celle-ci,  dont  on  reconnaîtra  Futilité  tout  à  Theure, 
savoir 
(141)  T=-ï«+*  =  ((«+*l/T)î, 

notations  à  Faide  desquelles  la  première  des  équations  ci-dessus 
(1S8)  donnera,  en  y  changeant  a  d'abord  en  a  +  2,  puis  en 
a  +  4,  les  trois  valeurs 

(a-l)T„    =A;    .T«.,^A;'  .T«.,-».T«, 

(142)         («  -H  1) T«^,  =  a;,^,.t«   H-  a;'^„.t«,,  h-  t«^„ 

.  (a  -♦-  3)  Ta+4  =  Aaf4'Ta+f  -H  Acj+^.T^     —  T, 
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la  formule  (121)  quil  s'agit  de  développer  se  transformera  une 
première  fois,  si  Ton  multiplie  et  divise  le  second  membre 
par  a  +  3,  ainsi  qu'il  suit 


If)  : 


feT» 


(U3) 


A"     p      p 


P  P  A'      P 

■a?  *^a4-t«  '*a4  4"^a+-î 

Qa>  Qa+«»  A;^4Q«+,  -4-  Ai'+^Qa  —  Q 

^a'  l^a+«»  Aa+4l'^a4-f  "*■  Aflc^.4Ra  —  R 


en  posant  pour  un  nombre  entier  t  quelconque,  sans  connexion 
admise  à  l'avance  avec  l'indice  a , 


(144)      Ai" . 


Q.,    Q.+.,    -S 


P*,    P,+«<  -(p«*'l/PS 


Or  ce  dernier  déterminant  se  transformera  lui-même,  i  l'aide 
du  même  procédé,  et  en  tenant  compte  cette  fois  de  la  seconde 
formule  ci-dessus  (143)  dans  laquelle  on  écrira  i  à  la  place  de  a, 
ainsi  qu'il  suit 


Ai"  =7 


«  •«-  1 


P.,  («•  +  1)P<t.,    -1P 

Q„  (»  +  ï)Q.+.^    -Q 

R„  (»-«-^^R,^„    -R 

Pl>  ^i^%  p*  "♦"  ^i^t  Pl-t  "♦•  p<fï»     —  p 


1 


Pi»     Pj+t»     — P 

Rii    ï^i4-i»    — 1^ 


A" 

t-Hi 


P,,       P,.t,       —  P 
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de  telle  sorte  que,  si  Ton  pose  à  nouveau,  en  tenant  compte 
d*abord  des  définitions  (127)  et  (141)  des  symboles  T,  et  T,  puis 
changeant  ensuite  les  signes  des  deux  dernières  colonnes, 


(i45)        Hi'>=» 


R„    (r'-«l/R)î,    (r«+»l/R)î 


Tégalité  précédente  donnera,  avec  ces  notations  et  celles  admises 
antérieurement  (144),  en  intervertissant  deux  colonnes  consécu- 
tives dans  le  second  déterminant  qui  figure  au  dernier  membre 
de  cette  égalité,  et  tenant  compte  en  outre  de  la  définition  (127) 
du  coefiicient  A",  la  formule  de  réduction 


Aï»  -  .— 7[»i"  "-  (*' -  0 9'Ar*'], 

laquelle,  en  y  changeant  successivement  t  en  t  —  %  i  —  4,  ... , 
fournira  la  suite  d'égalités 


1 

-9" 


(-W 


(«■*-l)Ai?      -t- 

•(.•-  o^A';-"  -H«, 

{i—^)^^t*'■*^ 

(1  -  3)9«AL'-"   -H<'-»), 

(t-3)AÏ-*'  * 

(t  -  »)  j»Aif-»'  -=  Hl'-*>, 

(,_ 2; H-  i ) Ai'-w  4-  (i  —  2;  —  < )s'Ai'-'>-'»=  Hï-w, 


les  deux  dernières  égalités  de  cette  suite  étant,  si  i  est  pair, 


SAi^'  +  Sj'AW  —  HW, 

3A?'+   s»A?'  — Hi»>, 

et,  si  t  est  impair, 

1     4Am.«-29'Ai?'  =  H?', 


'    2A';' 


Hi". 


(-<)*"  .</'- 
(-<)'•"*»' 


(-  ir  5-» 
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Cela  posé,  pour  déterminer  l'expression  A<j>,  il  suffira  évidem»- 
nient  d'ajouter  ensemble  ces  différentes  équations,  respective- 
ment multipliées  par  les  facteurs  inscrits  en  marge  en  regard  de 
chacune,  ce  qui  donnera,  toutes  réductions  faîtes,  dans  le  cas 
de  i  pair, 

(i  -H  <) i^'>  +  {—  1  )•"'  <?'A?>=  Hï>  —  j'Hi'-»'  -H  9«Bi'-»' 

+  (—1  y</*Hi'-»»  -.-...+  (—1)  î~  V-*HW+  (—  i  )*'"  V-'Hi". 
et  dans  l'hypothèse  de  t  impair, 
(i+i)  Ai"  =  H«  -  fat*>  +  9*Hi'-«> 

d'où  l'on  tirera,  par  conséquent,  dans  le  cas  de  t  pair,  la  valeur 

!A(0= _L[  Hi«  -  a*Hi-*>  +  o*HS|-*'  —  .  . . .    +  (—  1  yo^Hi'-*' 
+ ...  +  (_i)î-y.H<«+{-i)^~V-*H?>+(-i)VAf]. 

et  dans  le  cas  de  t  impair  celle-ci,  qui  ne  diffère  de  la  précédente 
que  par  les  derniers  termes  seulement  : 

I  ^0  =,  J_  [H«  -  ^Hi'-«  +  g*W:-  «>  — +  (—  1  yj«Hi,'-w 

f  +  •.••  -*-  (-  1)%'-* H?  +  (-  l)^ Hi«>]. 

Ce  développement  étant  ainsi  obtepu,la  formule  ci-dessus (143) 
donnera  donc,  en  tenant  compte  de  la  valeur  (107)  de  g*,  pour 
la  quantité  demandée  V'\  l'expression 


(*)  M6me  observation  que  pour  la  formule  précédente  analogue  (136),  nous  Toulons  dire 
celle  consignée  dans  la  note  de  la  page  5i5.  [Voir  encore  également  la  note  postérieure 
concernant' les  expressions  (169)  ci-après,  relatives  au  centre  de  gravité.] 
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dans  laquelle  le  symbole  Hi'^  représentant  le  déterminant  (liS), 
rindîce  j  recevra  toutes  les  valeurs  entières  depuis  0  jusqu'à 
|ou^^^^,  suivant  que  a  sera  pair  ou  impair,  étant  entendu  en 
outre,  dans  le  eas  de  a  pair,  que  pour  le  dernier  terme  de 
la  somme  ainsi  développée  qui  serait,  au  pied  de  la  lettre, 
(—  l)i  (/nfH?^  la  quantité  H?^  devra  être  remplacée  par  Af . 

L'expression  générale  des  quantités  T^  auxquelles  appartien- 
nent comme  type  les  éléments  de  la  première  colonne  du  déter- 
minant H^'^  (145),  étant  fournie  plus  haut  par  les  formules  (133) 
ou  (134)  suivant  la  parité  de  t,  il  appert  de  ces  formules  que 
Texpression  (148)  à  laquelle  nous  venons  d'arriver  pour  lf\  et 
qui  ne  renferme  que  des  quantités  connues,  ne  sera  plus  suscep- 
tible à  présent  d'aucune  réduction  ou  simplification  ultérieure  : 
car,  même  en  supposant  que  Ton  ait,  après  substitution  de  ces 
valeurs  développées  (133)  ou  (134)  dans  la  première  colonne 
de  chacun  des  déterminants  H^,^  qui  entrent  dans  ladite  expres- 
sion (148),  décomposé  alors  chacun  des  déterminants  en  ques- 
tion en  une  somme  de  déterminants  partiels  ne  renfermant  qu'un 
seul  terme  par  élément,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  pour  ceux  qui 
composaient  la  somme  précédemment  envisagée  J^'^^,  même  après 
cette  opération  accomplie,  disons-nous,  aucun  des  différents 
déterminants  partiels  ainsi  formés  ne  pourrait  disparaître  par 
suite  de  réduction  entre  eux.  En  effet, d'une  part, ceux  provenant 
de  la  décomposition  d'un  même  déterminant  Hi'Mifféreraient  tous 
par  les  éléments  de  leur  première  colonne  qui  seraient,  par  hypo- 
thèse, les  termes  successifs  d'une  expression  appartenant  à  l'un 
des  deux  types  précités  (133)  ou  (134),  et  par  conséquent,  eu 
égard  à  la  définition  (127)  du  symbole  T.,  ils  contiendraient 
en  facteur  dans  tous  leurs  termes  chacun  une  puissance  diffé- 
rente des  variables  p,  f,  ou  r;  et,  d'autre  part,  pour  deux  déter- 
minants partiels  quelconques  provenant  de  deux  quantités  Hi'^  dif- 
férentes, leurs  secondes  colonnes  appartiendraient  de  nouveau  à 
deux  types  T,  différents  par  Tindice  n,  et  par  suite  il  se  pro- 
duirait encore,  de  ce  fait,  à  leur  égard,  la  même  circonstance 
que  nous  venons  de  dire. 

36 
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D*ailleurs,  si  Ton  lient  i  connaître  le  nombre  des  déterminants 
partiels  qui  seraient  ainsi  formés,  il  suffira  d'observer  que  le 
nombre  des  termes  des  développements  (133)  ou  (134)  est  en 
général  v  -h  1 ,  pour  a  =»  2v,  ou  a  —  2v  -+-  1  ;  car,  dans  Thypo- 
thèse  de  a.  pair,  les  formules  (12tf)  montrent  que,  sauf  pour  la 
détermination  <»>  p,  Tavant-dernier  terme  de  la  formule  (433) 
(abstraction  faite  de  son  coefficient  constant  entre  parenthèse),  i 
savoir  T^,  se  composera  de  deux  termes,  et  de  même,  pour  le 
cas  de  a  impair,  les  expressions  (126)  font  voir  que  le  dernier 
terme  de  la  formule  (134),  à  savoir  T|,  ne  comprendra  qu^un 
seul  terme  (*);  et  par  conséquent  il  est  visible  que  le  nombre  de 
ces  déterminants  sera  pareillement,  dans  les  deux  cas  précités  : 

Les  formules  auxquelles  nous  sommes  arrivé,  (148)-(145) 
et  (133)  ou  (134),  donnant  ainsi,  étant  considérées  ensemble, 
Tcxpression  définitive  de  la  somme  de  li*^  &  Taide  des  variables 
auxiliaires  p,  9,  r,  il  ne  restera  plus^  dès  lors  qu'à  remplacer  dans 
chacune  de  ces  formules  lesdites  variables p,  9,  r  par  leurs  valeurs 
de  définition  (88),  et  en  supposant  cette  dernière  opération  accom- 
plie, la  permutation  simultanée  des  deux  groupes  (u,  v,  u?)  et 
(/,  n?,  n)  ou  (a*,  6^,  c*)  fournira  à  la  fois,  en  premier  lieu  l'expres- 
sion des  trois  déterminants  analogues  Ui*^  H^*^  HiT',  puis  en 
second  lieu,  par  rintroduclion  des  valeurs  ainsi  obtenues  dans 
la  formule  précitée  (148),  celle  définitive  des  trois  sommes  con- 
nexes X"^^  l|,*^.  If  \  que  nous  nous  étions  proposé  de  calculer  à 
Taide  de  nos  coordonnées  ti,  v,  to. 

Un  mot  encore  au  sujet  de  ce  dernier  calcul,  avant  de  passer 
à  un  autre  objet. 


(')  Nous  n'avons  pas  égard,  dans  cette  supputation,  à  la  complexité  des  coefficients  «»> 
stants  qui  multiplient,  soit  T|  dans  la  formule  sSM\  soit  T^  dans  celle  (13S9,  pss  plu* 
qu'il  celle  des  coefficients  B«,  i  de  tous  les  autres  termes  qui  précèdent  ce  dernier,  on 
avant-demier  terme  des  formules  en  question. 
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L'exemple  qui  vient  d*étre  traité  fait  ressortir  clairement  le 
but  que  nous  avions  en  vue,  en  dérogeant  provisoirement,  dans 
les  équations  que  nous  avons  adoptées  pour  définir  nos  variables 
auxiliaires  (88),  à  la  régie,  invariablement  observée  jusque-là, 
de  formules  soumises  à  la  loi  de  permutation  circulaire.  En  main- 
tenant encore  une  pareille  loi  relativement  à  ces  trois  équations 
comparées  entre  (elles,  il  nous  eût  été  évidemment  impossible, 
pour  le  calcul  des  déterminants  correspondant  aux  sommes  (96), 
d'obtenir  entre  leurs  éléments  des  relations  linéaires  telles 
que  (142),  c*est-à-dire  dont  les  coefficients  fussent  les  mêmes 
pour  les  éléments  d'une  même  colonne,  puisque  ces  coefficients 
eussent  dû  satisfaire  eux-mêmes,  en  passant  d'une  ligne  à  la  sui- 
vante, à  ladite  permutation  circulaire.  Or,  c'est  précisément, 
comme  on  vient  de  le  voir,  la  constance  de  ces  coefficients  dans 
chaque  colonne  qui  nous  a  seule  permis  d'apercevoir  les  réduc- 
tions que  comportent  ces  déterminants,  et  par  conséquent  d'en 
parachever  le  calcul.  H  était  donc  indispensable,  en  vue  de  cette 
dernière  opération,  de  renoncer  provisoirement,  pour  le  choix 
des  variables  auxiliaires,  à  la  loi  de  permutation  circulaire,  sauf 
i  y  revenir  ensuite,  une  fois  ce  calcul  complètement  efleetué, 
ainsi  que  nous  l'avons  dit  à  plusieurs  reprises  à  propos  des 
exemples  précédents. 

EXEMPLES  ET  VÉRIFICATIONS  :  CENTRE  DE  GRAVITÉ,  MASSE  (oU  VOLUMB), 
PLANS  PRINCIPAUX  ET  M03IENTS  d'iNERTIB,  DU  SOLIDE  DÉLIMITÉ  PAR  TROIS 
COUPLES  DE  SURFACES  APPARTENANT  RESPECTIVEMENT  AUX  TROIS  FAMILLES 

COORDONNÉES.  —  L'applicatiou  la  plus  utile  et  la  plus  intéressante, 
comme  signification  concrète,  des  calculs  que  nous  venons  d'ef- 
fectuer, sera  eq  même  temps  la  plus  simple  au  point  de  vue 
analytique,  à  savoir  celle  qui  correspond  aux  valeurs  0, 1,  et  2  de 
l'exposant  a,  et  qui  fournit  les  déterminations  mécaniques  rela- 
tives au  centre  de  gravité,  à  la  masse,  aux  plans  principaux  et 
aux  moments  principaux  d'inertie,  d'un  corps  homogène  délimité 
par  la  portion  d  espace  à  laquelle  nous  avons,  par  hypothèse, 
étendu  nos  intégrations  dans  les  calculs  qui  précèdent^ 

En  effet,  d'une  part,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
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seront  exprimées  par  des  rapports  ayant  pour  dénominaleur  la 
masse  du  corps 

et  pour  numérateurs  les  sommes 

^xdM  K^ydM,  ^zdM, 

c^est-à-dire,  par  conséquent,  les  valeurs  des  sommes  du  premier 
type  (96),  considérées  relativement  aux  trois  coordonnées  x,  y,  z 
pour  les  deux  valeurs  0  et  1  de  Texposant  a  ;  et,  d  autre  part,  ce 
point  étant  une  fois  déterminé,  il  suffira  de  posséder  Tellipsoîde 
d'inertie  de  ce  corps  relatif  à  Torigine  des  coordonnées,  ellipsoïde 
dont  réquation  est,  comme  Ton  sait,  en  coordonnées  rectilignes 
X,  Y,  Z, 


— 2l3yarfJft.YZ— âî^zxdjaa.ZX  — 2i^xy(iJB.XY=1, 


pour  pouvoir  en  déduire  très  aisément,  à  Taidedes  formules  con- 
nues de  cette  théorie,  rellipsoide  d'inertie  du  même  corps  relatif 
à  son  centre  de  gravité,  dont  les  plans  principaux  seront  par  défi- 
nition les  plans  principaux  d'inertie  dudit  corps,  et  les  inverses 
des  carrés  des  axes  (ou  les  coefficients  des  trois  termes  carrés 
dans  son  équation)  expriment  précisément  les  moments  prioci» 
paux  d'inertie.  Or  Ton  voit  que  Téquationde  cet  ellipsoïde,  auquel 
la  question  se  trouve  ainsi  ramenée,  sera  complètement  déter- 
minée si  Ton  possède  à  la  fois  les  six  somnàes 


^x'dM,     ^y'dM.     ^z'dMy     O, 


c'est-à-dire  encore  les  deux  sommes  (96)  à  la  fois,  considérées 
chacune  relativement  aux  trois  axes  coordonnés,  et  reapective- 
ment  pour  les  valeurs  2  et  0  de  l'exposant  a. 
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Outre  leur  intérêt  propre,  ces  évaluations  nous  permettront 
encore,  en  envisageant  spécialement^  comme  cas  particulier,  les 
valeurs  auxquelles  elles  se  réduiront  lorsque  Ton  prendra  pour 
le  volume  en  question  Toetant  ou  huitième  partie  d'un  ellipsoïde 
donné,  de  comparer  les  valeurs  ainsi  calculées  aux  déterminations 
connues,  relatives  à  cet  exemple  classique,  et  nous  fourniront  par 
là  une  vérification  précieuse  des  résultats  généraux  obtenus  dans 
le  paragraphe  précédent,  comme  applicatioa  de  nos  formules. 

Pour  établir  avec  une  entière  rigueur  les  formules  auxquelles 
nous  allons  arriver,  nous  supposerons  tout  d*abord,  pour  chacun 
des  exemples  envisagés,  que  le  corps  considéré  soit  renfermé  tout 
entier  dans  Fun  des  quatre  prismes  parallèles  aux  x  dont  il  a  été 
parlé  plus  haut  (page  476)  ;  puis,  le  résultat  étant  acquis  avec 
cette  restriction,  nous  montrerons  aisément  qa*il  subsistera, 
quelles  que  soient  la  situation  et  retendue  du  corps  en 
question. 

Jl.  {Masse^  ou  volume).  La  masse  du  corps  supposé  homogène, 
oUy  ce  qui  revient  au  même  (à  un  facteur  constant  près),  son 
volume,  sera  exprimé  par  Tune  des  trois  sommes  appartenant 
au  premier  type  (96),  car  Ton  aura  évidemment 


;o)==ij;»  ==!<;»«.  Oc 


(1 50)  \T  =  IT  =-  ï?^  —  kJdM^  M. 

Pour  la  calculer,  faisant  donc  a=0  dans  la  formule  déBni- 
tive  (148),  le  développement  fourni  par  cette  formule  se  réduira 
littéralement  alors  au  terme  |  W^\  c'est-à-dire,  en  fait,  d'après  la 
convention  admise  pour  le  cas  de  a  pair  en  écrivant  cette  for- 
mule, à  la  quantité  I  Ail'^  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  eu  égard 
à  la  définition  (144)  du  déterminant  A|;\  à  celle-ci  : 


D  D 

(151)  lW  =  ;;.Af  =  - 

o  3 


p„    p„    -(p»/p)î 

0.,        Q„        -  Iqi^Qy, 
R,,        R„        —  (rl/R)î 
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Or,  les  valeurs  (89),  (90),  et  (91)  donnant 

r— p'=*  rcn'w,     /■— 7'«  — m*sn*i7,      P— r'=  — m*cln* tt>, 
fi*^p*=sn*(ln'if,    n'-*- 9*«=  —  m'cn'v,     n*-*- r*«s       «*8n*ir, 

Ton  en  conclura,  en  vertu  de  la  définition  (97)  de  T  et  de  la 
signification  convenue  à  ce  moment-là  pour  les  symboles  P,  Q,  R, 

!p=(P— p»)(»«^-p«)=  /V en*  Il  dn«  14,  d=l/p=  nt  en  udnu, 
Q-.((«_ç»)(n«^qr*)=  m*sn*i?cn*i;,  d=|/Q«  tn'snvcnt?, 
R«a(r— r')  (n^-^r^)  =  — mVdn'tt?sn*ic,       =fc  V/R  =mmdn  if7sniC7. 

De  ces  valeurs  combinées  avec  nos  définitions  et  conventions 
relatives  aux  signes  admises  pour  les  variables  auxiliaires  p,  9,  r 
(88),  il  résulte  à  présent,  en  raison  des  limites  assignées  à  chaque 
coordonnée  (pp.  425-426),  et  de  la  permanence  du  signe  des 
cosinus  et  delta  d'amplitude  (pp.  440-441),  que  Ton  aura,  san« 
ambiguïté  de  signe,  chaque  radical  étant  entendu  toujours  expres- 
sément dans  le  sens  de  la  détermination  arithmétique  ou  positive  : 
d'abord  pour  u,  quel  que  soit  son  signe, 

PKp=s/$ii  ti.n/dniicn  tis=ii/'sn  vcn  tidn  u; 

puis  pour  t;,  en  examinant  successivement  Thypothèse  de  Tun  et 
Pautre  signe  pour  cette  coordonnée, 

SI?  >  0,  7l^Q=*(-t-/dn»)(-*-w'snf?cno)  s=»  J 

[  (m'snvcnvdnv; 
,  r  <  0,  çl/Q«=(— /dnt?)(— m'snocnt?)  —  ) 

enfin, en  agissant  de  même  à  Tégard  de  la  coordonnée  u?,  et  tenant 
compte  de  la  définition  (7)  de  n  qui  donne  in  = — Ka* — c*  <  0, 

«7  >  0,        rl/R«=(-*-trtcnti?)(— •iii/isnt»dnfi7)«=»  ) 

_  >  iiiiiSnitfcnwdnto; 

u;  <  0,        ri^R'«( — twcnti7)(-*-m«iisntcdna7)=  ) 
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c'est-à-dire,  en  résumé,  quel  que  soit  le  signe  des  trois  coordon- 
nées: 


{m) 


J9  I^P  =B  nr  sn  tt  en  u  dn  II,  q  l/Q  «=  Im*  su  v  en  v  dn  v, 

r  l/R  i^  mn'sn  id  en  ti7  dn  w. 


En  remettant  donc  à  la  fois  ces  dernières  valeurs,  ainsi  que 
celles  (124)  et  (138),  dans  Texpression  (151)  de  If\  celle-ci 
deviendra»  en  changeant  le  signe  de  la  troisième  colonne, 


(m) 


ij»). 


m 


—  M  [Z  (k)]Î,     wP  (sn  M  en  u  dn  »«)? 
/  (r)î  —  /  [Z  (»)]î ,     /m*  (sn  V  en  V  «In  »)? 
(w)î  —  m  [Z  (H>)]î,    .  mn*(sn  toen  toiln  mj)Î 


m 


-  («)î.  0, 


li/*  (sn  11  en  m  dn  t«)J 
/m*  (sn  V  en  D  dn  v)î 


1  n» 

—  («^K» C**?)?»  'w/i*  (sn  u?  en  u;  dn  io^X 

mm 


-  (u)î,    —  n  [Z  (w)]î,        «/*  (sn  u  en  u  dn  ii)î 
(r)?,    —  /  |Z  (»)]?,        /m'  (sn  v  en  i?  dn  »)î 


—  (M?)î»   —  w  [Z  (i»)]î,        wî/i*  (sn  wcn  to  dn  «?)' 

;      «^/mn(H^-.Ko), 

Hq  et  Ko  étant  alors  pour  faciliter  l'écriture  de  cette  formule,  les 
deux  déterminants 
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(154)  Ho» 


(15li) 


Ko  = 


—  («)î,  0,  .           P  (sn  u  en  M  dn  m)î 

1 

»;  Wi  »  (^)îi          m'vsn  v  en  v  dn  r)* 

1  «* 

— :(wiiî :(**')?»      n*  (snti;cuu7dnir)î 

wr  m* 

-  (i/)î,  [Z  (tt)]î,        /'(sn  t/  en  ti  dn uf, 

\ 

-  (tj)î,  [Z  (  w  )]î,        «i*(sn  t;  en  V  dn  t>)î 

\ 

—  (ti?)î,  [Z  («?)]?,        n'(sn  U7  en  U7  d n  tr)* 


Le  second  Kq  n*est  évidemment  susceptible  d'aucune  simplifi- 
cation, et  il  n*y  a  aucun  intérêt  d'ailleurs  à  tenter  de  modifier 
la  forme  actuelle  de  son  expression,  dont  la  symétrie  est  mani- 
feste. Il  n'en  est  pas  de  même  pour  le  premier  Ho»  dont  la  valeur 
développée  sera,  en  l'ordonnant,  comme  il  semble  naturel,  par 
rapport  aux  transcendantes, 

Ho  -  r^  (v)l  (-  J  (u^)î)  —  ^  {w)l  (v){\  .  (^  (sn  1/  en  ti  dn  u)\ 
•+■         ^  ~  {  ~  "i  (^)v  •  1  (")î   •  'w»{8n  D  en  t;  dn  tj)î 

-f-    —  (t/)î .  (v)î       —  0  .  n*  (sn  w  en  lodn  w)] 

= —  {ï?)î(u?)î .  (sn  ucnudn  w)'  -♦-  (w)î(w)î .(sn  v  en  v  dn  v)] 

-f-  (w)î(v)î.(8nti;enfcdnir)î, 

b'est-à-dire  définitivement,  eu  égard  à  la  relation  de  gauche  (5)  : 


(150) 


Ho  =  (i?)î(ir)'(sn  M  en  ti  dnt/)i[  -♦-  (w)î(w)î  (sn  v  en  v  dn  r)î 

•+■  (ti)i  {v)i  ($nt<;en  tt7dnio)f 
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En  résumé,  Ho  ei  Kq  désignant  donc,  pour  alwégery  les  deux 
expressions  (156)  et  (155),  la  dernière  ligne  des  égalités  (153) 
donnera  pour  la  somme  i|f^  c'est-à-dire,  eu  égard  à  celles  (150), 
pour  la  masse  en  question  JB,  Fexpression  remarquable 

Dl/G/  \ 

(157)  j|a  =  -_J^Ho-HKoj. 

expression  parfaitement  symétrique  par  rapport  aux  trois  coor- 
données ti,  v,  u;,  ainsi  que  cela  devait  être  a  /mort,  et  dont  on 
notera  Panalogie  frappante  aveb  celle  (83)  que  nous  avons  obte- 
nue antérieurement  pour  Taire  de  la  portion  de  surface  d^une 
sphère  délimitée  d^une  façon  toute  semblable. 

Cette  formule  étant  ainsi  établie  en  supposant  le  corps  consi- 
déré renfermé  en  entier  dans  Tun  des  quatre  prismes  infinis 
parallèles  aux  x  dont  il  a  été  parlé  (page  476),  il  est  facile  de  voir 
qu^elle  subsistera  encore,  de  même  que  les  (rois  suivantes  que 
nous  allons  établir  par  la  suite,  quelles  qtie  soient  la  situation  et 
rétendue  du  corps  proposé,  en  raison  de  ce  que  celte  expression, 
comme  aussi  les  suivantes  que  nous  rencontrerons,  est  une  fonc- 
tion impaire  (abstraction  faite  des  limites)  séparément  par  rap- 
port à  t;  et  à  u;. 

Le  raisonnement  que  nous  allons  présenter  pour  cette  géné- 
ralisation s*appliquera  donc,  en  changeant  seulement  la  signifi- 
cation des  divers  symboles,  aux  deuk  autres  exemples,  également 
intéressants,  que  nous  examinerons  à  la  suite  de  celui-ci. 

En  cfTct,  partant  de  ce  fait  que  chacune  des  deux  quantités 
Hq  et  Kq  dont  est  composée,  à  un  facteur  constant  près,  ladite 
expression  (157),  est  formée  visiblement  d*une  somme  de  termes 
tels  que  A(U)î(V)î(W)î,  le  coefficient  A  étant  une  constante,  et 
U,  V,  W  trois  foi;ictions  respectives  des  seules  variables  u,  t;,  w, 
parmi  lesquelles  les  deux  dernières  V  et  W,  étant  des  fonctions 
impaires,  s'annulent  donc  pourtJ  =  0,  ou  u?e-0,  nous  repré- 
senterons en  conséquence  Texpression  elle-même  par  la  sonmie 
ïU(V)î  (W)î,  en  réunissant,  pour  abréger,  le  coefficient  constant 
à  la  fonction  de  ti,  et  supprimant,  pour  faciliter  la  lecture,  Tindi- 
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caiioo  des  limites  de  cette  variable  u  qui  n'interviennent  en 
aucane  Taçon  dans  la  difficulté  quil  s*agti  de  résoudre,  en  sorte 
que  le  symbole  U  tiendra  lieu  en  réalité  pour  nous  de  la  quantité 
A(U)Î. 

Ces  notations  et  conventions  étant  admises,  si  le  corps  considéré 
est  tel  que  son  volume  s*étende  sur  plus  d*un  seul  des  quatre 
prismes  précités,  le  résultat  en  question  (157)  ne  pourra  être 
appliqué  d^emblée  à  ce  corps,  en  raison  de  la  discontinuité  des 
variables  9  et  r  enU'c  les  limites  de  ces  variables  correspondantes 
aux  limites  données  des  variables  v  et  w,  discontinuité  qui 
n'aurait  pas  permis  les  intégrations  triples  auxquelles  nous 
avons  procédé  pour  arriver  à  ladite  formule  ;  mais  il  pourra 
être  appliqué  séparément  à  chacune  des  quatre  portions  du 
corps  comprises  dans  les  quatre  prismes,  conformément  au 
mode  de  décomposition  de  Tintégrale  triple  indiquée  plus  haut 
par  régalité  (SS^»*). 

Or  les  fonctions  V  et  W  éUint  impaires  toutes  les  deux.  Ton 
aura  donc 

(V)î  «  -  (V.),        (V)î  =  V.,        (W)î w.,        ( W)î  -  w.. 

Par  conséquent,  Texpression  que  Ton  obtiendra  de  celte  façon 
pour  la  masse  totale  du  corps  considéré  sera,  sans  difficulté  d'au- 
cune sorte,  conformément  à  Fégalité  précitée, 

J9  =  SU  (V)Î(W)Î  ^  LU  (V)î)  (W)î  -f.  SU  (V)Î(W)Î  ^  EU  (V)Î(W)Î 
=  2L  V,W,  —  SU V,W,  —  SUV,W|  ^-  SUV.W, 
«  SU(V.W.  -  v.w,  -  V,W.  -♦-  V.W,) 
-  SU(V,  -  V.)  (W,  ^  w.)  «  SO(V)î  (W)î, 

c'est-à-dire  identiquement  la  formule  proposée  (1K7)  elle-même, 
qui  se  trouve  ainsi  démontrée  dans  totis  les  cas. 

Pour  vérifier  cette  formule,  appliquons-la,  comme  nous  Tavons 
annoncé  un  peu  plus  haut,  à  Toctant  de  rellipsoide 

X*      v'      *• 


(159) 
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renfermé  dans  Tangle  trièdre  des  coordonnées  planes  positives, 
lequel  représente  évidemment  la  huitième  partie  du  volume  total 
intérieur  à  cette  surface,  et,  pour  plus  de  clarté  dans  les 
notations,  convenons,  tant  pour  cette  vérification  que  pour  les 
suivantes,  de  désigner  par  les  mêmes  symboles  écrits  entre 
parenthèses  les  quantités  déjà  envisagées,  lorsque  nous  les  consi- 
dérerons pour  ce  volume  particulier. 

D*après  les  explications  données  dans  un  paragraphe  antérieur 
sur  la  déformaUon  continue  des  surfaces  coordonnées  nécessaire 
pour  embrasser  tout  l'espace,  il  est  clair  que  Ton  atteindra  bien 
tous  les  points  du  volume  ainsi  défini  en  donnant  aux  deux  coor- 
données u  et  v,  qui  sont  les  paramètres  des  deux  hyperboloîdes, 
toutes  les  valeurs  positives  dont  elles  sont  susceptibles,  c'est-'à- 
dire  depuis  0  jusqu'à  K  pour  la  première,  et  jusqu^à  K'  pour  la 
seconde  (pp.  429  et  431);  et  pour  la  coordonnée  u;,  depuis  la 
valeur  (négative  par  hypothèse)  u;^ ,  qui  correspond  à  la  valeur  0 
de  la  coordonnée  elliptique  y,  et  qui  appartient  à  tous  les  points 
de  la  moitié  de  la  surface  (1K8)  située  au-dessus  du  plan  des  xy, 
jusqu'à  la  valeur  0  qui  correspond,  avons-nous  vu,  k  ce  même 
plan  des  xy  (page  432).  La  valeui^  en  question  wq  sera  d'ailleurs 
fournie  par  Téquation  de  gauche  de  la  troisième  ligne  (8),  dans 
laquelle  on  attribuera  à  la  coordonnée  elliptique  y  la  valeur  y-=aO, 
pour  laquelle  la  surface  donnée  (1K8)  fait  partie  de  la  troisième 
famille  coordonnée,  diaprés  les  équations  du  système  (1S6)  du 
Chapitre  précédent,  c'est-à-dire  que  Ton  aura  les  égalités  : 

€■-=«'  sn«  K,  t"),  sn»  (luo,  ^"J  —  - ' 

Wo  —  Argsn  {-,*")—  /   *     . 

(6»— c«)-i.c* 


dnVo,r)«i  — &"*8n'tt;o=i  ^  —  . --  =  — _  =  • 

m"   rr         mr 

Les  limites  de  Tintégralion  pour  les  coordonnées  t4,t;,  w  seront 
donc  ainsi,  dans  la  question  actuelle. 


Sfô4 


(160) 


t4,e=0,  tli«=*K,  VisaO,  r,a=K.', 


=  tl^ 


10,  ==0, 


et  non  pas,  pour  la  troisième  coordonnée»  ib\  «aO,  et  u?,»»  u7o» 
car  dans  Tintégration  triple,  chacune  des  différentielles  du,  dv,  d%o 
étant  supposée  essentiellement  positive,  chacune  des  variables 
indépendantes  u^  v,  w  est  supposée  aller  en  croissant  dans  Tinté- 
gration,  ce  qui  revient  à  dire  Iqjue  la  limite  inférieure  de  chacune 
des  intégrales  simples  dans  lesquelles  se  décompose  Tintégrale 
triple  est  a  priori  \h  plus  petite  des  deux  limites,  la  limite  supé- 
rieure étant  donc  la  plus  grande  des  deux. 

En  introduisant  en  conséquence  ces  limites  (160)  dans  les 
expressions  (156)  et  (155),  comme  elles  donneront  tout  d*abord 

tZ(ti,  *)]î«Z(w,,  *)-Z(t*„  /c)«Z(li,  A:)-Z(0,  fc^=J, 
[Z  (V,  *')]î  «  Z  (v.,  k')  -  Z  (r,,  /c')  ==.  Z  (K',  /c')  -  Z  (0,  k')  «  J', 


(160**') 


(sn  u  en  t<  dn  u)\  >»  sn  K  en  K  dn  K  —  su  0  en  0  .dn  0  =:  0, 
(sn  V  en  v  dn  v)\  ^  sn  K'  en  K'  dn  K'  —  sn  0  en  0  dn  0 1»  0, 
(snii7cntrdQtr)j  =  sn  0  en  0  dn  0— sntOocnif7odntt7o 
=s  —  sn  Wq  en  Wq  dn  ti?©, 

il  est  clair  que  lesdites  expressions  (156)  et  (155)  se  réduiront, 
pour  ces  limites,  respectivement  aux  deux  Valeurs,  dans  les- 
quelles nous  n*écrivons  que  les  seuls  termes  utiles, 


(Ho)  = 


(161)       MKo). 


KK'.snu^oCn  toodn  ti7o, 


i". 


1 


r. 


,  ,  — n'siitrocn  Mb  finir* 

=  (—  K  .J'  —  -  K'.  JJ .  ( — n')  sn  to,cn  Wodnwoi 


(Hi2) 
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,  et  par  conséquent  la  formule  en  question  (157)  donnera,  avec 
la  notation  convenue  tout  à  Theure,  pour  la  masse  du  corps 
actuellement  envisagé,  c'est-à-dire  pour  celle  de  la  huitième 
partie  de  rellipsoîde  donné,  Pexpression  : 

(M) 3- (-(Ho)-*- (Ko)) 

Di/G  r  /  i         i     \  1 

•  — —    KK'snu^jcnwodnw,—  I  —  Ki'  —  -K'J  l.n'snu;oC«u?o(inii?o  I 
=  — —  I  K  (K  —  J')  -4-  •—  K'J    . sn  Wo  en  Wo  dn  tOo- 

Or,  si  Ton  se  reporte  à  nos  relations  (52)  et  (42)  enu*e  les 
intégrales  complètes  de  première  et  de  seconde  espèce,  qui 
donnent 

K'-J'=-i|„  K'-fcK„ 

la  quantité  entre  crochets  qui  figure  dans  Texpression  précédente 
se  transformera  successivement,  en  tenant  compte  de  la  valeur  (3) 
de  A',  ainsi  quil  suit 

en  vertu  de  la  formule  classique  de  Jacobi  relative  à  la  fonction 
elliptique  de  deuxième  espèce (*)  :  valeur  qui,  étant  remise  alors 
dans  Texpression  (162)  obtenue  tout  à  Theure  pour  {M)f  la 
transformera  à  son  tour  dans  la  suivante  : 

Dr  l/G 

(463)  (M)  ■"  7  â  '  T~ ^"^  ^^ ^^  ^^  ^"  **'"• 

D*autre  part,  si  Ton  tient  compte  des  valeurs  (1 59)  et  de 


(•)  Voir,  si  ron  veut,  Hermite,  Note  sur  la  Théorie  des  Fondions  Elliptiques,  déjà 
citée  à  plusieurs  reprises  (notamment,  page  488,  en  note),  à  la  page  83  de  ladite  Note. 
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celle  (3)  de  k^,  l*on  trouvera,  en  réservant  tout  d*abord  la  ques- 
tion du  signe» 


—7-  SDtv^cn  w?odnu?o  =  ±  \/  G.  — . sn'tOo.cn* tro.da'tr, 

(463»"*)    \ 

.*x/'--*(-?>$-(-SS-*^^-=--^= 

et  quant  au  signe  lui-même,  il  suffit  pour  le  déterminer  d*obser- 
ver  que,  sur  les  cinq  facteurs  qui  composent  cette  expression,  le 
dénominateur  k  est  positif  par  déBnition;  que  en  Wq  çt  dn  w^  le 
sont  également  (pp.  440-441);  enfin,  qu*il  résulte  de  la  première 
formule  (23)  que  sn  w  est  de  la  forme  snw=»  tW,  W  étant  une 
fonction  impaire  de  même  signe  que  w'  ou  u;,  et  que  par  suite 
Ton  aura,  dans  le  cas  particulier  actuel,  sn  Wq  «=>  tWo,  Wq  étant 
de  même  signe  que  vdq,  c'est-à-dire  négatif  :  d'où  il  résulte  immé- 
diatement, eu  égard  aux  définitions  (7),  que  le  produit  des  deux 
facteurs  restants,  savoir 


l/G  sn  w„  =  /mn.tWo  =«  Im.  in.Wo  =  Im  (—  i^o»  —  c*).  W, . 

est  également  positif,  et  par  conséquent  aussi  le  produit  en  ques- 
tion des  cinq  facteurs  (iQZ^'),  de  telle  sorte  que  Ton  a,  dans 
rhypothëse  envisagée,  sans  aucune  incertitude  sûr  le  signe  : 

V/G 
(164)  -7-  dn  U7o  cnu'o  dn  Wq  «=  abc. 

En  remettant  donc  cette  dernière  valeur  dans  Texpression 
précédente  (163)  obtenue  tout  à  Tlieure  pour  (Jlft),  celle-ci  se 
réduira  simplement  à 

(465)  (JlB)-~^«6c, 

ainsi  qu'on  devait  bien  le  trouver  efiectivement,  en  grandeur  et 
eti  signCf  pour  la  huitième  partie  de  la  masse  totale  de  TelUp- 
solde  donné  (i  58)  ;  et  Ton  s'assurera  sans  peine  que  les  mêmes 
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considérations  redonneront  bien  toujours  le  même  résultat,  quel 
que  soit  Foctant  de  la  surface  en  question  que  Ton  ait  envisagé  (*), 
ce  qui  confirme  pleinement  Texactitude,  tant  des  nombreuses 
formules  de  notre  théorie^que  des  diverses  distinctions  ou  règles 
pratiques  relatives  aux  signes  que  nous  avons  établies  pour  leur 
emploi. 

B.  (Centre  de  gravité).  Le  dénominateur  commun  des  coor- 
données rcctilignes  de  ce  point  étant  déjà  obtenu  par  ce  qui 
précède,  nous  n*avons  donc  plus  qu*à  calculer  leurs  numérateurs, 
c*est-à-dire  Tune  seulement  des  trois  sommes  appartenant  au 
premier  type  (96)  pour  Texposant  a  =3 1. 


{')  En  effet,  tout  d'abord,  si  l'ane  des  deux  coordonnées  u  ou  v  (ou  les  deui  à  la  fois) 
était  supposée  négative,  les  limites  correspondantes  seraient  alors,  au  lieu  des  valeurs 
(160),  Ml  =  —  K,  M9  —  0;  Hj  8=  —  K',  Vf  «  0,  et  donneraient  encore,  par  conséquent, 

(M);  =  f/,  — ti,  =  0  — (— K)  =  K,  (D)î«v,  — »,  =  0  — (— K')=K', 

i  tZ(u,*)]î=Z(e/„fe)-Z(u,.A)=Z(0,Ar)-Z(-K,*)=«0~(-J)=:J, 

c'est-à-dire,  pour  ces  deux  coordonnées,  exactement  les  mêmes  valeurs  (i60^<s)  et  (460**') 
que  lorsqu'elles  étaient  supposées  positives. 

Enfih,  si  la  troisième  coordonnée  w  était  également  supposée  de  signe  contraire  à 
l'hypothèse  ci-dessus,  c'est-à-dire  positive,  comme  il  faudrait  prendre  dans  ce  cas  «;|  «  0, 
w^^^Wq,  Ton  aurait  donc  alors,  d'une  part,  à  la  place  de  la  dernière  égalité  (dÔOi*'), 
celle-ci 

(  a)        (sn  V)  en  ti;  d  n  w)\  =  sn  w^cn  «?,  dn  w^ — sn  G  en  G  dn  0  3=s  sn  ty,cn  w^ûn  w^ , 

en  sorte  que  le  signe  —,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  facteur  —i,  qui  figure  explicite- 
ment dans  les  expressions  (161)  des  deux  quantités  (Hq^  et  (Kq),  disparaîtrait  de  ces  expres- 
sions, et,  par  suite,  apparaîtrait  au  contraire,  après  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'expres- 
sion suivante  (16i)  de  la  masse  {jBÊi)t  tandis  qu'il  n'y  figurait  pas  esplicitement  dans  le 
calcul  ci-dessus.  Mais,  d'autre  part,  les  mêmes  raisonnements  qui  nous  ont  fourni  l'éga- 
lité (464)  dans  l'hypothèse  de  tvo<0>  donneraient  actuellement,  pour  le  cas  de  wo>0, 
celle-ci 

\^)  — -  sn  w^  en  «,  dn  w^  œs  —  q6c, 

en  sorte  que,  par  l'effet  de  ce  double  changement  de  signe  des  deux  facteurs  (a)  et  (6), 
la  valeur  de  l'expression  (462)  en  question  resterait  exactement  la  même  que  devant, 
quel  que  soit  le  signe  de  chacune  des  trois  coordonnées  u,  v,  w,  et  par  conséquent  aussi 
l'octant  que  l'on  considère  dans  la  surface  proposée  (158). 
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A  cet  effeiy  les  formulée  (148)  et  (145)  se  réduisant,  pour 
cette  hypothèse,  à  celles-ei 

P.,      (l/P)î,      (p'\/^iî 


(1«6)       I(0_^^H(^  WJ). 

In    2.4 


R.,      (l/R)î.      (r'I/Rjî 


dans  lesquelles  on  a,  le  radical  étant  toujours  entendu  dans  le 
sens  de  la  détermination  positive,  eu  égard  aux  valeurs  (151''*) 
et  (1K2)  déjà  calculées  pour  la  détermination  précédente^  ainsi 
qu*aux  définitions  (88)  de  p,  ç,  r,  et  en  attribuant  dés  lors 
expressément  aux  doubles  signes  la  même  signification  que  dans 
lesdites  formules  (88), 

n 

l/Pean/cntidnu,      l/Q=dbm*sni;cni;,       V^R«*=f:mdniDsnir, 

p-l/p  tsi p.p \/ p  —      l  sn  u.nr  snu  cnu  dnu  —       nP snHi  cnu dnii, 
(167)  <  ç*W^==7.qfl^Q  =  ± /dnt?./m*snw  cnw  dni;=dt /*m*dn*i?  snvcnr, 
r*  l/R  «=»r.r  l/R  «  :i=tncQU7.mn'snu'cni&dnti7«3qpm(tn)'cn*trdntD6ntr, 

la  formule  de  droite  qui  précède  (1 66)  donnera  donc,  en  y  remet- 
tant, avec  ces  dernières  valeurs,  celles  (126)  de  P^ ,  Q|,  R|, 
pour  Texpression  du  déterminant  envisagé  W*\  celle-ci  : 

arcsin  (—  en  ti  1     ,  n/(cnudotf);,  nP(sn'ticatf dnu^ 

H?  =    d=  [arc  sin  (8nt?)]J,  *  d=  m'  (snrent?)?,      d=  /Vu'  (dn'vsai7cni7)î 

=F    arcsin  ( sn  ti?l     ,     zpfnin(dnwsnw)îy     =f:f}t(tit)*(cnHi;dQi(?snio)f 

D'ailleurs,  dans  tous  les  cas,  le  signe  qu*il  faudra  prendre 
étant  ainsi  le  même  pour  tous  les  éléments  d*une  même  ligne, 
ce  signe  pourra  donc  être  remplacé,  pour  chaque  ligne,  par  le 


(*)  Nous  avons  déjà  écrit  et  jastifié  les  trois  premières  de  ces  raleors  dans  le  calcal  et 
le  raisonnement  qui  noas  ont  conduit  aux  valeurs  précitées  (i5S). 
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Tacteur  f  ou  —  1  affecté  cemme  tsoeiBcient  au  déterminant  lui- 
mëmey  lequel  facteur  sera  dès  lors  différent  pour  les  deux  lignes 
si  Ton  doit  prendre  à  la  fois  dans  ces  deux  lignes  le  signe  placé 
de  la  même  façon,  c*est-à-dire  supérieur  ou  inférieur,  ou,  inver- 
sement, qui  sera  le  même  dans  Thypothèse  contraire  :  ce  qui 
revient  à  dire,  toujours  en  vertu  de  la  convention  admise  pour 
les  signes  (pp.  474-475),  qu*en  supprimant  ces  doubles  signes, 
le  déterminant  en  question  devra  être  affecté  du  coflicient  —  1 
quand  les  deux  coordonnées  i?  et  ti;  seront  de  même  signe,  et  du 
coefficient  +1  lorsqu'elles  seront  de  signes  contraires. 

Or,  Texpression  précédente  du  déterminant  H|,'>  étant  supposée 
récrite  de  la  façon  que  nous  venons  de  dire,  comme  le  double 
signe  qui  figure,  dans  le  premier  facteur,  au  second  membre  de 
la  formule  de  gauche  (166),  a  précisément,  diaprés  nos  conven- 
tions, la  même  signification  qui  vient  d*ètre  spécifiée, c^està-dire 
comme  il  pourrajui  aussi,  être  remplacé  par  le  coefficient — loul 
exactement  dans  les  mêmes  circonstances,  il  résulte  évidemment 
de  là  que,  lorsqu*on  remettra  dans  cette  dernière  formule  la 
valeur  ainsi  récrite  du  déterminant  Hl!\  la  coïncidence  des  coeffi- 
cients ^  1  ou  1  ainsi  introduits  à  deux  reprises  comme  facteurs» 
suivant  Thypothèse,  pour  tenir  lieu  des  doubles  signes,  au 
second  membre  de  ladite  formule,  amènera  Tunité  pour  leur 
produit  dans  tous  les  cas,  en  sorte  qu1l  ne  restera  plus  aucune 
trace  des  doubles  signes  dans  le  résultat  définitif  (*). 


n  Cette  disparition  finale  des  doubles  signes,  qui  semble  parfaitement  conforme  à  ce 
que  l'on  devait  attendre  a  priori,  n'a  pas  lieu  seulement  pour  les  quatre  cas  simples  que 
nous  traitons  dans  ce  paragraphe,  mais  il  est  aisé  de  reconnaître  qu'elle  se  produira  bien 
effectiTcment,  quelle  que  soit  la  valeur  entière  et  positive  de  l'exposant  a,  pour  les  deux 
expressions  générales  ci-dessus  calculées  J^*^  (136)  et  l^"^  (448),  après  que  Ton  y  aura 
remplacé  les  variables  provisoires  p,  q,  r  par  leurs  valeurs  de  définition  (88). 

En  effet,  pour  la  première  tout  d'abord,  il  ressort  à  première  vue  de  la  définition  même  du 
déterminant  (435)  qui  en  fournit  les  différents  termes,  et  dans  lequel  les  divers  exposants 
sont  alors  tous  impairs,  que  Its  mêmes  circonstances  que  nous  venons  de  spécifier  à 
l'instant  à  propos  du  déterminant  ci-dessus  envisagé  w*'  se  reproduiront  identiquement, 
et  conduiront  dès  lors  à  la  même  conclusion  finale. 

Quaat  à  l'autre  formule  (448),  il  faut  pour  le  voir  examiner  quelle  sera,  relativement 
k  a,  la  parité  des  différentes  puissances  des  variables  p,  q,  ou  r  qui  entreront  en  fac- 
teurs, respectivement  avec  *^  P,  *^Q,  ou  *^ R ,  dans  chacun  des  termes  du  développe- 

3 


540 


En  introduisant  alors  cette  simplification  dans  tes  écritures,  et 
permutant  ensuite,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué,  à  la  fois  les 
deux  groupes  (u,  t?,  tv)  et(/,  m,  n)  ou  (a',6*,c'),  nous  aurons  donc 


menl  définitif  de  cette  quantité  l'/^  {HS),  après  que  l'on  7  aura  remplacé, en  premier  liea, 
chaque  symbole  H^'^  par  la  seconde  expression  (446),  puis  cela  fait,  semblablement  chaque 
symbole  T«  par  son  développement  (483)  ou  (434).  et  enfin  de  même  chaque  quantité  T. 
ainsi  introduite  par  sa  valeur  de  définition  (427).  ^ 

Or,  d'après  celte  dernière  définition  (437),  ces  puissances  sont  dans  la  quantité  T«  de 
parité  contraire  à  celle  de  l'indice  n ,  et  comme  l'indice  de  toutes  lesdites  quantités  T, 
qui  composent  les  différents  termes  des  seconds  membres  des  formules  (132*'^)  ou  (138^b'^ 
desquelles  nous  avons  déduit  dans  les  deux  cas  l'expression  de  la  quantité  l'gp  est  précisé- 
ment de  même  parité  que  a,  il  s'ensuit  donc  que  le  développement  définitif  de  T«ue  contien- 
dra comme  facteurs  de  I^T  que  des  puissances  de  tde  parité  contraire  à  celle  de  a.  Cela 
posé,  comme  d'autre  part  l'indice  i  de  tous  les  déterminants  H^'^  qui  composent  les  diffé- 
rents termes  du  développement  (448)  de  i^*'  sont  de  môme  parité  que  a,  il  résnite  donc 
de  ce  que  nous  venons  de  voir,  et  de  la  forme  des  éléments  des  deux  dernières  colonnes 
de  la  seconde  expression  (445),  que  pour  toutes  ces  différentes  quantités  hJ|^  les  puissances 
en  question  de  p,  9,  r  seront  de  parité  contraire  &  celle  de  a,  et  par  conséquent,  l'expression 
proposée  ij;*'  ne  contiendra  elle-même,  comme  facteurs  des  quantités  (^P,I^Q,  ou  ^ÏÏ, 
que  des  puissances,  de  parité  contraire  à  a  »  de  la  variable  corre$pondante  p,  q,  ou  r. 

Cette  conclusion  étant  acquise,  on  reconnaît  à  présent  sans  peine,  en  examinant  sépa- 
rément les  deux  hypothèses  relatives  à  la  parité  de  a  :  que  si  a  est  pair,  d'one  part,  le 
coefficient  constant  qui  figure  en  tête  du  développement  (448),  savoir  (^-ij  n'intm- 
duira  pas  de  double  signe,  et  d'autre  part  que,  chacun  des  facteurs  qui  composeront  ce 
développement  étant,  d'après  ce  qne  nous  venons  de  voir  (abstraction  faite  des  limites) 
de  la  forme  <*^*  1^  T«=  i***.  t  ^T  pour  t^  p,q,  r,  il  résulte  immédiatement  des  valeurs 
calculées  ci-dessus  (45S),  que  le  double  signe  n'apparaîtra  ni  dans  l'un  ni  dans  l'autre  des 
deux  facteurs  d'une  expression  semblable,  en  sorte  qu'il  ne  pourra  en  exister  aucun  non 
plus  dans  rexpressionenvisagée(448)  elle-même;  et  que,  si  au  contraire  a  est  impair,  d'une 
part  le  double  signe  ser»  introduit  en  tète  du  développement  par  le  coefficient  susmen- 
tionné^^ J  ,et  que  d'autre  partchacun  des  déterminants  partiels  dans  lesquels  se  décom- 
posera chaque  déterminant  H||\  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  /page  533),  présentera 
les  mêmes  caractères  que  le  déterminant  considéré  ci-dessus  H^*^,  c'est-à-dire  que  le 
double  signe  y  apparaîtra  avec  la  même  signification  dans  chacun  des  éléments  soit  de  la 
seconde,  soit  de  la  troisième,  de  ses  lignes,  car  ces  différents  éléments  appartiendront 
tous  alors,  pour  «  =  g  ou  /  —  r,  au  type  1*'  =  f*^"" .  t  *^T,  et  dès  lors  le  second  facteur 
n'introduisant, encore,  comme  tout  A  l'heure,  aucun  double  signe,  le  premier  facteur, 
dans  lequel  t  rient  ainsi  lieu  de  l'expression  (88)  de  q  ou  de  r,  fera  apparaître  au  contraire 
le  même  double  signe  devant  tous  les  éléments  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  lignes. 

L'on  aperçoit  donc  clairement  ainsi  que,  dans  ce  second  cas,  toutes  les  mêmes  ciroon- 
sunces  déjà  rencontrées  deux  fois  ci-dessus,  à  propos  de  l'expression  I^'^  (4S6),  et  au 
commencement  de  celte  note  à  propos  de  l'expression  J^"^  (436),  se  reproduiront  encore 
une  fois  identiquement,  et  par  conséquent  la  seconde  expression  \^^  (448)  ne  renfermera, 
en  fin  de  compte,  elle  non  plus,  aucun  double  signe,  quelle  que  soit  la  parité  de  l'expo- 
saul  a. 
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trouvé  de  cette  façon  pour  les  trois  sommes  envisagées,  savoir 

(168)  Ii?>-OxrfJ8.        i;f'«OiydJ8,        l2»-0«dJ9, 

les  trois  expressions  très  simples  s'appliquant  à  tous  les  cas 

arc  sio  (  — en  uj     ,  ni  [cnudn  u)]^         n/'(sn'vcnt/dn{/)! 

[arcsin  (sn  i;)]},  m*(snt?  cnv)?,        fw'(dn't?sni?  cni;)î 

arc  sin  ( sntol  I  ,      nnn{dnu}snw)*„     m(tn)*(cn*tt7dnti»nu7)f 

arc  sin  (  —  en  t?  1     ,         Im  (en  v  dnt?)',        /m'  (sn*»  cn«  dnt?)' 

[  arc  sin  (sn  tt?)]j ,  n*  (sntrcnu?)},       Mi*n*  (dn'u7snu;cnti7)7 

arcsin  f sniil    ,       ni/(dntisnt/)!,       w(i7)' (cn'u  dntisnt/)} 

arc  sin  (  —  en  U7J     ,        mn  (cntvdnti;)^,        win'  (snVcntrdntr)! 

[arc  sin  (sn  ti)]î,  P  (snu  en  ti)',         nV  (dn*u  snii  en  u)l 

arc  sin  f  -- —  snr  I  1  ,     lim  (dnv  snwjj,     l(im)*  (cn't?  dnv  snv)f 


„«9|  (,.._I_ 


11-— î5- 

Smn 


formules  dont  on  démontrerait  la  généralité,  quant  à  la  première, 
exactement  par  le  même  raisonnement»  déjà  exposé  dans  l'article 
précédent  à  Toccasion  de  la  masse;  et  celle-là  subsistant  dès  lors 
dans  tous  les  cas,  il  est  bien  clair  que  les  deux  autres  qui  en 
dérivent  par  la  permutation  des  trois  coordonnées  présenteront 
également  le  même  caractère  de  généralité. 

Pour  les  vérifier,  appliquant  encore  la  première,  par  exem- 
ple, au  même  volume  que  tout  à  Theure,  c*est-à»dtre  à  Toctant 
de  rellipsoîde  compris  dans  Tangle  trièdre  des  coordonnées 
planes  positives,  volume  auquel  correspondent,  avons-nous  dit. 
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les  limites  0  et  K  pour  u,  0  et  K'  pour  v^  ido  et  0  pour  w,  les- 
quelles donneront  manifestement  cette  fois,  en  particulier, 

ni  (dn  M  en  m)Î  «s  —  n/,  »P  (sn*  u  en  u  dn  «)î  =  0, 

m*  (sn  V  en  r)î  «=  0,  /*w*  (dn*  v  sn  v  en  t?)î  =  0, 

[apcsin(snî?)]î=»arc8in(snK') — arcsin(9uO)  =  arcsinl — arcsinO=^> 
îw  (m)'  (en*  ti?  dn  to  sn  ti7)î  = — m  (m)'  cn*tOadn  w^  sn  tOo> 

la  formule  en  question  (169)  donnera  dans  cette  hypothèse 
en  n'écrivant  encore  que  les  seuls  termes  utiles ,  pour  la  pre- 
mière des  sommes  (168)»  l'expression  suivante 


ÎT 


'       8nl 


(170) 


—  > 


-ni. 

0 

0, 

0 

•     •  > 

—  m  (in)'  en*  to,dn  w^  sn  w» 

s=  -— .  n/  -  •  (—  m)  {inf  en*  m;©  dn  u'o  sn  Wq 
ont       2 

e=a  —  (t—  iwn'  cn*a?o  dn  Wq  sn  iCo), 
16 

dans  laquelle  le  produit  entre  parenthèses  peut  être  calculé  très 
aisément  à  Taide  des  résultats  déjà  acquis  à  Toccasion  de  Texem- 
ple  précédent;  car,  si  Ton  se  rappelle,  d'une  part,  que  la  fonc- 
tion cnto  reste  constamment  positive,  quelle  que  soit  la  coor- 
donnée w  (pp.  440-441),  et  d'autre  part,  que  le  module  k  est 
également  positif  par  définition,  comme  les  valeurs  (159)  et  (3) 
donneront  dans  ces  conditions,  sans  ambiguïté  de  signe,  eu  ^rd 
à  la  définition  (7)  de  n. 


ta  ta 

en  U7o  «a  —  =« 


n        i\/a^^i?      VlT^  «       tV 

Ton  trouvera  donc,  en  tenant  compte  en  outre  de  la  valeur  précé- 
demment obtenue  (164),  et  toujours  sans  aucune  incertitude 


uz 


quant  aux  signes,  la  suite  d*égalités 


Imn 


—  mn*  en' tTo  dn  ti7o  sn  u?o  =  ^  in  en  Wq.  —j-  en  Wodn  Wo  sn  Wo 
_  n 

=  —  in.cn Wo^—r  snwocn  w^anto^^ss  —  m.—  •  a6c=sa*6c, 
k  n 

de  celle  sorte  qu'en  remettant  eette  dernière  valeur  dans  l'ex- 
pression en  question  (170),  celle-ci  se  réduira  à  la  valeur 


16 


qui  est  bien  effectivement  de  nouveau ,  en  grandeur  et  en  signe^ 
celle  à  laquelle  il  nous  fallait  arriver. 

C.  (^Moments  principaux  d'inertie).  Ces  quantités  n'étant 

autre  chose  que  les  sommes  deux  à  deux  des  trois  intégrales 

triples  du  premier  type  (96)  pour  Texposant  a  =>  2  et  relatives 

è  chacun  des  axes  coordonnés,  il  nous  suffira  par  conséquent  de 

*  calculer  la  seule  somme  I|f^  pour  le  volume  convend. 

A  cet  effet,  les  mêmes  formules  déjà  considérées  tout  à  l'heure 
(148),  (145),  et  (144)  nous  donneront,  pour  cette  hypothèse,  en 
ayant  encore  égard,  quant  à  la  première,  &  la  convention  admise 
relativement  au  dernier  terme  de  cette  première  formule  pour  le 
cas  de  a  pair. 


H?)— 


P.,  {p^P)\,  (pVP)î 
Q..  (ï»/Q)î,  (?'>/Q)î 
R,.    (rl/R)î.    (i^V/R)î 


Aï"  — 


P.,  P..  -(pVp)î 
Q»,  Q.,  -(9'V^)î 
R.,    R.,    -(r'i/R)? 


expressions  dans  lesquelles  on  aura,  toujours  sans  ambiguïté  de 
signe,  en  vertu  des  valeurs  (88)  et  de  celles  (152)  déjà  calculées 
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en  vue  d*un  exemple  précédent, 

p'  |/p  =  p'.  pV/T>  =  /*sn*  u ,  n/*  sn  ti  en  il  dn  m  =»  n/* sn'  u  dn  u  en  « , 
qr*l^  =  </*.7l^Q=  Z*dn*«.  /m*  sni7cn  r  dn  t?=«  Pm'dn*  vcn  vsn  v, 
r'l/R  =  r*,rl/ÏÏ  =(tw)*cn'ti7.mn*snti?cnti;dnu?  =  —  »wn*cn'fi?sntt7dnir, 

de  telle  sorte  qu'en  remettant  ces  dernières  valeurs,  en  même 
temps  que  celles  (124),  (125),  et  (152)  dans  les  deux  détermi- 
nants précédents,  ceux-ci  deviendront 


I 


H?>  — 


—  n  [Z(u)]î,      nP(sn  u  en  u  dn  u)? ,  n/*(sn*tt  dn  m  en  ii)ï 

/(r)î  —  /  [Z(r)]î,      /m*(sn  v  en  v  dn u)î,         /'m'(dD'i?cni)  sn  c)} 
—  (u;)î — wrZ(ti?)1î,     mn*(snti?cnti7dnti7)î,    — wn*(cn'wsnu?dntr)î 


(172)  ( 


A?>  — 


-  («)î, 


—  /i  [Z  (w)  ]  î,  —  w/*  (sn»  u  dn  u  en  «  )î 

/(v);—  /  [Z(i;)]î,  -/»m«(dn»i?cnt?  snrg 

— Wî  > Wî  ■—  wî  [Z  (ti;)J  î ,  m»* (en'  to  sn  1*7  dn  w)\ 


]  K. 


m 


m 


Dans  le  premier  de  ces  déterminants,  Ton  fera  apparaître  le 
coefficient  constant  G*=s(f7iin)'  en  divisant  les  trois  lignes 
respectivement  par  les  facteurs  nP,  /m*,  mn^,  et  si  Ton  y  change 
en  même  temps  tous  les  signes  de  la  première  colonne,  il  pren- 
dra par  là  la  forme 


(473) 


Hi»>  =  — i»mV.l/G.H,, 


H.  désignant  alors,  pour  abréger,  le  premier  des  trois  détermi- 
nants suivants,  les  deux  autres  étant  déduits  de  celui-là  par  per- 
mutation circulaire  : 
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lî  [^(**)]«»     (^"  "  ^"  "  ^"  "'*'        '*  t®"*  ^  ^"  "  ^"  **)* 


m 


* l^)î  "^  —  f 2  («^)  lô      (8"  «^  <^"  '^  <*"  »)î  » 


"-î(w?)î^ — :[Z(tc).lî,      (snu7cnu;dni47)f, 


/"((Jn*  i;  en  u  sn  v)* 
-  w*(cn*wsnw?diiti?)î 


074)     H, 


m 


-j|Z(p)]î,      (sn  rcnr  dn  v)î,        m'(sn'  i?dh  i;cnr)î 


i  \ 

—  (w^)î  -♦-— [Z(u?)]î,     (snM;cnu7dnte?)î, 

1  1 


w'(dn*tt7cnu?snti7)î 


—  /^(fn't<snMdnu)î 


H,. 


~[Z(tt?)]î,  (sutocnwilnw)],  n*{$ii^'wdnwcnw)] 

\  i 

—  H  (**)*  "^  li  L^(^)Jî»  (^^^  "^^  "  ^"  ")*♦  '*'  {dn'w  en  u  sn  ii)î 

■17  Wî  "• — i  [^(*')lîi  (^"  w  en  »  dn  r)î,  — m*(cn*  »  sni?  dn  t?)î 


Dans  le  second  des  mêmes  déterminants  (172),  il  sera  tout 
aussi  facile  de  faire  apparaître  en  facteur  la  constante  1^6  =  /mn, 
en  divisant  chacune  des  trois  lignes  respectivement  par  les 
facteurs  n,  /,  tu  ;  puis,  cette  opération  étant  faite  en  changeant  en 
même  temps,  comme  tout  à  Theure,  tous  les  signes  de  la  dernière 
colonne,  il  se  décomposera  alors  en  deux  autres  de  la  façon 
suivante 
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Af Imn. 


-.(«)î. 


-[Z{«)]î, 


/^(sn'tidniicnii)! 


(»)•  —  [Z(w)]î,  rm'{dn'»cn  vsnv)i 


—  {w)l      —  ^(ir)î  — IZ(w)]î,  —  n*(cn»ti?8nirdnttî)î 


(175) 


-l/G 


r.Wï, 


0, 


/*(8n*vdnucnii)î 


7;(»)5«  Wî.  /*m'(dn'»cii«sn»)î 

-iWo îWî»       —  n*(cn*u7sntt?dnii;)î 

III  nr 


-(t/)î,         [Z(tt)"|î,  /*{sn»tidnucnti)î 


-(i;)î,         [Z(r)]î, 


/*iii*(dii*rcn»  sn  v)î 


n^(cnNi?snK)dnti7)* 


-^(G.-K,), 


en  désignant  encore,  pour  abréger,  par  G,  et  K.'Ies  deux  nou- 
veaux déterminants  ainsi  engendrés. 

Or,  comme  le  premier  ne  diffère  que  par  la  troisième  colonne 
seulement  du  déterminant  Hq  (1K4),  rencontré  ci-dessus  à  Toc- 
easion  du  calcul  de  la  masse,  son  développement  pourra  être 
obtenu  très  rapidement  en  le  déduisant  de  celui  (156)  dudit 
déterminant  Hq,  récrit  à  cet  effet,  au  préalable,  ainsi  qu*il  suit 


1  i 

Ho  »  -  (v)i(u?)î.^(sn  venu  du  u)*  h j  (w}\  {u)\ .  tn*  {sn  v  en  v  dn  t;)î 


m' 


"i  (w)î  (u)î  •  «*  {su  w  en  w  dn  tu)?  ; 
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car,  sous  cette  forme,  le  deuxième  facteur  de  chacun  des  termes  étant 
précisément  Fun  des  éléments  de  la  troisième  colonne  de  ce  déter- 
minant Uqj  il  suffira  évidemment  de  substituer  è  chacun  Félément 
correspondant  de  la  troisième  colonne  de  G« ,  pour  avoir  le  déve- 
loppement de  ce  dernier  déterminant,  opération  qui  donnera  pour 
résultat 

G,  =  --(w)î(u-)î./*(sn'udnt/cnM)î  •*-  —  (w)î(«)î.  Pw'(dn*r  en  »  sn  w)! 
I  in 

-«-  ~  ( w )î  (vfi .  (— n*)  (en'  w sn  w  dn  tt?)î 

c*est-à-dire  simplement  la  première  des  trois  expressions  »  dé- 
duites encore  les  unes  des  autres  par  permutation  cjrculaire  : 

G,=  (t))î(u7)î./'(sn'iidniicnf/)î-*-  {w)\{uft.  l*  (dn*  t;  en  v  sn  v)ï 

—  (w  )î  (^  )î  •  "*  (^"'  ^  ^^  ^  dn  ti?)î , 

Gy-=(tr)î(M)î.m*(sn*i?dnt;cni?)î  -♦-  (w)î(v)î.  m*(dn'ti?cn  tt;sn  w)* 
<^^^>)  ^  —  (v )î (w)l  r  (en'  tisnuda  w)î, 

G,  ==  (w)î(i?)'  n'(sn^trdii  fi?cn  ic)î  -4-  (v  )î  (u?)?.  n*  (dn'  ti  en  1/  sn  w)* 

—  (iiî)î(w)î .  iw'  (en*  V  sn  v  dn  t?)î . 

Après  avoir  déduit  enfin,  toujours  par  le  même  procédé»  de 
Texpression  ci-dessus  du  second  des  déterminants  partiels  (17S), 
que  nous  sommes  convenu  d'appeler  K.,  les  trois  expressions 
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K.= 


(177) 


(Kf' 


K,- 


~(tt)î,  .         [Z(u)\l  P(sn'ui\nucnu)] 

\ 

—  (v)î,  [Z(t?)]î,  /*m*(€ln»vcn  i;  sn  i?)î 

j 

[Z{ii;)]4,  —  n*(cn*ti?snu?dfi  a?)î 

m*(sri'r  dn  w  en  i?)î 
Mi*/i*  (dn*  U7  en  ti7  sn  «?}* 
—  /*(cn'  u  sn  II  diî  f/)î 

/i*(sn'a7dnwcnii;)î 

nV(dn'  M  en  u  sn  ii)* 

—  }w*(cn'i7sn  udn  w,? 


-.Hî, 

[Ziw)]?, 

•^  K. 

[zWlî, 

h^<^ 

(ZWlî. 

^K. 

fz  («))?. 

^,K. 

[Z(t»)]î, 

^(«)f. 

[z(«)]î. 

-J-  (")?. 

ZC)]?. 

si  Ton  remet  à  la  fois  dans  le  dernier  membre  des  égalités  (171), 
à  la  place  des  quantités  H^'^  et  Aif^  leurs  valeurs  (173)  et  (175), 
Ton  voit  que  les  sommes  cherchées  se  présenteront  alors  sous 
la  forme  des  trois  expressions 

o 

!>"  =  O  y*dM  -  ^-^  (-  G,  H-  »'  H,  -I-  K,) , 


(178) 


(•)  Il  n'y  a  pas  lieu  d'être  surpris  ici  de  la  dissymétrie  de  ces  expressions  par  rapport 
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dans  lesquelles  les  différents  symboles  qui  figurent  au  second 
membre  entre  parenthèses  tiennent  lieu,  pour  abréger,  des  quan- 
tités (176),  (174),  et (177), et  qui,  se  trouvant  ainsi  entièrement 
calculées,  fourniront  immédiatement,  par  leurs  sommes  deux  è 
deux,  les  expressions  demandées  des  moments  principaux  d*iner- 
tie  relatifs  au  solide  envisagé. 

Vérifions  encoi^e  ces  formules,  en  comparant  avec  les  résultats 
connus  de  la  Mécanique,  à  Taide  des  calculs  déjà  réalisés  à  Tocca- 
sion  d'une  vérification  précédente,  les  expressions  qu*elles  four- 
nissent pour  le  huitième  du  volume  total  de  Tellipsoïde  (158). 

A  cet  effet ,  les  limites  de  l'intégration,  qui  seront  toujours 
celles  (160),  donnant  pour  les  mêmes  raisons  que  précédem- 
ment, comme  on  le  voit  tout  de  suite, 

(sn'udnti  en  ti)ÎB=3  0,       (dn*t?cn  vsn«)î==0, 

(en'  tr  sn  ti7  dn  ti7)î  s=  —  cn'tOo  sn  ioq  dn'iOo, 

engendreront,  lorsqu'on  les  introduira  dans  la  première  formule 
de  chacun  des  groupes  (176),  (174),  et  (177),  en  ne  marquant 
encore  une  fois  que  les  seuls  termes  utiles,  les  valeurs  suivantes, 
qui  s'écriront  alors  très  simplement,  à  Taide  des  quantités  ana- 
logues déjà  rencontrées  dans  un  calcul  antérieur  (pp.  552*S36), 


aux  coordonnées  u,  v,  w  qui  ressort,  tant  des  définitions  (iT6),  (174),  et  (177),  de  chacun 
des  trois  termes  dont  elles  se  composent,  que  de  la  forme  de  ces  égalités  (178)  elles-mêmes. 
En  effet,  la  définition  môme  de  ces  quantités,  ou  les  seconds  membres  de  ces  égalités, 
montrant,  a  priori,  qu'elles  ne  sauraient  être  symétriques  par  rapport  aux  trois  coor- 
données rpctilignes,  il  est  bien  clair  que  cette  symétrie  ne  peut  exister  dès  lors  par  rapport 
aux  coordonnées  thermométriques,  puisque,  nos  formules  de  transfoi^nation  (iO)  ou  (14) 
étant  complètement  symétriques  par  rapport  aux  deux  systèmes,  la  symétrie  d'un  groupe 
quelconque  de  formules  par  rapport  à  l'un  de  ces  systèmes  entraînera  forcément  la  symé- 
trie de  ces  mêmes  formules  par  rapport  à  l'autre.  Et  la  même  observation  s'appliquerait 
avec  la  même  raison  aux  résultais  précédemment  acquis  (169).  ' 

La  considération  de  l'homogénéité,  si  elle  n'était  pas  observée,  pourrait  donc  seule,  en 
pareil  cas,  infirmer  a  priori  l'exactitude  de  ce  résultat.  Or  les  formules  en  question  (178) 
sont  bien  manifestement  homogènes,  chacun  des  premiers  et  derniers  termes  dans  les 
parenthèses  étant  du  second  degré  par  rapport  aux  quantités  linéaires  a,  b,  c,  ou  /,  m,  n, 
et  les  termes  du  milieu  étant  au  contraire  du  degré  0  par  rapport  aux  mêmes  quantités. 


5S0 

(G.)  = 

(H.)- 


KK'.  n*  en'  to«  dn  tog  sa  u\,  =  —  n*  en'  10,.  (H«) , 


0    , 
0    , 


0 
0 


=  0, 


(K.)- 


;j;K,  i     , 


K', 


0 

y  ,  0 


l\  1      \ 

=  (  —  K .  J' —  -  K'.  J I .  «*  en' Wo  sn  U7o  dn  Wo  =«  —  ii*cn'tOf  (Kg), 

les  symboles  (Hq)  et  (Kq)  étant  de  nouveau  les  quantités  ci- 
dessus  (161). 

En  remettant  donc  ces  trois  valeurs  dans  la  première  des 
formules  (178)  que  nous  voulons  vérifier,  puis  tenant  compte 
successivement  de  Texpression  (i57)  obtenue  plus  haut  pour  la 
niasse  du  corps  «m,  ainsi  que  de  la  valeur  (159)  de  en*  idq,  nous 
trouverons  donc,  selon  le  mode  de  notation  convenu,  pour  le  hui- 
tième de  Tellipsoïde, 


«)  -  \Ox\Im\  =     -~  (-  (G,)  ^  (K.)) 

=  \'  ^  (-  (H.)  -.-  (K,))  (-  n«cn*ta,)  -  i  (J»).««, 
c'est-à-dire,  en  permutant  les  trois  sommes 

\Oac»djia/  =  (.m)^.       X^^yHMI  ={M)~'       \Ox*rfja9/  =  M«)^*. 


(I?>) 


5S1 


et  par  conséquent,  pour  les  trois  moments  principaux -d'inertie 
relatifs  au  même  solide,  les  trois  expressions 


l0(y»-4-z»)dj»i 


'(M) 


6*-4-c» 


(x»-4-**)djB/-(J») 


)-, 


(S 

\0(x'-»-y»)dJB/  —(M)  — r— 


J(0): 


ce  qui  est  bien  encore  cette  fois,  en  grandeur  ei  en  signe,  le  résul- 
tat auquel  on  devait  arriver. 

D.  (Plans  principaux  d'inertie).  Nous  possédons  ainsi  déjà, 
par  le  calcul  que  nous  venons  d^effectuer,  les  coefficients  des  trois 
termes  carrés  de  rellipsoide  d*inertie  du  solide  considéré»  relatif 
à  Torigine  des  coordonnées.  Il  ne  nous  reste  donc  plus,  pour  avoir 
son  équation^et  par  suite  pour  pouvoir  déterminer  analytiquement, 
comme  nous  Tavons  dit,  ses  trois  plans  principaux  »  qu*à  posséder 
de  même  les  trois  coefficients  des  termes  rectangles  de  cette 
même  équation  (149),  c*est-à-dire  les  trois  sommes  du  second 
type  (96),  pour  Texposant  a  <=»  0. 

Introduisant  donc  cette  hypothèse  dans  la  formule  (99)» 
comme  l'on  aura  alors  P*  =3  Q*  =»  R«  c=»  i,  celle-ci  se  réduira 
simplement  à  la  suivante,  chaque  intégrale  étant  prise  entre  les 
limites  correspondantes  à  celles  données  de  p,  q,  r, 


/dp,  /p*dp,  fp'dp 
fdq,  fq^dq,  Jifdq 
Jdr,   fr'dr,   Jr^dr 


le  signe  supérieur  étant,  comme  nous  Pavons  expliqué,  expressé- 
ment relatif  à  Thypothèse  de  la  concordance  des  signes  des 
coordonnées  v  et  tii,  et  le  signe  inférieur  à  Thypothèse  inverse 
(pp.  474-475).  Et  dès  lors,  en  remettant  à  la  place  de  p,  9,r  leurs 


(P)î. 

>')î, 

\^^)\ 

(9)î. 

\W)\, 

\m. 

Wî, 

^(Oî. 

5(r')î 
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valeurs  (88),  et  raisonnant  alors  de  nouveau,  exactement  comme 
nous  Tavons  déjà  fait  à  propos  des  formules  (169)  relatives  au 
cenu*e  de  gravité,  Ton  reconnaîtra  sans  peine  encore  qu'aucun 
double  signe  ne  subsistera  en  Cn  de  compte  dans  celte  formule 
non  plus  que  dans  ses  homologues  ;  de  telle  sorte,  quVn  emprun- 
tant alors  un  facteur  t  à  chaque  élément  de  la  dernière  ligne, 
Ton  aura  dans  tous  les  cas  pour  les  sommes  demandées  les  trois 
expressions  définitives 

<(snu)î. 


>yzdM^-l 


D 


m 


l/G 


(179) 


\  Jï^=S 


zxdJKi 


—  I 


D 


5^  nl/'G 


^  -1       D 

5.5  iv/Q 


/»(8n»ii)î,  /»{8n'i/)î 

/(dni;)î,       /Mdn*t))î,  /•(dn»«)î 

n(cnw)î,  — n'(cn'ti?)î,  ft"(cn'tojî 

m  (sn  v)l,       m* (sn*  «)? ,  m*  (sn'  v)î 

m(dnti7)î,      w»{idn*to)î,  «"(dnHoJî 

/(cn«)î,  — /*(cn»tt)î,  /»(cn"t/)î 

n  (sn  to)î,      n*  (sn* w)î,  »•  (sn'to)î 

n  (dn  w)î,      n»  (dn»  u)l  n»{dn"  «)? 

m(cnv);,  — m*(cn'v)î,  m*(cn*U7)î 


qui  complètent,  pour  le  solide  envisagé,  la  détermination  de 
Tellipsoide  d*inertie  (149). 

Cette  dernière  détermination  A'étant  plus,  comme  les  précé- 
dentes, Tune  de  celles  que  Ton  a  coutume  d'effectuer  dans  les 
cours  d'Analyse  ou  de  Mécanique  pour  la  huitième  partie  de 
Tellipsoîde,  le  procédé  de  vérification  dont  nous  avons  usé  pour 
celles-là  nous  échappe  cette  fois  ;  mais,  à  défaut  de  vérificauon 
proprement  dite,  un  moyen  de  contrôle  qui  n'est  pas  sans  valeur 
consiste  dans  ce  fait  que,  étant  étendues  à  la  totalité  de  l'ellipsoide, 
les  trois  sommes  en  question  devront  évidemment  se  réduire 
simultanément  à  zéro,  attendu  que  les  trois  plans  coordonnés 
étant  alors  des  plans  de  symétrie  pour  le  solide  considéré,  ces 
plans  seront  donc  précisément  les  plans  principaux  d'inertie  de 
ce  même  solide,  en  sorte  que  l'ellipsoïde  d'inertie  (149)  devra, 
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dans  celte  hypothèse,  se  trouver  rapporté  de  hii-méfne  è  ses  plans 
principaux. 

Or,  Ton  aperçoit  immédiatement  que  cette  condition  est  bien 
eiïcctivement  remplie,  attendu  que  les  limites 

t/|— —  K,      i/,=  ^K,      r,  =  —  K',      t?,=  -HK',      u;|S=  — Woj      iOj=  +  to, 

qui  correspondent  à  cette  nouvelle  hypothèse,  donneront 

cnv,  =  (»,       ciiwt  =  (),       (cni/)î=0,       (cn*w)î=»0,       (cn*tt)î=aO, 
dnt/,=fe„      dnt/,=«/r„      (dnti);«=0,       (dii'ti)î±=0,       (dn'tt)î=0, 

et  de  même  en  changeant  u  en  v  dans  ces  résultats  ;  d*où  il  suit 
que  les  deux  premiers  déterminants  (179)  ont  chacun  une  ligne 
dont  tous  les  élénients  sont  nuls,  et  le  troisième  deux  lignes  qui 
présentent  la  même  particularité.  Et  comme  cette  circonstance 
se  produira  quelles  que  soient  les  limites  db  wq  de  la  troisième 
coordonnée  u;.  Ton  découvre  par  là  même  cette  propriété  inléres- 
sanle  des  plans  coordonnés  de  demeurer  des  plans  principaux 
dlnertie  pour  toute  écorce  ou  croûte  ellipsoïdale,  dont  les  deux 
surfaces,  intérieure  et  extérieure,  appartiendront  à  la  fois  à  la 
troisième  famille  coordonnée,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  seront 
homofocales  entre  elles. 

Enfin,  pour  clore  cette  série  d'applications,  le  Lecteur  voudra 
bien  remarquer  que  toutes  les  déterminations  qui  font  Tobjet  des 
développemenis  précédents  ont  été  obtenues  sans  aucune  incer- 
titude sur  les  signes,  à  aucun  instant  des  calculs,  et  que  chacune 
des  vérifications  que  nous  avons  présentées  à  leur  sujet  nous 
ont  amené  constamment  au  résultat  voulu,  avec  le  signe  même 
que  Ton  devait  trouver,  quelle  que  fût  la  situation  du  corps 
envisagé,  ou  ce  qui  revient  au  même,  le  signe  des  limites  des 
coordonnées  u,  v,  w  correspondant  à  Thypothèse,  bien  que 
chacun  de  ces  calculs  eût  mis  en  jeu,  dans  chaque  cas,  comme 
on  la  vu,  des  facteurs  affectés  de  Pun  et  de  lautre signe. 

On  nous  permettra  donc,  comme  conclusion  de  ces  recherches, 


554 

de  souligner  de  nouveau,  en  quelque  sorte,  ces  diverses  circon- 
stances qui  mettent  bien  en  relief  la  supériorité  des  Coordonnées 
Thermométriques  inventées  par  Lamé  sur  les  Coordonnées 
Elliptiques  de  Jacobi  déjà  signalée  au  début  de  ce  Chapitre 
(page  402),  en  même  temps  qu'elles  fournissent  la  preuve 
incontestable,  croyons-nous,  que  les  formules  nouvelles  présen- 
tées par  nous  dans  le  même  paragraphe  pour  Temploi  de  ces 
coordonnées  satisfont  pleinement  aux  trots  desiderata  que  nous 
y  avons  articulés  (page  412),  et  remplissent  dés  lors  complète- 
ment le  programme  que  nous  nous  y  sommes  tracé. 

E.  {Autre  calcul  pour  la  détermination  de  la  masse).  Ayant 
eu  pour  but,  dans  les  calculs  qui  précédent,  de  faire  ressortir 
clairement  Tavantage  du  nouveau  système  de  coordonnées  que 
nous  proposons  de  substituer  &  celui  des  Coordonnées  Ellip- 
tiques de  Jacobi,  nous  avons  dû  naturellement,  pour  donner  plus 
de  force  à  notre  démonstration  et  présenter  comme  exemple  un 
emploi  plus  étendu  de  ces  coordonnées,  faire  usage  pour  lesdits 
calculs  exclusivement  des  coordonnées  en  question;  mais  la 
preuve  étant  faite  actuellement  aussi  complètement  qu'on  pou- 
vait le  souhaiter,  croyons-nous,  nous  pouvons  indiquer  à  présent, 
comme  pouvant  présenter  quelqiie  avantage  dans  certains  pro- 
blèmes, un  usage  mixte  de  ces  coordonnées,  consistant  &  les  faire 
intervenir,  dans  la  même  question,  concurremment  avec  lesdites 
coordonnées  X,  fx,  y  de  Jacobi,  chacun  des  deux  systèmes  pour 
les  portions  du  calcul  dans  lesquelles  son  emploi  offrira  le  plus 
de  commodité. 

Il  arrivera  parfois,  en  effet,  que  les  résultats  cherchés  seront 
obtenu.»  ainsi  plus  rapidement  que  si  Ton  avait  fait  usage  exclu- 
sivement de  Tun  ou  de  Tautre  des  systèmes  précités  de  coor- 
données, soit  parce  que  les  quadratures  seront  plus  faciles  et  la 
réduction  des  déterminants  plus  simple  et  plus  aisée,  soit  parce 
que  Ton  pourra  ainsi  faire  un  usage  plus  complet  de  la  permu- 
tation circulaire,  qui  permettra  alors,  dans  le  calcul  d'une  seule 
expression,  de  n'évaluer  qu'un  terme  sur  trois,  tandis  que,  dans 
les  déterminations  que  nous  venons  d'effectuer,  le  même  procédé 
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nous  a  permis  simplement  de  ne  calculer  qu'une  seule  des  trois 
quantités  en  question,  correspondant  aux  trois  axes  coordonnés» 
mais  ne  nous  a  servi  en  rien  pour  le  calcul  de  Tune  des  quantités 
envisagées  en  particulier. 

Nous  allons  en  fournir  un  exemple,  en  procédant  encore  une 
fois  à  la  détermination  de  la  masse  du  même  ;solide  déjà  envi- 
sagé dans  les  différents  articles  qui  précédent,  à  laide  d'un  calcul 
nouveau  reposant  sur  cette  donnée,  et  institué  spécialement  en 
vue  de  celte  seule  question,  c*est-à-dire  qui  ne  déduira  plus  ce 
résultat  comme  cas  particulier  d'une  formule  plus  générale  anté- 
rieurement établie,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  plus  haut,  avec 
nos  variables  auxiliaires  p,  9,  r. 

Dans  ce  but,  en  vue  de  faciliter  notablement  les  écritures  de  ce 
calcul  que  nous  allons  présenter,  nous  introduirons  tout  d'abord 
les  deux  notations  suivantes  :  nous  ferons,  quelle  que  soit  la 
variable  p  et  l'exposant  entier  a, 

/'P*      aJ  

-^ ,         R  =  [V//(p)]!  -  v/?^)  -  i//-(p.), 

le  radical  étant  toujours  supposé  pris  avec  la  détermination  posi- 
tive, et  nous  conviendrons  en  outre  de  désigner  par  A^,  M«,  N»,  et 
par  A,  M,  N,  ce  que  deviennent  respectivement  ces  expressions 
R.  et  H,  lorsque  l'on  y  remplace  p  successivement  par  i,  |ul,v. 

Ces  définitions  étant  admises,  il  résulte  immédiatement  de 
l'expression  (75)  de  l'élément  de  masse  en  Coordonnées  Ellip- 
tiques, que  la  masse  M^  du  solide  en  question  sera  représentée, 
avec  ce  système  de  coordonnées,  par  le  déterminant 


(i8i)  ja  =  tD 


dont  les  différents  éléments  s'évalueront  beaucoup  plus  aisément, 
comme  on  va  le  voir,  en  introduisant  à  présent  nos  coordonnées 

88 


Ao, 

A., 

A. 

M., 

M„ 

M, 

N., 

N.. 

N, 

556 

u,  t;,  tv,  qu'en  faisant  usage  exclusivement  de  Tun  ou  de  Taulre 
de  ces  deux  systèmes  de  ooordonnées. 

En  effet,  rappelant  une  fois  de  plus  que  les  Coordonnées  Ellip* 
tiques  X,  u,  v,  ne  sont  autre  chose,  par  définition,  que  les  trois 
fonctions  4>,  W,  H  de  notre  Chapitre  IV,  et  récrivant  en  consé- 
quence les  équations  (28)  de  ce  Chapitre  ainsi  qu*il  suit 

(D-v...  r^r-...,  (s*-«.,. 

nous  tirerons  de  la  première,  par  exemple,  en  ayant  égard  en 
méirre  temps  aux  définitions  (30)  du  même  Chapitre,  et  (7)  et  (1) 
de  celui-ci,  cette  nouvelle  égalité 

dx  ./^  ,  2i  — inl/î,  2i     ,        ^^i  , 

dans  laquelle  le  coefficient- étant  une  quantité  positive  d'après 
la  définition  (7)  de  n,  ce  sera  le  signe  supérieur,  ou  bien  le 
signe  inférieur,  qu'il  faudra  prendre  expressément  avec  la  déter- 
mination positive  du  radical,  suivant  que  la  variable  u  sera 
elle-même  positive  ou  négative,  du  moment  que  la  valeur  de  la 
dérivée  ^  déduite  de  la  différeniiation  de  la  première  équation  (8), 
savoir 

(182*"')  ■—  =  f.  2sn  tt  en  w  dn  w 

au 

est  manifestement  {P  étant  >  0)  de  même  signe  que  la  coor- 
donnée u. 

Partant  de  le,  nous  obtiendrons  tout  d'abord,  en  permutant, 
les  trois  valeurs  simples,  dans  lesquelles  Tinterprétation  du 
radical  et  du  double  signe  sera  dès  lors  celle  que  nous  venons 
de  dire, 

dx  :i=t*  dfjL  ifct  dv  drt  , 

— -  -s du  , =  -r-  dv ,       z=:  = dw , 

2l//(Aj         «  2l//(A*)         ^  2l//(v)        ^ 

et  qui  donneront,  en  premier  lieu,  eu  égard  à  la  définition  du 
premier  symbole  (180),  pour  les  éléments  de  la  première  colonne 
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du  déterminant  (181),  les  expressions  correspondantes 

(183)  A,  =  — {«)î,  Mo  =  ^(»)î,  N,^  — (M))î, 

puis  en  second  lieu,  en  tenant  compte  de  la  première  équa- 
tion (8),  ainsi  que  de  la  valeur  (3)  de  k^^  la  suite  d*égalités 

/*  sn*  u .  —  c/ii  —  =p  i«  /       ^  sn*  t«  rfu  =»  sp  «n  /    A*'sn*M  du 

I    /  k^sn^udu  —  /  /r«  sn»u  dul  =  zp  m  [Z  (m,)  —  Z  {«,)], 


zptn 


d*où  par  conséquent,  en  permutant  encore,  les  trois  équations 

t  a'Ao  -^  A,  =  IF  m  Lz(ti)]î ,  6«Mo  +  M^  =  =f  «7   [Z(r)]î , 

^^^^^     î  c«No  -*-  N,  =  IF  «m  [Z(w)] î , 

qui  fourniront  alors,  sous  les  mêmes  conditions,  les  valeurs  des 
éléments  de  la  seconde  colonne. 
Enfin,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

/(p)  =  (a«  +  p)(6«  ^  p)(c'  +  p)  =  p»  H-  <A,p«  H^  .^Bp  +  e. 

de  ridentité 

d^lh)  _    fX?)    ^  5?'  -I-  2Xp  -1-  s 

entendue  encore  avec  la  détermination  positive  du  radical, 
Ton  déduira  sans  peine,  en  la  multipliant  par  3cfp,  puis  Tinté- 
grant  entre  les  limites  pi  et  p^,  et  écrivant  alors  le  résultat  à 
Taide  des  notations  convenues  (180), 

-  i  -      2  1 

R  =  5R,4-2o)lDRi4-â5Ro,       d'où       R,  =  -R  —  -  JUR,  — -SR,, 

5  3  3 
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c*est-à-dire,  par  conséquent,  pour  les  éléments  de  la  troisième 
colonne,  les  valeurs 

I     A,  =lX-?dl,A,-SAo, 
j  i-       2 

<         Ma  s=  —  M   —  CTO  M|  —  CW  Mo  • 

3  D 

N,  =  iN— -JUN,  —  55No. 
I  3  3 

Tous  les  éléments  du  déterminant  (181)  étant  ainsi  calculés 
ù  Paide  de  permutations  circulaires,  si  Ton  y  remet,  en  premier 
lieu,  ces  dernières  valeurs,  son  expression  deviendra  par  là  tout 
d'abord 


M-=iD 


4  -        2 
A«,    A|,    -A — -<A)A, 

—  aiA« 

A,,    Aj,    A 

i  —       2 

Mo,     M,,    -M  — -  dIoM, 
5            3 

—  «Mo 

iD 

Mo,     M,,     M 

4  —       2 

No,     Ni,    -  N  — -olUNi 

-iBN. 

N„     N.,    N 

puis,  si  Ton  remplace  de  mème^  dans  le  nouveau  déterminant 
ainsi  obtenu^  les  éléments  de  la  seconde  colonne  par  leurs  valeurs 
tirées  des  égalités  (184),  Ton  trouvera  alors 


(483) 


t'n 

S 

q:m[Z(«)]î— 0«Ao,      Â 

IL/ 

Mo, 

N„, 

qi  t7[Z(o)]î_6'M.,     M 
=Ftm[ZH]î-c«N.,     N 

tD 

Ao, 

=Ftn[Z(w)];,     X 

A,. 

-a»A«     Â  " 

M„ 

zp  il  [z  (»)]«,    H 

-1- 

Mu, 

-6'M.,     M 

N., 

q:im[Z(to)]î,     N 

No. 

-  c'N„     N  _ 

-T'' 

»u  +  ^), 
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en  désignant  respectivement  par  Aq  et  ^o  1^^  ^^ux  derniers 
déterminants  que  nous  venons  d'écrire.  Or,  la  première  ligne  des 
égalités  (8)  donnant  immédiatement 

/'(A)  =  (o«-i-A)(6*-i-A)(c'-^A)  =  /«sn«ti.{i7)«cn«u.nMn«u, 

Ton  en  eoneluray  pour  les  valeurs  positives  de  u,  en  prenant 
encore  la  détermination  positive  du  radical  comme  dans  les  dif- 
férentes équations  ci-dessus ,  et  ayant  égard  de  nouveau  à  la 
définition  (7)  de  n, 

W^7(^)  =  —  tn  /'sn  ti  en  tf  dn  1/ , 

et  par  suite,  avec  la  seconde  notation  (180),  quels  que  soient  les 
signes  de  u,  v,  u;,  les  trois  valeurs  : 

IA  =  [V^/'(A)]î  «  —  inP  (sn  m  en  m  dn  u)\, 
M  =»  [V^7V)]Î  =  —  ilm*  (sn  r  en  r  dn  t7)î, 
"N  «a  [V^/'Wjî  ==»  —  itnn^{snw  cnw  dnii^y}. 

(*)  En  eifet,  dans  l'hypothèse  contraire,  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  négatives  de  la 
même  variable  u,  Ton  aura  bien  dans  ce  cas,  à  la  vérité,  toujours  avec  la  détermination 
positive  du  radical, 

|//(1)  a  H- tn<*  su  u  CQ  tt  dn  ti, 

mais  d'un  autre  côté  l'équation  ci-dessus  (18!2^'*}  montrant  qu'alors  la  coordonnée  X  varie 
en  sens  contraire  de  u,  la  limite  supérieure  de  la  quadrature  relative  à  1,  dans  l'intégra- 
tion triple  relative  aux  coordonnées  A,  /u,  v,  sera  donc  la  valeur  de  X  qui  correspondra  à 
la  limite  inférieure  de  la  quadrature  relative  à  u  dans  l'intégration  triple  relative  aux 
coordonnées  u,  v,  w,  et  inversement  ;  d'oU  il  snit  que  l'on  aura,  avec  le  système  de  notation 
des  formules  précédentes,  à  la  fois 

[*^7w],  =  ■♦-  '»'*  (snw  cnu  dntt)j,  [^TÛi],  =-*-  tn/"(sn «  cnu  dnw),, 

et  par  conséquent,  en  retranchant  membre  à  membre, 

c'est-à-dire  encore,  comme  ci-dessus  : 

[•^A^)J*  =  —  ***  '*  (sn  w  en  u  do  uJÎ. 
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Au  moyen  de  ces  expressions,  les  deax  déterminants  en  ques- 
tion pourront  donc  être  développés  de  la.  façon  suivante,  savoir  : 
pour  le  premier,  d'une  part ,  en  changeant  les  signes  des  deux 
dernières  colonnes, 


ii.= 


(187) 


A,,  ±tn[Z(M)]î,  —S 
M„  ±  «7[Z(e)]î,  —M 
N„      ±m[Z{tc)]î,       -N 


1a.,      ±[Z(«)]î,      -Ia 
j»  »n 


<in.U.itn 


*-M„       ±[Z  (»)]?.       -i   M 

i-ïo.       ±[Z(tt,)]î,       -i-N 
tm  im 


■  t'/mn.Ke, 


en  faisant,  pour  tous  les  cas,  eu  égard  aux  expressions  précé- 
dentes (i86),  ainsi  qu*aux  valeurs  (183)  dans  lesquelles  la  signi- 
fication des  doubles  signes  est  précisément  la  même  que  pour 
les  éléments  de  la  deuxième  colonne, 

i 

-  (u,l ,       [Z  (tt)]î,        P  (sn  u  en  u  dn  «)î 


(188)  Ko> 


-  (t?)î,       [Z  (t?)];,       m'  (sn  V  en  v  dn  t?)î 
i 

i 

—  (ti;)î,       [Z  (iv)]\y       n*  (sn tu  cnio  dn  w)] 
tn 


et  pour  le  second,  d  autre  part  : 


^'^ 


Ao,    —  a'A<„     A 
Mo,     — 6*Mo,     M 

No,    —  AVo,     N 


=(6»-c«)MoNo.A4-(c*-a*jNoAo.M-H{o«— 6«)A,M<,.N. 


Or,  cette  dernière  expression  étant  composée  de  trois  termes 
qui  se  déduisent  les  uns  des  autres  par  permutation  circulaire,  il 


/ 
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suffira  de  nouveau  de  calculer  le  premier  seulement,  qui  sera,  eu 
égard  encore  aux  mêmes  valeurs  (183)  et  (186),  et  à  la  signifi- 
cation uniforme  du  double  signe  dans  les  trois  premières, 

(6«-.0  MoN„ .  A  =  m«.  ^*  (i?)î .  —  (m?)».  F— iij/«(sn  w  en  «  dn  t/)îl 

«=  i7iwn.(t?)î  Ml  •  (sn  u  en  u  dn  u)î , 

d*où,  par  conséquent,  en  permutant,  et  ajoutant  les  valeurs  ainsi 
formées,  pour  le  déterminant  i^  qui  précède,  Tcxpression 

en  faisant  de  nouveau 

Ho  — »  (v)î  (tu)î  (sn ucnudnti]*  -i-  (u?)î(u)î(sn v en  v dn  v)\ 


(i90)        , 

{u)\  (v)î  (sn  w  en  w  dnt«;)î . 

En  remettant  les  valeurs  ainsi  obtenues  (189)  et  (187)  dans 
le  dernier  membre  des  égalités  ci-dessus  (185),  l'expression 
demandée  de  la  masse  Jlà  sera  donc  encore,  par  ce  nouveau  cal- 
cul, quels  que  soient  les  signes  des  limites  des  trois  coordonnées 
u,  Vf  w  correspondant  à  la  situation  du  corps, 

j©  =  îH  Ji'/mn.Ko  -4-  lïmn.Ho)  =  ^y^ (—  Ho  +  K,), 

c'est-à-dire  exactement,  eu  égard  aux  définitions  actuelles  (190) 
et  (188)  des  symboles  HoCt  Kq  qui  reproduisent  identiquement 
les  expressions  (156)  et  (155),  le  résultat  auquel  nous  étions 
déjà  arrivés,  comme  cas  particulier  de  la  solution  obtenue  par 
un  calcul  moins  symétrique  et  par  conséquent  moins  aisé,  pour 
un  problème  plus  général,  au  moyen  de  Pintroduction  comme 
variables  auxiliaires  de  nos  trois  quantités  p,  q,  r. 

Le  Lecteur  voudra  bien  remarquer  d'ailleurs  que,  pour  ce 
nouveau  calcul  aussi  bien  que  pour  les  précédents,  le  résultat  a 
été  obtenu  encore  une  fois,  grâce  à  nos  coordonnées  u,  r,  te, 
sans  aucune  incertitude  sur  les  signes  à  aucun  instant  des  calculs. 
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Nous  indiquerons  enfin,  dans  la  Note  VI  de  rAppendiee, 
qui  terminera  définilivement  cet  Ouvrage,  un  exemple  des  cal- 
culs auxquels  Ton  se  trouverait  conduit  si  Ton  voulait  employer 
exclusivement  ces  coordonnées  u,  Vy  w  sans  le  secours  des 
variables  auxiliaires  p,  q,  r,  par  le  moyen  desquelles  nous  avons 
pu  établir  les  formules  générales  précitées  (148)  et  (136). 

Action  totale  exercée  sur  le  mêiie  solide,  conformément  a 
LA  LOI  DE  Newton,  par  la  masse  entière  d'un  ellipsoïde  homo- 
gène,  DE   GRANDEUR,    DE  FORME,  ET   DE   SITUATION   QUELCONQUES   PAR 

rapport  au  SOLIDE  EN,  QUESTION.  —  Afin  quc  Votï  ne  croie  pas 
que  les  déterminations  que  nous  venons  d'effectuer  à  Taide  de 
nos  coordonnées  ti,  t?,  u;,  n'ont  qu'un  intérêt  purement  théorique, 
nous  allons,  pour  terminer  ce  dernier  Chapitre,  en  indiquer  une 
.  application  concrète,  à  propos  d'un  problème  intéressant  que  ces 
formules  permettront  de  résoudre,  non  seulement  d'une  façon 
complète  quant  à  la  forme  analytique  des  résultats,  mais  encore 
numériquement,  avec  telle  approximation  que  Ton  voudra. 

Envisageant  toujours  le  même  solide  délimité  de  toutes  parts 
par  des  surfaces  appartenant  à  un  même  Système  Ellipsoïdal,  et 
auquel  se  rapportent  toutes  les  déterminations  qui  précèdent, 
nous  nous  proposerons  d'évaluer  exactement  l'action  totale 
qu'exercera  sur  ce  solide,  conformément  à  la  loi  d'attraction 
newtônienne,  la  masse  entière  d'un  ellipsoïde  homogène,  dont  la 
forme  et  la  grandeur  étant  définis  par  l'équation 

x'^      y'*       z" 

la  situation,  entièrement  arbitraire,  par  rapport  au  solide  en 
question,  sera,  elle  aussi,  complètement  définie  par  les  formules 
de  transformation 

x  =  Xo-*-    oLx\  -H    6y'  -♦-    yz\ 

(192)  \   y  =  yo-*-  «v-f-  ey-^  rV, 

z  =r  zo  -4-  a'V  -*-  6"y'  -f-  r"«', 
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qui  lient,  pour  un  point  quelconque,  les  coordonnées  a/,  y'y  z' 
relatives  à  ses  plans  principaux,  aux  coordonnées  x,  y,  z  du 
même  point,  relatives  aux  plans  principaux  du  Système  Ellipsoï- 
dal auquel  appartiennent  les  surfaces  délimitatives  du  solide 
proposé,  plans  que  nous  conviendrons  d'appeler,  pour  faciliter  le 
discours,  plans  principaux  du  solide  lui-même. 

Dans  ces  formules,  x^,  j/o»  ^o  ^^^^  1^^  valeurs  de  x,  y,  z, 
pour  x',  y\  z'  B=a  0,  représentent  par  conséquent  les  coordonnées 
du  centre  de  Pellipsoide  attirant  (191)  par  rapport  à  ces  plans 
principaux  du  solide. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  rappellerons  deux  théorèmes 
ou  résultats  de  la  Statique,  qui  nous  serviront  de  point  de  départ, 
savoir  : 

l"*  Que  les  composantes,  pour  Tunité  de  masse,  de  rattraction 
exercée  par  la  masse  entière  de  Fellipsolde  (191)  sur  un  point 
quelconque  (x',  y',  js'),  ont  pour  expression,  par  rapport  aux  axes 
de  cet  ellipsoïde, 

(1 93)  X'  —  cHdx',  Y'  =  %,  Z'  =-  Cz', 

les  coefficients  <A>,  %  6  étant  des  constantes  représentées  par 
des  intégrales  définies,  dont  on  trouve  l'expression  dans  tous  les 
traités  d'Analyse  ou  de  Mécanique  (*),  et  qui  ne  dépendent,  bien 
entendu,  que  des  axes  a\  b\  d  de  cet  ellipsoïde  ; 

2®  Que  tout  système  de  forces,  dont  Tune,  en  particulier,  a 
pour  composantes  X,  Y,  Z  et  pour  point  d'application  x,  y,  z, 
supposé  appliqué  à  un  solide  quelconque,  peut  être  réduit,  quant 
à  son  action  sur  ce  solide  : 

à)  à  un  couple,  appelé  couple  résultant^  dont  les  composantes 
ont  pour  expression,  par  rapport  au  même  système  d'axes  que 
celles  X,  Y,  Z  des  forces  données, 

(194)  L=i5(Y2— Zy),  M=fc^(Zx-Xz),  N  =  fc^(Xy-Yx), 


(•)  Voir,  par  exemple,  Jordan,  Cour»  fV Analyse  de  V École  Polytechnique,  Tome  II, 
SâOS,  page  308;  ou  bien  encore  Laurent,  Traité  de  Siécanique  RaitonneUe,Tome  I,  g  17i, 
\'*  édition,  page  210,  en  haut. 
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et  b)  à  une  force  unique,  que  nous  conviendrons,  pour  abréger 

'  le  discours,  d*âppéler  également  résultante  (par  extension  du 

sens  attribué  proprement  à  ce  mot,  dans  le  langage  habituel  de 

la  Statique),  et  dont  les  composantes  seront  représentées  de  la 

même  façon  par  les  expressions 


(19»)  P=:OX, 


Î^Y,  R  =  OZ, 


toutes  les  sommations  qui  sont  indiquées  dans  ces  deux  groupes 
de  formules  s'étendant  par  hypothèse  à  toutes  les  forces  du 
système. 

Eu  égard  à  ces  deux  propositions,  le  problème  posé  tout  à 
rheure  consistera  simplement  à  déterminer  les  expressions  du 
couple  résultant  et  de  la  résultante  correspondant  au  système 
total  des  forces  X',  Y',  Z'  (193),  supposées  appliquées  à  chacun 
des  éléments  dMt  de  la  masse  du  solide  envisagé,  ces  compo- 
santes étant  dès  lors  relatives,  comme  celles  de  ces  forces  elles- 
i^émes,  aux  axes  de  rellipsoîde  attirant  (191),  et  désignées  en 
conséquence,  pour  l'analogie  de§  notations,  dans  les  calculs  qui 
vont  suivre,  par  L',  M',  N'  et  P',  Q',  R'. 

La  question  étant  ainsi  nettement  posée,  les  formules  précé- 
dentes (193),  (194)  et  (195)  donneront,  pour  la  première  compo- 
sante de  chacun  des  deux  groupes, 

L'  =  lS(YV-Z'i/')  =  l^(%'.z'— e^'.y) dM  =  («-O  ^y'z:dM, 

F'  =  l^X'  =  fc^  cHox'dJ®  =  <A>  ^x'dM , 

et  par  conséquent,  pour  l'ensemble  des  six  composantes  deman- 
dées, les  formules 

(  1 97)      p  '=  oKdOx'c/ J©,  Q  =  A^y'dM ,  R'--  cl^i'dj» , 
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dans  lesquelles  il  suffira  d'introduire,  à  la  place  de  x\  y\  j^,  les 
coordonnées  x,  y,  z  relatives  aux  plans  principaux  du  solide 
pour  y  faire  apparaître»  comme  seuls  éléments,  les  dix  quantités 
que  nous  venons  de  calculer  dans  le  paragraphe  précédent. 

En  effet,  ajoutant  membre  à  membre,  à  trois  reprises  diffé- 
rentes, les  trois  formules  (192)  respectivement  multipliées, 
d  abord  par  a,  a',  a",  puis  par  6,  6',  ê",  puis  enfin  par  y,  /,  y", 
en  tenant  compte  à  chaque  fois  des  relations  connues  entre  ces 
neuf  cosinus,  nous  obtiendrons  ainsi  les  formules  de  transfor- 
mations inverses 


(198) 


x'  — a;J  -♦-  «x  -H  a  y  -♦-  a"3r, 

x;=—  (aXo  4-  ot'yo  +  «"«o). 

y'=i,i-i-6x-*.€'t/-^r:î, 

y'o  --•  —  (6xo  -^  6'yo  -^  6"2j), 

jj'  =a  2rJ  -»-  rx  -»-  y  y  -¥-  y"z, 

«i  ==  —  (rxo  -1-  r'yo  -^  r"«o), 

dans  lesquelles  x^,  ^o»  ^o*  ^^^"^  ^^  même  les  valeurs  de  x',  y\  z\ 
pour  X,  y,  z  =  0,  représenteront  semblablement  les  coordon- 
nées du  centre  du  Système  Ellipsoïdal  auquel  appartient,  par 
chacune  de  ses  six  faces,  le  solide  proposé,  par  rapport  aux  plans 
principaux  de  rellipsoîde  attirant  (191). 

Or,  les  deux  dernières  équations  du  groupe  de  gauche  (198) 
donnant,  étant  multipliées  membre  à  membre, 

y'z'  ■=*  {yô  -4-  6x  -f-  t'y  -h  t"z)  (zi  -*-  yx  -^  y' y  -*-  y''z) 
—  y;*;  -*-  6rx*  -»-  6V'y*  H-  6'V"«' 

^  (6V"  -H  ^'V)yz  -♦-  (6"r  -*-  6r")  sx  h-  (6r'  h-  6V)  xy, 

si  Ton  introduit,  sous  le  signe  sommatoire,  cette  dernière  valeur 
dans  la  première  égalité  (196),  en  même  temps  que  celle  (198) 
de  x'  dans  la  première  (197),  Ton  obtiendra  par  là,  pour  les 
deux  premières  composantes  L'  et  P',  les  expressions  : 
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U  =  (,^B  -  ej  »5  [yiz'o  H-  €rx*  -^  6Vy  -*-  6'V"z* 

^  (gy  "  ^  6'y ')  yz^  (6' V  _|-  g^  ")  ^j  ^.  (gy  '  ^6V)ay]  d  JB 

=  {»  -  C)  Ll^i4^<' Ja  -^  erk^xVjfâ  +  6vJ^5^«rfja  h-  €"r"iS«"dJft 
P'  =  oJloO  [xi  -f-  otX  -♦-  a'y  -♦-  a"z]djD& 

=  <A,  [xiOrf^iB  -I-  aOxrfja  H-  ot'i^yrfja  -»-  «"  i5«rfj»J. 

Par  conséquent,  en  faisant  attention  que  les  expressions  (198) 
de  x'f  y\  z'  se  déduisent  les  unes  des  autres  en  y  permutant  à  la 
fois  les  quatre  groupes  (xj,  y\,  <),  (a,  6,  y),  (a',  6',  /),  (a",  6'',  y"), 
si  Ton  convient  de  faire,  pour  abréger,  conformément  à  la  même 
loi  de  permutation, 

A  =  6V'  -4-  e' V,         A'  =  6'V  -^  €r",         A"  =- 6r'  -*-  6V, 
B  =  r '«"  -+■  r"«',         B'  =  r"a  -^  ra",         B"  —  r«'  -^  r'*, 

C  =  a'6"  -^  a"6',  C  —  a"6  -*-  a6" ,  C"  —  a6'  H-  a'6 , 

les  deux  expressions  que  nous  venons  d'obtenir,  étant  récrites  à 
Taide  de  nos  notations  (96),  donneront  donc,  d'après  cette  loi, 
.pour  les  six  composantes  cherchées  (196)  et  (197),  les  expres- 
sions 

L'  =  (3J  -  C)  [yU;.  M  -*-  6rl?»  +  6VI?'  -H  6"r"l?»  -h  AJ?).-h  A'J?»  ^  A"Jf ], 

(1 99)  {  M'  =  (C  -  cll»)[z^rj.  jja  -H  raiw  +  r  «'1?^  H-  r "«"1?  -^  BJf  h-  B'JW  ^  B"JW] , 

N'  «(X-  iB)  [a-^t/i.cUâ  -4-  «61?  -^  «'€'  1?^  -  «"€"  !?>+  CJ!?>  -H  C'JW  ^  C'-JÎ»], 

P'  «  cfe  [x; .  ja  -♦-  «IL*>  -H  «'lt«>  H-  a"l?)], 

(200)  {    Q'  -  s  [yi.  .m  -♦-  61<J^  H-  ^\f  H-  6"li*»], 
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dans  lesquelles  il  D*y  aura  plus  qu'à  remettre^  à  la  place  des  dix 
quantités, 

(ÎOO^u)  ^^       iw        l(«),       I(i),       IW         |(«),       l(.;,        JW         j»        j(o)^ 

les  valeurs  (1!S7),  (169),  (178),  et  (179),  que  nous  avons  succes- 
sivement obtenues  pour  elles,  à  Taide  de  nos  Coordonnées  Ther- 
mométriques tt,  t;,  te;. 

La  détermination,  que  nous  venons  ainsi  d'effectuer,  permettra 
de  résoudre  nombre  de  questions  intéressantes,  parmi  lesquelles 
nous  nous  bornerons  à  traiter,  à  titre  d'exemples  simples,  les 
suivantes  : 

«  Pour  une  orientation  relative  donnée  arbitrairement  des 
.  »  deux  corps  (c'est-à-dire  pour  un  système  de  valeurs  donm  à 
»  volonté  des  neuf  cosinus  a,  6,  ...  a\  ...  /'),  existe-t-il  des  posi- 
»  tions  de  fellipsoîde  attirant  pour  lesquelles  son  action  totale  se 
»  réduitj  soit  à  un  couple^  soit  à  une  force  unique?  Et  dans  l'af- 
•  firmative,  quelles  sont  ces  positions  pour  l'un  et  l'autre  cas?  * 

Pour  la  première  question,  la  réponse  est  évidente,  en  raison 
de  ce  que  la  masse  JS  du  solide  donné  ne  saurait  être  nulle, 
car  si  Ton  fait,  pour  abréger, 

les  composantes  (200)  de  la  résultante  qui  s'écriront  alors 
Fc=Jlo(rija-îPj,        Q'^SS{y'oM-%        R'-CK.»--^), 
s'annuleront  certainement  pour  les  valeurs  dex^,  yé»  ^ô  • 
,.<«)         y._|...         yi.±.  ^__. 
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Or  les  formules  de  droite  (198)  sont  a  priori  évidemment 
réversibles,  fait  qu'il  est  d'ailleurs  bien  facile  de  vérifier,  car  si 
on  les  ajoute  membre  à  membre  respectivement  multipliées, 
d'abord  par  a,  6,  y,  puis  par  a,  6',  /,  puis  enfin  par  a",  6",  y", 
en  ayant  encore  égard  à  chaque  fois  aux  relations  entre  les  cosi- 
nus, Ton  obtiendra  ainsi,  en  renversant  les  deux  membres  de 
chaque  équation  et  changeant  tous  les  signes,  le  nouveau  groupe, 
de  forme  complètement  analogue  : 

/     x«  =  —  (  «xj  -I-    6y;  -I-    r«i), 

(205)  !     yo (  «'Jri  +  «Yo  -h  r'x», 

(     zo {«"xj -- 6"yi  ^- r-'^i). 

Si  donc  Ton  suppose  remises  dans  ce  dernier  groupe,  à  la 
place  de  x^,  yo,  4>  1^^  valeurs  (202)  que  nous  venons  de  trouver 
pour  le  cas  de  la  première  question  (Phypothèse  du  couple 
unique),  nous  obtiendrons  pour  les  coordonnées  x,  y,  z  du  centre 
de  rellipsoîde  attirant  relatives  à  cette  hypothèse,  coordonnées 
que  nous  désignerons,  pour  plus  de  clarté,  par  X| ,  yi,  Z| ,  les 
valeurs 


Xj  = 

-i' 

«ç-t- 

6?  + 

rS{)  = 

yi  = 

-s' 

«•$+ 

6'^. 

r'<ift)- 

'm 

^i  = 

-i^- 

"$+ 

6"^  + 

r"S{)= 

en  ayant  égard  successivement  aux  définitions  (201)  des  $,  ^,  <^, 
puis  aux  relations  entre  les  neuf  cosinus,  c'est-à-dire  précisément 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  solide  proposé.  D'pà, 
par  conséquent,  ce  théorème  intéressant  de  Statique,  dont  l'énoncé 
parait  effectivement  assez  naturel,  bien  qu'il  fût  sans  doute  fort 
difficile  d'y  arriver  rigoureusement  par  des  considérations  a 
priori  : 
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TuÉORitMB.  —  «  Étant  donné  les  deux  corps  ci-dessus  consi- 
9  déirés,  si  Von  transporte  parallèlement  à  lui-même  l'ellipsoïde 
•  attirant  de  manière  que  son  centre  coïncide  avec  le  centre  de 
«  gravité  du  solide^  son  action  totale  sur  ce  solide  se  réduira^ 
«  quelle  que  soit  r orientation  relative  des  deux  corps,  unique- 
<  ment  à  un  couple,  en  sorte  que  cette  action  tendra  simplement 
«  à  faire  tourner  l'autre  corps  autour  d'un  certain  axe  passant 
t  par  ce  point,  et  nullement  à  déplacer  ledit  centre  de  gravité,  » 

Semblablement;  pour  la  seconde  question,  si  Ton  pose 

—  OT-   =  a6  !  W  4-  aT  IW  ^  a '6"  I?'  H-  CJ?»  -♦-  C'J<;>  +  CJ^»», 

les  composantes  (199)  du  couple  résultant,  qui  deviennent  alors 

2      S  ^'  "^ (^''^  ~  ^)  (^^"^-^  ""  -^'^  '     *''  - (e -  ciu)  («ixi j& -.m), 

^  (  N'«(oll>-fB)(xiy;ja^|)fï>), 

s  annuleront  en  faisant  à  la  fois 

yi^icïB  — X  =  0,        z>;,JB  —  ,)R  =  0,        jtJi/;  JB  —  0t'>  =  0 , 
équations  qui,  étant  multipliées  membre  à  membre,  donneront 


et  dés  lors,  en  divisant  cette  dernière  successivement  par  chacune 
des  trois  précédentes  multipliées  préalablement  par  Jd^  Ton 
obtiendra  ainsi  les  trois  valeurs 

(S05)  .;-±JB-l\/^.  !A-±JB-ÎV/^, 
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lesquelles  correspondront  à  deux  points  symétriques  piar  rapport 
au  centre  de  Tellipsoïde  attirant,  origine  des  x',  y',  z\  (du  aiômeot 
que  le  double  signe  de  ces  formules  n*é(ant  introduit  que  par  la 
seule  équation  de  droite  qui  les  précède,  le  même  signe  devra,  par 
conséquent,  être  pris  à  la  fois  dans  ces  trois  expressions),  points 
qui  existeront  bien  réellement  si  les  deux  conditions  suivantes  se 
trouvent  remplies,  savoir  : 

l""  Qu*aucuoe  des  trois  quantités  i^,  JIL,  dt),  définies  par  les 
égalités  (304)  ne  soit  égale  à  zéro  ; 

2*  Que  sur  les  trois,  il  y  en  ait  un  nombre  impair  (1  ou  3)  de 
positives. 

Sous  ces  conditions,  les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver 
étant  reportées  encore  dans  les  formules  (203),  indiqueront  donc, 
pour  le  centre  de  rellipsoîde  attirant,  comme  répondant  à  la 
seconde  question  (Phypothèse  de  la  résultante  unique),  les  deux 
points  symétriques  dont  les  coordonnées,  par  rapport  aux  plans 
que  nous  avons  appelés  plans  principaux  du  solide,  seront  : 

-u,^^i^  %Am^     a/^       t/lm:^ 

En  prenant  pour  le  solide  attiré  le  volume  entier  d'un  ellip- 
soïde appartenant  à  la  troisième  famille  du  Système  Ellipsoïdal 
considéré  dans  les  théories  qui  précèdent,  les  formules  que  nous 
venons  d'établir  résoudraient  dès  lors  le  même  problème  à  Tégard 
de  Tattraction  totale  réciproque  de  deux  ellipsoïdes  homogènes 
de  forme  et  de  situation  relative  quelconques.  Mais  comme  ces 
formules  n'utiliseraient  plus  en  rien  dans  ce  cas  les  résultats 
caractéristiques  dont  la  détermination  forme  à  proprement  parler 
l'objet  de  ce  dernier  Chapitre,  elles  ne  présenteraient  plus  en  fait 
aucun  rapport  avec  l'objet  direct  de  cet  Ouvrage.  C'est  pourquoi. 
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(«) 


quel  que  soit  leur  intérêt  au  point  de  vue  de  la  Mécanique,  nous 
ne  croyons  pas  devoir  arrêter  sur  ce  cas  particulier  dans  ce  texte 
Tattention  du  Lecteur  (^). 


(*)  En  employant  encoi-e  un  mode  de  notation  analogue  à  celui  qui  nous  a  déjà  servi 
pour  nos  différentes  vérifications  dans  le  paragraphe  précédent,  et  convenant  dans  cette 
pensée  de  spécifier  cette  fois  par  une  double  parenthèse  chaque  quantité  relative  au  corps 
envisagé  dans  ce  nouveau  problème,  c'est-à-dire  l'ellipsoïde  entier  [ilSS),  comme  les  déter- 
minations opérées  plus  haut  (exactement  concordantes  avec  les  résultats  connus)  donne- 
ront alors  manifestement  pour  ce  corps 

M(ii,'0)  =  o,     ((i<'>))  =  o,     ((ii"))=-o.     ((Jt?)))  =  o,     ((JW))  =  o,     ((jm))  =  o, 
(  ((!!?>))  =  ((JB))J'      ((!?'))  =  ((Ji©))*^-      ((ii?)))  =  ((ja))|. 

il  suffira  évidemment  de  remettre  ces  valeurs  à  la  place  des  quantités  homologues  dans 
les  résullals  établis  ci-dessus  pour  avoir  la  réponse  complète  à  la  question  actuelle. 
Or  les  formules  (â04j  devenant  ainsi  par  ces  substitutions 

-  ai))  =^^i~^(a«^+Wr'-f-c«rr"), 

3 

il  est  visible,  en  premier  lieu,  eu  égard  aux  formules  suivantes  (â04  >•},  qu'en  tenant 
compte  des  précédentes  (a),  les  composantes  (199)  du  couple  résultant,  et  celle  (200)  de  la 
résultante,  se  réduiront  dans  ce  cas  respectivement  aux  expressions 

(  ((LO)-(fB--e)[.vX((.iiia))--((.C))],    ((M'))=(e-o(i>)[«;^o.((«m))-((.)Tt))], 
ia)    ((P'))  «  (iM)) .  A>K^        W)) = HM)) .  «!/o.        (("')) = nM)) .  e^;, 

formules  qui,  jointes  aux  précédentes  (g),  fournissent  dès  lors  la  représentation  complète 
de  l'action  totale  exercée  par  la  masse  entière  de  l'ellipsoïde  (49i)  sur  celle  de  l'ellip- 
soïde (iJSS),  supposées  homogènes  l'une  et  l'autre. 

En  second  lieu,  pour  ce  qui  est  des  deux  questions  énoncées  à  la  page  567,  le  théorème 
de  la  page  suivante  subsistant  toujours,  bien  entendu,  quant  à  la  première  question,  la 
réponse  à  la  seconde  sera  de  même  encore  fournie  par  les  équations  (^206),  à  la  seule  con- 
dition d'y  remettre  alors  à  la  place  de  —  X»  —  t)lTL»  —  OX^»  1«8  valeurs  correspon- 
dantes (6)  de  -  (( Jt )) ,  —  ((  JR/)) .  -  ((  2^^))  ;  c'est-à-dire  que,  quelle  que  soit  l'orientation 
relative  des  deux  corps,  la  même  action  totale  que  nous  venons  de  dire  à  riuslaul  se 

39 
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Les  différentes  déterminations  que  nous  avons  opérées  dans  le 
paragraphe  précédent,  et  dont  nous  avons  profité  pour  la  ques- 
tion acluelley  avaient  déjà  montré  clairement,  ainsi  que  nous 


réduira  au  seul  couple  {y)  lorsque  les  centres  des  deux  ellipsoïdes  coïncideront,  et  de  même 
k  la  seule  résultante  {^  lorsque  les  coordonnées  du  centre  de  l'ellipsoïde  attirant  (191), 
par  rapport  aux  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  attiré  (4S8)  seront  les  valeurs  indiquées 
par  lesdites  formules  (206)  sous  la  condition  que  nous  Tenons  de  spécifier. 

Enfin  les  formules  qui  précèdent  fournissent,  en  troisième  lieu,  tous  les  éléments  néces- 
saires à  la  solution  complète  de  deux  nourelles  questions  entièrement  analogues  à  celles 
de  la  page  ^7  qui  s'oifrent  également  pour  ce  cas  particulier,  et  qui  sont  les  suivantes  : 

c  Pour  une  distance  donnée  arbitrairement  Tq  des  centres  des  deux  ellipsoïdes, 
»  existe-t'il  des  situations  relatives  des  deux  corps  telles  que  faction  totale  spécifiée 
•  ci-  dessus  se  réduise  encore,  soit  à  un  couple,  soit  à  une  force  unique?  Et  dans  l'affir- 
»  mative,  quelles  seront  ces  positions  pour  l'un  et  l'autre  cas  ?  » 

Pour  la  première  de  ces  deux  questions  (celle  relative  au  cas  du  couple  unique),  la 
réponse  est  encore  évidente  en  raison  de  ce  que,  dans  les  expressions  {$)  des  composantes 
de  la  résultante,  les  trois  coordonnées  x^,  yl,  s^  ne  peuvent,  r^  étant  donné  arbitraire- 
ment, être  supposées,  non  plus  que  ((^l))>  toutes  nulles  à  la  fois.  L'action  totale  envi- 
sagée ne  saurait  donc  en  aucun  cas,  dans  une  telle  hypothèse,  se  réduire  à  un  couple 
unique. 

Quant  à  la  seconde  question  (celle  relative  au  cas  de  la  résultante  unique),  si  l'on  con- 
vient de  désigner  par  A,  %  Tf,  les  cosinus  directeurs  de  la  distance  ro  des  deux  centres 
par  rapport  aux  axes  de  l'ellipsoïde  (158),  lesquels  satisferont  dès  lors  aux  relations 

Â.H.BÎ-f-(?  =  l,  <=roÂ,  .7*0=  ^0».  *'o  =  '"o<^. 

il  suit  immédiatement  des  expressions  {'y)-\'è)  du  couple  résultant  que  la  circonstance 
demandée  se  produira  si  l'on  peut,  en  disposant  convenablement  des  douze  cosinus 

(e)  ce,  €,  y,  «',  €',  Y\  «",  ff",  r'\  ï,   B,  G 

satisfaire  à  la  fois  aux  dix  conditions 

«•  -4-  «'«  -4-  «"«  =  1,  îy'\-  SY  -♦-  ry  "  =3  0, 

^  -H  tf'i  H-  ^"«  =  1,  y«  H-  y  V  4-  r'V  =  0, 

y*  4-  yt  ^  y"t  =,  1  ^  «^  ^  «V'  -♦-  «"5"  =a  0, 

/  a^ey  -+-  b^e'r'  +  c*€"r''  =  5r* .  b  t; 
I  aV«  -<-  fc V'«'  -+-  cV "«"  =  Sr J .  c  A, 
\   a*mS  -I-  b*tc'C  -+-  c«/ V  =  5rJ .  Â  c! 
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Tavons  remarqué  h  la  fin  de  Partiele  D  (page  5S3),  la  certitude  à 
tout  instant,  quant  aux  signes,  des  diverses  formules  de  notre 
théorie,  c'est-à-dire  en  fait  la  précision  et  la  sûreté  de  nos  coor- 
données Uf  V,  w  pour  spécifier  exclusivement  telle  ou  telle  por- 
tion déterminée  de  Tespace. 

La  question  qui  vient  d*étre  traitée,  et  dans  laquelle  intervien- 
nent à  la  fois  les  dix  quantités  (200^**)  calculées  dans  ce  précé 
dent  paragraphe,  permet  à  son  tour  d'apprécier  sur  un  exemple 
frappant  la  supériorité  de  notre  système  de  coordonnées  thermo- 
méiriques  sur  celui  de  Lamé  qui  offrait  seul  avant  lui  l'avantage 
que  nous  venons  de  dire. 

En  effet,  les  expressions  (<69)  de  IL*^  et  (179)  de  JJ*^  se  com- 
posant d'un  seul  terme  ou  déterminant,  tandis  que  celle  (178) 
de  U*^est  composée  de  trois  termes,  en  y  ajoutant  les  deux  termes 
de  l'expression  (1 87)  de  la  masse  OïL^  il  nous  a  donc  suffi,  grâce 
à  la  permutation  circulaire  qui  caractérise  nos  formules,  pour 
être  en  mesure  de  traiter  complèiement  la  question  actuelle, 
de  calculer  seulement  un  nombre  de  ces  déterminants  égal 
à  2-hl  -i-l-i-3*=9  7,  tandis  qu'avec  le  Système  de  Coordon- 
nées de  Lamé  qui  ne  permet  pas  cette  permuuition,  il  eût  fallu 
pour  le  même  problème  calculer  un  nombre  2  -+-  3  (1  -4-  1  -4-  3) 
=  2  +  3  . 5  ea  17  de  déterminants  analogues.  Enfin  les  élé- 
ments de  ces  mêmes  déterminants  ont  été  obtenus  sans  difficulté 


D'où,  en  ayant  égard  à  l'expression  générale  (498)  des  composantes'  des  forces  élémen- 
taires d'attraction»  ainsi  qu'à  la  signification  des  coordonnées  xô,  j/ét  Sq  (page  565),  la 
réponse  suivante  à  la  question  posée,  qui  constitue  pour  celle  question  le  pendant  du  théo- 
rème formulé  ci-dessus  à  la  page  569. 

Théorème.  —  «  S'il  ejciste,  «w,  ou  plusieurtt  ou  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs 
a  réelles  des  douze  quantités  précitées  {g)  capables  de  vérifier  simultanément  les  dix 
8  équations  suivantes  (Tii,  à  chacun  de  ces  systèmes  correspondra  une  situation  rela- 
«  tive  déterminée  des  deux  eUipsotde s  {i9i)  et  {isS)  pour  laquelle  l'action  totale  du 
«  premier  sur  le  second  se  réduira  à  une  force  unique,  laquelle  force  sera  alors  la 
«  méyne  que  si  la  masse  entière  de  celui-ci  était  condensée  en  son  centre,  » 

Nous  ne  savons  si  ces  résultats  ont  été  déjà  signalés;  en  tout  cas,  ne  les  ayant  rencon- 
trés nulle  part,  nous  avons  cru  intéressant  de  les.  déduire  si  aisément  de  ceux  établis 
plus  haut,  |)Our  le  développement  intégral  de  notre  théorie  relative  aux  Coordonnées 
Thermoniéiriques. 
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dans  notre  théorie,  à  Taide  de  quadratures  effectuées  d*un  sens 
clair  et  précis,  grâce  à  l'emploi  des  symboles  classiques  habituels, 
tandis  que  ces  mêmes  quadratures  n*eussent  pu  être  que  simple- 
ment indiquées^ti  ne  se  fussent  prêtées  dès  lors  que  d'une  façon 
très  incomplète  et  peu  pratique  à  fintcrprétation  numérique  ou 
analytique  des  résultais,  avec  les  types  de  transcendantes  inusités 
qui  forment  les  éléments  du  Système  de  Coordonnées  de  Lamé. 

Le  problème  intéressant  que  nous  venons  de  résoudre  au 
contraire  aussi  complètement  qu'on  peut  le  désirer,  puisque  les 
résultats  peuvent  en  être  interprétés  numériquement  avec  telle 
approximation  que  Ton  voudra,  fait  donc  bien  ressortir  la  raison 
d'être  et  rulilité  de  chacun  des  différents  objets  que  nous  nous 
sommes  proposés  successivement  comme  but  de  nos  recherches 
dans  ce  dernier  Chapitre.  Il  justifie  dès  lors  suffisamment, 
croyons-nous,  le  développement  des  calculs  parfois  un  peu  longs 
ou  multipliés,  ou  des  discussions  assez  fréquentes  et  minutieuses 
auxquelles  il  nous  a  fallu  procéder  pour  ne  laisser  à  l'esprit  du 
Lecteur,  au  terme  de  cette  laborieuse  Étude,  comme  prix  de  son 
attention  et  de  sa  patience,  que  des  résultats  réellement  définitifs, 
dont  la  certitude  ne  lui  inspire  aucune  espèce  de  doute,  et  dont 
l'avantage  manifesfe  ne  lui  permette  pas  de  regretter  sa  peine. 

Le  but  que  nous  nous  proposions  d'une  manière  générale, 
avons-nous  dit  en  commençant  ce  dernier  Chapitre,  était  de  faire 
de  l'admirable'  invention  des  Coordonnées  Thermométriques  de 
Lamé  un  instrument  analytique  véritablement  pra^tçtie,  c'est4- 
dire  d'un  emploi  à  la  fois  commode,  sûr,  et  fécond,  et  qui  n'exige 
d'autres  connaissances  que  celles  de  l'Enseignement  classique. 

Nous  nous  en  remettons  au  jugement  du  Lecteur  pour  décider 
si  nous  avons  bien  accompli  notre  programme,  et  réalisé  cri  cela 
les  espérances  que  nous  lui  avions  fait  concevoir. 

FIN  DU  MÉMOIIIE  PROPREMENT  DIT. 


